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Uvod

Tento text vznikl v rdmci pfipravy na bakalaiské stdtnice z obecné matematiky na Masarykové
univerzité v semestru jaro 2014. Vychézi ze stanoveného rozsahu otazek k dstni zkousce a ke
textu je mozné ke kazdé otazce najit seznam literatury, kterd danou otazku rozebira detailnéji.

Bakalarské statnice z matematiky na MU obvykle probihaji nésledujicim zpiisobem: nej-
prve probéhne obhajoba prace pred porotou, vedoucim prace a oponentem, k niz se doporucuje
mit pripravenou prezentaci priblizné na 5 minut; po této prezentaci jesté probéhne uvedeni
posudki a diskuse; po obhajobach vsech studentii nasleduje ustni zkouska pied porotou, s pi-
semnou pripravou na 10-20 minut; ke zkousce se losuji nebo pridéluji dvé otazky ze seznamu
a samotné zkouseni muze mit 10-20 minut. Témata v tomto textu jsou vypracovana tak, aby
kazdé bylo minimalné na 10 minut. OvSem, samotny priibéh statnic zalezi od poroty a muize
byt mirné odlisny od toho, co jsme uvedli. Nékdy porota necha vypravét studenta dlouho a moc
ho neprerusuje, jindy ho usmérnuje v tom, co chce slyset, a mize se zeptat i mirné nad ramec
vymezeného rozsahu otazek.

Tento text je tedy urcen pro opakovani na statnice a mé slouzit jako podklad pro predmét
Bakalarské repetitorium matematiky. Kvili svému omezenému rozsahu nemuze zarucit, ze po
jeho precteni statnice dopadnou na A. M4 vsak slouzit jako vychozi reference pro opakovani
a ma shrnout minimalni poznatky absolventa obecné matematiky. Vzhledem k tomu, ze néktera
témata maji ostatni obory stejné jako obecnd matematika, tak z ¢asti je tento text pouzitelny
i pro studenty statistiky, finan¢ni matematiky a matematiky-ekonomie.

Pokud méte néjaké navrhy na zlepseni tohoto textu nebo v ném naleznete néjaké chyby ¢i
nepiesnosti (at uz faktické nebo typografické), budeme velmi radi, kdyz ndm o nich date védét
na adrese 394214@mail.muni.cz.


http://math.muni.cz/pro-studenty/studium-bakalarske-studium/116-okruhy-pro-szz-bc.html
http://math.muni.cz/pro-studenty/studium-bakalarske-studium/116-okruhy-pro-szz-bc.html

Kapitola 1

Vektorové prostory a linearni
zobrazeni

Vektorovy prostor, vektorovy podprostor, linearni obal mnozZiny
vektori, linearni nezavislost

Definice 1.1. Necht (V,+) je komutativni grupa (jejiz prvky nazyvame vektory) a (T,H, %)
téleso (jeho prvky nazyvame skaldry). Rekneme, Ze grupa V spolu s operaci -: T x V — V tvoif
vektorovy prostor (V,+,-) nad télesem T, jestlize

et-(ut+v)=t-u+t-v,
e (tHs) - u=t-u+s-u,
o (txs)-u=t-(s-u),

el -u=nu

Oznaceni 1.2. Neutralni prvek grupy (V, +) se nazyva nulovy vektor a oznacuje se symbolem o.
Inverzni prvek k vektoru v se nazvyva opacny vektor k vektoru v a oznacuje se symbolem —v.

Definice 1.3. Necht V je vektorovy prostor nad télesem T'. Neprazdna podmnozina U mnoziny
V' se nazyva podprostor vektorového prostoru V, jestlize plati

e uuvelU=u+vel,
etcT uelU=tucl.

Definice 1.4. Bud () # X C V mnozina vektoru. Linedrnim obalem mnoziny X (piSeme [X])
rozumime mnozinu vSech kone¢nych linearnich kombinaci vektoru z X, tj.

[X] ={a1x1 +asxa + -+ apx, | n €Njag,as,...,a, € T,X1,X2,...,X, € X}.
Pro X = () definujeme [X] = {o}.

Véta 1.5. Nechl je dina mnozina X C V. [X] je nejmensi vektorovy podprostor vektorového
prostoru V' obsahugjici X .

Definice 1.6. Bud V vektorovy prostor. Vektory vi,va,...,v, € V se nazyvaji linedrné nezd-
vislé, jestlize Vai,aq,...,a, € T plati

aivi +asvo+---+a,vp, =0 = a;=ay=---=a,=0.
V opa¢ném pripadé fekneme, ze vektory vi,vo,..., Vv, jsou linedrné zdvislé.



Steinitzova véta, baze, dimenze, souradnice, matice prechodu,
prunik a soucet podprostort
Véta 1.7 (Steinitzova). Bud V wvektorovy prostor. Necht uy,...,un,vi,..., vy € V. Jsou-

li vektory uy,...,u, linedrné nezdvislé a vSechny patri do linedrniho obalu [vi,..., V], pak
n <m.

Definice 1.8. Libovolna linedrné nezavisla usporadana n-tice o« = (uj,ug,...,u,) vektoru
z V', ktera generuje cely prostor V' se nazyva bdze vektorového prostoru V. Bud déle v libovolny
vektor z V. Pak existuje pravé jedna n-tice (v), = (a1,a2,...,a,) skaldra z T tak, ze

v =aju; +asus + -+ anuy,.
(V)a = (a1, a2, ...,a,) nazyvame souradnice vektoru v v bazi a.

Oznaceni 1.9. V prostoru R" znadime € = ((1,0,...,0)T,(0,1,...,0)T,...,(0,0,...,1)T>
tzv. kanonickou bdzi.

Poznamka 1.10. Pokud existuje koneéna mnozina vektorti z V', kterd generuje cely prostor V,
pak V' nazveme konecnérozmeérny. V koneénérozmérném prostoru existuje baze a kazda jeho
baze ma stejny pocet prvki. Proto mtzeme definovat dimenzi vektorového prostoru V jako
pocet prvkil jeho libovolné baze, zna¢ime dim V.

Definice 1.11. Necht a@ = (uj,ug,...,u,), f = (vi,Va,...,Vy,) jsou dvé baze vektorového
prostoru V. Pak Vj € N: 1 < j < n lze vektor u; vyjadfit jako

n
u]' = E aijvi
=1

pro vhodna a;;. Matici (id) 4 , = (aij) nazyvdme matici prechodu od baze o k bézi 3.
Véta 1.12. Budte «, 8, bdze vektorového prostoru V, v € V libovolnyg vektor. Pak plati
* (V),B = (id)@a (V)as
e (id), g(id)z, = (id), -

Definice 1.13. Popis podprostoru ) vyctem jeho bazovych vektori nazyvame parametricky
popis podprostoru Q.

Podmnozina P C V vektoru splriujicich homogenni soustavu nerovnic Ax = o, kde A € T™*™,
dim V = m, tvori vektorovy podprostor. Naopak, pro libovolny vektorovy podprostor lze tako-
vou soustavu nalézt. Je-li vektorovy podprostor zadan soustavou Ax = o, nazveme tento popis
analyticksy.

Poznamka 1.14. Budte P, Q vektorové podprostory. Pak P N Q tvori vektorovy podprostor, ale
P U Q jiz vektorovy podprostor tvorit nemusi.

Definice 1.15. Prunikem vektorovych podprostoru P, () rozumime vektorovy podprostor PNQ).
Souctem vektorovych podprostori P, @ rozumime vektorovy podprostor P + @ = [P U Q).



Linearni zobrazeni, jadro, obraz, linearni izomorfismus, matice
zobrazeni

Definice 1.16. Budte U,V vektorové prostory nad télesem 7T'. Zobrazeni f: U — V se nazyva
linearni zobrazent, jestlize

e f(u)+ f(v)=f(u+v) pro vSechna u,v € U,
e af (u) = f(au) pro vsechna a € T,u e U.

Injektivni linedrni zobrazeni nazyvame vnoreni. Bijektivni linedrni zobrazeni nazyvame izomor-
fismus. Pokud mezi prostory U a V existuje alespon jeden izomorfismus, rekneme, ze U a V'
jsou izomorfni (pisSeme U = V).

Véta 1.17. Necht V je vektorovy prostor nad télesem T o dimV =n. Pak'V = T™.

Disledek 1.18. Vsechny vektorové prostory stejné dimenze nad pevne zvolenym télesem jsou
vzdjemné izomorfni.

Definice 1.19. Bud f: U — V linearni zobrazeni. Jddrem zobrazeni f rozumime mnozinu
ker f={ueU| f(u) =o}.
Obrazem zobrazeni f rozumime mnozinu
imf={veV|3JuelU: f(u) =v}.

Véta 1.20. Bud f: U — V linedrni zobrazeni. Pak ker f tvori vektorovy podprostor U a im f
tvori vektorovy podprostor V. Navic plati dimker f + dimim f = dim U.

Definice 1.21. Matici linedrniho zobrazeni f: U — V vzhledem k bdzim a = (uy,...,u,) CU
apf=(vi...,vy) CV rozumime matici

(f)ﬁ,cx == (f (ul)ﬂ geeny f (un)ﬂ) c men'
Véta 1.22. Bud f: U — V linedrni zobrazeni vzhledem k bdazim o, 3. Pak Yu € U plati

(f()g = (Hpa (),

pricemz (f),&a je jedind matice s touto vlastnosti.



Kapitola 2

Soustavy linearnich rovnic, matice a
determinanty

Gaussova eliminace, operace s maticemi

Pozndamka 2.1. Matici rozmérd m x n nad télesem T muzeme pro jednoduchost chépat jako
obdélnikové schéma o m fadcich a n sloupcich, kde na pozici (¢, j) je prvek a;; € T. Mnozinu
vSech matic rozméra m x n nad télesem 7' znacime T™*". (T™*" +) je komutativni grupa,
(T*™, ) je nekomutativni monoid. T™*™ tvoii vektorovy prostor dimenze mn.

Definice 2.2. Linearni rovnici o n neznamych x1, xo, ..., x, nad télesem T rozumime formuli
tvaru
a1x1 + asxa + - -+ + apxy, = b,

kde a1,a9,...,a,,b€T.

Definice 2.3. Soustavou m linearnich rovnic o n neznamych x1, zo, .. ., x, nad ¢iselnym télesem
T rozumime konjunkci formuli tvaru

anry + apprs + - 4+ apr, = by,
axxy + axpr: + - + awrp, = ba,
Am1T1 + am2T2 + -+ AmpTn = bmu

kde Qjj, b, eT.

Definice 2.4. Matici A = (a;;) € T™*" nazyvame matici soustavy.

Sloupcovy vektor b = (by, ba, ..., bm)T € T nazyvame jeji pravou stranou.

Soustava se nazyva homogenni, jestlize b = o. V opac¢ném pripadé se nazyva nehomogenni.
Rozsirenou matici soustavy rozumime blokovou matici (A | b) € Tm*(+1),

Poznamka 2.5. Uvedenou soustavu mtzeme jednoduse zapsat v maticovém tvaru
Ax = b.

Jednéa-li se o homogenni soustavu, vypada maticovy tvar
Ax = o.

Definice 2.6. Vektor x = (z1, 2, ... ,a:n)T € T™ nazveme resenim soustavy Ax = b, jestlize
jeho slozky vyhovuji kazdé z rovnic této soustavy, tj. plati Ax = b.
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Poznamka 2.7. Vytesit soustavu znamend nalézt vSechna jeji feSeni.

Definice 2.8. Dvé soustavy Ax = b a Bx = ¢, kde A,B € T™*" b,c € T™, se nazyvaji
ekvivalentnt, jestlize maji stejnou mnozinu reseni.

Definice 2.9. Je-li soustava Bx = c ekvivalentni s ptivodni soustavou Ax = b a vSechna jeji
FeSeni muzeme primo vy¢ist z jeji rozsitené matice (B | ¢), pak Fekneme, Ze soustava Bx = c¢ je
vyresend.

Definice 2.10. Rekneme, ze matice A = (a;5) € T™*" je v redukovaném stupriovitém tvaru,
jestlize

e kazdy nenulovy fadek matice A lezi nad kazdym jejim nulovym fadkem,

e vedouci prvek vyssiho fadku lezi vice vlevo nez vedouci prvek nizsiho radku,

e vedouci prvek kazdého nenulového radku je jedna,

e ve sloupci, ve kterém se nachazi vedouci prvek néjakého radku jsou vSechny ostatni prvky
rovné nule.

Jestlize matice spliiuje pouze prvni dvé podminky, pak fekneme, zZe je ve stupriovitém tvaru
(nékdy téz schodovitém).

Definice 2.11. Elementdrni radkovou operaci na matici A rozumime nékterou z nasledujicich
operaci:

e vyménu dvou radku matice A,
e vynasobeni nékterého radku matice A nenulovym skaldrem,
e pricteni skaldrniho ndsobku nékterého radku matice A k jejimu jinému radku.

Matice A, B se nazyvaji radkové ekvivalentni (A ~ B), jestlize jednu z nich muzeme upravit na
druhou kone¢nym poctem elementarnich radkovych operaci.

Véta 2.12. Jestlize matice (A | b) a matice (B | ¢) jsou rddkové ekvivalentni, pak jsou soustavy
Ax = b a Bx = c ekvivalentni.

Poznamka 2.13. V této chvili mizeme popsat Gaussovu elimina¢ni metodu.

Hodnost matice, véty o strukture reseni soustav linearnich rov-
nic, Frobeniova véta

Definice 2.14. Rddkovou hodnosti h, (A) matice A rozumime dimenzi linedrniho podprostoru
generovaného radky matice A (jednd se tedy o maximélni pocet linedrné nezavislych radk).

Sloupcovou hodnosti hs (A) matice A rozumime dimenzi linedrniho podprostoru generovaného
sloupci matice A (jednd se tedy o maximalni pocet linedrné nezavislych sloupci).

hy (A) =dim[r; (A),r2 (4),...,mm (A4)],
hs (A) =dim [s; (A),s2(A),..., s, (A)].

Véta 2.15. Pro kaZdou matici A € T™*" plati hy (A) = hs (A).

Definice 2.16. Spole¢nou hodnotu radkové a sloupcové hodnosti nazyvame hodnost matice A
a znac¢ime h (A).



Definice 2.17. Necht A € T™*™. Inverzni matici k matici A rozumime matici B tak, Ze
AB = FE, = BA.
Tuto matici budeme déle znacit A~!.

Definice 2.18. Rekneme, Ze ¢tvercovd matice A je reguldrni, jestlize k ni existuje inverzni
matice A~!. V opaéném piipadé hovoifme o singuldrni matici.

Oznaceni 2.19. Oznac¢me mnoziny feSeni homogenni soustavy Ax = o a nehomogenni soustavy

Ax=Db
R(A)={xeT" | Ax = o},
R(A|b)={xeT"| Ax = b}.

Lemma 2.20. Predpisem ¢ (x) = Ax je definované linedrni zobrazeni ¢: T™ — T™, pricemz
ker p = R (A).

Dasledek 2.21. Pro libovolnou matici A € T™*™ je mnozina R (A) wvektorovy podprostor
prostoru T".

Definice 2.22. Kazdou bazi prostoru R (A) nazveme fundamentdlni systém reseni soustavy
Ax = o.
Véta 2.23. Pro libovolnou matici A € T™*™ plati
dimR (A) =n—h(A).
Véta 2.24. Pokud je mnozina R (A | b) neprdzdnd, tvori afinni podprostor a plati

dirR(A|b)=R(4),
dimR (A |b)=n—h(A4).

Véta 2.25 (Frobeniova). Necht A € T™*", b € T™. Nehomogenni soustava Ax =b md resent
prave tehdy, kdyz h (A | b) = h(A).

Permutace, definice a vlastnosti determinantu, Laplacetv rozvoj

Definice 2.26. Permutaci na mnoziné X rozumime libovolnou bijekci X — X . Mnozinu vSech
permutaci na mnoziné X zna¢ime S (X). Pokud X = {1,2,...,n}, pak misto S (X) piSeme S,,.

Definice 2.27. Permutaci 0 € S (X) nazveme transpozici, jestlize existuji z,y € X, x # y
takové, ze o (z) =y, 0 (y) =z a 0 (2) = z pro kazdé z € X \ {z,y}.

Definice 2.28. Délkou permutace o konetné mnoziny X nazveme nejmensi pocet transpozic,

na jejichz kompozici mizeme o rozlozit. Znacime ji |o|. Paritu permutace definujeme jako paritu

jejl délky. Znaménkem permutace rozumime vyraz sgno = (—1)‘”‘.

Definice 2.29. Determinantem ¢tvercové matice A = (a;;) € T™*™ rozumime vyraz

Al= ) (1) @y (19100202 Ao(myn-
g€Sy

Determinant matice A znacime téz det A nebo det (A).



Véta 2.30. Plati
o B, =1,
o [A]=]AT),
o [4-B|=|A|-|B],
o |[A7l =|AI7L
Véta 2.31. Pokud matice B vznikne z matice A
e zamérnou dvou tadki, pak |A| = —|B],
e prictenim ndsobku jednoho tadku k jinému, pak |A| = |B],

e wvyndsobenim jednoho tadku skaldrem a, pak a|A| = |B).

A B
(¢ 9w

Disledek 2.33. Necht A = (ai;) € T™*" je dolni (¢i horni) trojihelnikovd matice (tj. hodnoty
nad (¢i pod) diagondlou jsou nulové). Pak plati

Véta 2.32. Plati

|A] = a11a22 - - - G-
Véta 2.34. Ctvercovd matice A je requldrni prdve tehdy, kdy? det A # 0.

Véta 2.35 (Laplaceuv rozvoj). Pro A € T™*™ plati

Al = (1) ai| Ayl = D (-1) ay| Ay,

i=1 j=1

kde |A;j| je subdeterminant matice A bez i-tého vddku a j-tého sloupce.

Vypocet inverzni matice, Cramerovo pravidlo

Poznamka 2.36. Nejjednodussi univerzalni postup, jak vypocitat inverzni matici je nasledujici:
ERO -1
(A|E)=3 (B1A7).

Pro vypocet inverzni matice lze vyuzit i determinanti. Popis této metody bude predmétem
nékolika nasledujicich definic a tvrzeni.

Oznaceni 2.37. S, (i,j) ={c e S, |i=0(j)}.

Definice 2.38. Algebraickym dopliikem prvku a;; v matici A rozumime prvek a;; definovany
predpisem
ag =y (-l Ag(1)1 " O (j—1)j—10e(j+1)j+1 """ Qo(n)n-
UESn(i:j)

Definice 2.39. Matici A = (@;;) € T™" nazyvame matict algebraickych doplikd k matici A.



Véta 2.40. Necht A je reqularni matice. Potom

1 ~
A= AT
4]

Véta 2.41 (Cramerovo pravidlo). Necht A € T™ " je reguldrni matice, b € T™. Necht pro
1 < j < n oznacuje AS’» matici, kterd vznikne z matice A nahrazenim jejiho j-tého sloupce
vektorem b. Potom soustava Ax = b md jediné reseni

T
X:<|Al;| i |A£;\> |
4] Tl TA

Symetrické, ortogonalni a unitarni matice

Definice 2.42. Rekneme, Ze matice A je symetrickd, jestlize A = AT,

Pozndmka 2.43. Realné symetrické matice odpovidaji maticim samoadjungovanych operatorii.
Vsechny koreny jejich charakteristickych polynomu jsou redlna ¢isla. V ortonormalni bazi, ktera
je tvorena vlastnimi vektory, maji diagonalni tvar.

Definice 2.44. Realnou matici A tvaru n x n splitujici AAT = E nazveme ortogondln.
Komplexni matici A tvaru n x n spliwjici AAT = E nazveme unitdrni.

Véta 2.45. Necht A je ortogondlni (unitarni) matice. Pak jeji radky i sloupce tvori ortonormdlni
bazi v R™ (C") se standardnim skaldrnim soucinem.

Véta 2.46. Bud A unitdrni nebo ortogondlni matice. Pak plati
|det (4) ] =1,
tj. pro ortogondlni matice plati det (A) = £1, pro unitdrni det (A) = cosa + isina.
Véta 2.47. Bud A unitdrni matice. Pak
o kazdé vlastni cislo md absolutni hodnotu jedna,
e vlastni vektory prislusné ruznym vlastnim cislum jsou na sebe kolmé.

Ezistuje tedy ortonormdlni baze tvorena vlastnimi vektory, ve které md matice diagondlni tvar.

Numerické metody reseni soustav linearnich rovnic

Pozndmka 2.48. Nejznaméjsi metodou pro feSeni soustavy linedarnich rovnic je Gaussova eli-
minacni metoda (GEM). Ukazuje se, Ze pii pouziti této metody mize dochazet k zavaznym
chybdam vinou zaokrouhlovani (metoda neni stabilni). Tento problém se da vyfFesit, pokud pri
kazdém kroku Gaussovy metody provadime redukci tak, Ze vybereme vhodné ¢islo, pomoci
kterého budeme upravovat ostatni radky. Toto ¢islo se nazyva pivot. Rozlisujeme dva pristupy:
GEM s ¢asteénym ¢i tplnym vybérem pivota. Pivotem je vzdy nejvetsi ¢islo v prislusném sloupci
¢i zbyvajici submatici (v zévislosti na zvoleném p¥istupu).

Z GEM se odvozuji i nékteré rozklady matice soustavy, pomoci kterych je mozné jednoduse
najit feseni pro libovolnou pravou stranu.
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Pozndmka 2.49 (Piimé metody). Resfme soustavu Ax = b. Pfedpokladejme, Ze existuje rozklad
A=L-U,kde L, resp. U je dolni, resp. horni trojuhelnikova matice. Uvazme substituci

Ax =L -Ux =b.
<~
y

Naésledné vyresime soustavy
Ly=b Ux=y.

e Choleského metoda:
Matice A je symetricka. Hleddme rozklad matice A ve tvaru A = TT-T. Pro tento rozklad
existuji pomérné komplikované vzorce, které zde neuvadime.

e Croutova metoda:
Matice A je 3-diagonalni (nenulové prvky se mohou nachézet pouze na diagondle a hned
nad ¢i pod ni). Hleddme rozklad matice A ve tvaru A = L - U, kde matice L mtze mit
nenulové prvky pouze na diagondle a hned pod ni, matice U ma na diagonale jednicky
a ostatni nenulové prvky mize mit pouze hned nad diagonélou.

Pozndmka 2.50 (Itera¢ni metody). Resfme soustavu Ax = b. Uvazme rozklad A =D — L — U,
kde D je diagonalni matice, L, resp. U je dolni, resp. hornf trojihelnikovad matice majici nuly
na diagonale.

e Jacobiho metoda:
Xpp1 =D N (L+U)x; + D 'hb.

e Gaussova-Seidelova metoda:

Xpq1 = (D — L) ' Uxp+ (D —L) b,

Postacujci podminka konvergence obou metod pro libovolnou pocateéni aproximaci: matice A
je radkove ¢i sloupcové diagondlné dominantni.
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Kapitola 3

Prostory se skalarnim soucinem
a linearni operatory na nich

Skalarni soucin, ortonormalni baze, ortogonalni doplnék, kolma
projekce

Definice 3.1. Bud V komplexni nebo realny vektorovy prostor. Skaldrnim soucinem na V
rozumime zobrazeni (-,-) : V' x V — C spliujici

e (u,u) € R, pficemz pro u # o je (u,u) > 0,
e (-,-) je linedrni v prvni slozce: (au+ bv,w) = a (u,w) + b (v,w),
e (u,v) = (v,u).

Poznamka 3.2. Skalarni soucin na redlném vektorovém prostoru je symetricka bilinedrni forma,
jejiz prislusna kvadratickd forma je pozitivné definitni.

Definice 3.3. Fuklidovskym prostorem rozumime realny vektorovy prostor spolu se skalarnim
soucinem.
Unitdrnim prostorem rozumime komplexni vektorovy prostor spolu se skaldrnim soucinem.

Definice 3.4. Necht V' je prostor se skaldrnim souc¢inem, v € V. Velikosti (normou) vektoru v

nazveme ¢islo ||v|| = /(v, V).

Véta 3.5 (Cauchyho-Schwarzova nerovnost). Bud V euklidovsky prostor, u,v € V libovolné.
Pak plati
| (a, v) [ < JlulfIv]l,

pricemz rovnost nastdvd pravé tehdy, kdyZ u,v jsou linedrné zdvislé.

Definice 3.6. Necht V je prostor se skaldarnim souc¢inem. Rekneme, Ze vektory u,v € V sviraji
thel o € [0, 7], jestlize
(u, v)

cosa = .
[[ul[{[vll

Rekneme, Ze vektory u,v € V jsou kolmé (znaéime u L v), jestlize (u,v) = 0.

Definice 3.7. Systémem ortogondlnich vektori rozumime mnozinu vektoru {vi,va,...,v,}
takovych, ze (v;,v;) =0 pro i # j.
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Véta 3.8. Necht vektory vi,va,..., vV, jsou nenulové a tvori ortogondini systém. Pak jsou
linedrné nezdvislé.

Definice 3.9. Bud V vektorovy prostor dimenze n se skaldrnim souc¢inem. Bazi (vq, ve,...,vy,)
nazveme ortogondlni, jestlize jeji vektory tvoii ortogonalni systém. Rekneme, Ze tato baze je
ortonormdlni, jestlize navic ||v;|| = 1 pro kazdé i = 1,2,...,n.

Definice 3.10. Ortogondlnim doplnkem podprostoru U C V rozumime mnozinu
Ut ={veV|YuecU plati (u,v)=0}.
Véta 3.11. Ortogondlni doplnék je vektorovy podprostor a plati V.=U & U™,

Definice 3.12. Bud V vektorovy prostor se skaldrnim souc¢inem, U jeho podprostor. Kolmou
projekci do podprostoru U rozumime zobrazeni Py: V — U takové, ze Vv € V plati

v—Py(v)eUt,
tj. Vu € U plati (v — Py (v),u) =0.
Véta 3.13. Py: V — U je linedrni zobrazend.

Véta 3.14. Bud V wvektorovy prostor se skaldrnim soucinem, U jeho podprostor, Py:V — U
kolmd projekce do U, v € V. Pak plati:

o Py (v) je jeding vektor z U s vlastnosti |[v — Py (v) || = mingey [|[v — ul|.

[Pyl [(u,v)|

max
Kl uel ]

e Py (v) je az na nenulovy ndsobek jeding vektor z U s vlastnosti Tl

Poznamka 3.15 (Pocitani kolmé projekce). Méjme vektorovy prostor V' a jeho podprostor U
zadany pomoci baze (uj, ug, ..., uy).

e Je-li (uy,uy,...,u,) ortonormélni baze podprostoru U, pak

Py (v)=(v,uu +(v,uz) o+ + (v, up) up

e V obecném pripadé hledame aq,ao,...,a,, € T takové, ze
Py (V) = a1u + agug + -+ - + amUyy,.

Vime, ze v — Py (v) L uj,ug, ..., uy, tedy (v — Py (v),u;) = 0, coz spolu s vyjaddfenim
Py (v) = ajuy + agug + - - - + auyy, prepiseme jako

(a1uy + agua + -+ - + AUy, w;) = (v, u;) .

Pro kazdé i = 1,2, ..., m dostavame rovnici o m neznamych. Celkem mame m rovnic o m
neznamych. Z nich vyjadiime neznamé ai, ao, ..., Gm.

Véta 3.16. Necht'V je vektorovy prostor se skaldrnim soucinem, (uy,ug, ..., uy) bdze jeho pod-
prostoru U C V. Pak existuje ortogondlni bize (uf,us,...,uy) takovd, Ze u; € [ug,uy, ..., uy]
pro kazdé 5 € N, 1 < j <k.
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Diikaz. (Gramuv-Schmidtiv ortogonaliza¢ni proces).
Dtikaz povedeme indukci vzhledem k dimenzi podprostoru U.

1. uj = uy.

2. Necht k > 1 a predpokladejme, ze tvrzeni plati pro k — 1. Existuje tedy ortogondlni baze

(u*{,ué, .. 7117;71) takovd, ze uj € [y, uz,...,u;] pro kazdé 1 <j <k — 1.
Polozme

k—1

* _ 1 ¥

(%) uj = ug — Y pggul.

j=1
Ziejmé uj, € [uj,uy,...,u;] nezavisle na volbé koeficienttt py;. Postupné skaldrné vy-
nasobime obé strany rovnosti (x) vektory uj,u3,...,u;_;. Dostdvime k — 1 rovnic: pro

libovolné j € {1,2,...,k — 1} mame

<u}’;,u;'f> = <uk,u;> — [k <u;7,u;‘f> )

Vsechny ostatni ¢leny jsou diky indukénimu predpokladu nulové. Protoze chceme, aby na
sebe byly u; a u} kolmé (tedy (uj,u}) = 0), mizeme dopocitat koeficient p; takto:

M prol <j<k-1.

Pkj = 7.
(uj u)
Tim dostdvame ortogonalni bazi (uf,us3,...,u;), ¢imz je dikaz hotov.

Pozndmka 3.17. Snadno ovérime, ze dale plati:
e prol < j <k je vektor uj projekei u; do ortogonélniho dopliku podprostoru [ui,...,w_1),

o [[ujl] < [jujfl pro1<j <k,
° <uj,u3f> = <u}*,u}>.

Vlastni cisla a vlastni vektory

Definice 3.18. Vektor v # o se nazyva vlastni vektor linedrniho operatoru o, jestlize existuje
A € T takové, ze ¢ (v) = Av. Cislo A se nazyva vlastni ¢islo.

Definice 3.19. Charakteristickym polynomem linearniho operatoru ¢: V. — V rozumime po-
lynom det ((¢),, — AE), kde a je libovolna baze V' (tento polynom na volbé baze nezévisi).

Definice 3.20. Algebraickou ndsobnosti vlastniho ¢isla A operdtoru ¢ rozumime nasobnost A
jakozto korene charakteristického polynomu.

Geometrickou ndsobnosti vlastniho ¢isla A operatoru ¢ rozumime dimenzi ker (¢ — Aid).
Podprostor ker (¢ — Aid) pro vlastni ¢islo A se nazyva vlastni podprostor ptislusny vlastnimu
¢islu .
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Ortogonalni a unitarni operatory, jejich vlastni ¢isla a vektory

Definice 3.21. Bud V vektorovy prostor se standardnim skaldrnim soucinem nad C nebo R.
e Nad C: operator ¢: V' — V se nazyva unitdrni, jestlize Vu,v € V: (p(u),p(v)) = (u,v).

e Nad R: operdtor ¢: V. — V se nazyva ortogondlni, jestlize Vu,v € V: (p(u), ¢ (v)) =
= (u,v).

Véta 3.22. Ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:
e ©v: V =V je unitdrni (ortogondlni),
e © prevddi libovolnou ortogondlni bizi na ortogondlni bdzi,
o je-li a ortonormdlni bize, pak matice A = a0 md vlastnost A=t = AT

Véta 3.23. Matice n x n je matice unitarniho (ortogondlniho) zobrazent, jestlize plati nékterd
z nasledujicich podminek:

e rddky matice A tvori ortonormdalni bdzi,
e sloupce matice A tvori ortonormdlni bazi,
e AAT = F,.

Definice 3.24. Redlnou matici A tvaru n x n spliujici AAT = E nazveme ortogondini.
Komplexni matici A tvaru n x n spliujici AAT nazveme unitdrni.

Véta 3.25. Bud A unitdrni nebo ortogondlni matice. Pak plati
| det (A) | =1,
tj. pro ortogondlni matice plati det (A) = £1, pro unitdrni det (A) = cos a + isin av.
Véta 3.26. Bud A unitdrni matice. Pak
e kazdé vlastni cislo md absolutni hodnotu jedna,
o vlastni vektory prislusné ruznym vlastnim cislum jsou na sebe kolmé.

Véta 3.27. Bud ¢p: V — V ortogondlni zobrazeni. Pak 'V je direktni soucet navzdjem kolmgych
podprostori dimenze 1 a 2, které jsou navic invariantni. V podprostorech dimenze 1 je ¢ ndsobend
cislem £1, v podprostorech dimenze 2 je ¢ otdceni o tihel a.

Dusledek 3.28. Kazdd ortogondlni matice 3 x 3 reprezentuje jako zobrazeni ¢ (x) = Ax otacend
kolem osy sloZené pripadné se symetrii podle roviny kolmé k této ose. Ve vhodné (ortonormdlni)
bdzi B je
+1 0 0
egg =10 cosa —sina
0 sina cosa

15



Samoadjungované operatory a jejich vlastni cisla a vektory, sou-
vislost se symetrickymi bilineArnimi formami

Definice 3.29. Necht U,V jsou prostory se standardnim skaldrnim souc¢inem nad R nebo C,
@: U — V linearn{ zobrazeni. Rekneme, ze ©*: V — U je adjungované zobrazeni k linedrnimu
zobrazeni , jestlize Vu € U, v € V plati

{p (), v)y = (u, 0" (v))y-

Véta 3.30. Necht a je ortonormdlni bize v U, B ortonormdlni bize ve V' a necht A = pgq.
Pak o7 5 = AT,

Definice 3.31. Bud V vektorovy prostor se standardnim skalarnim sou¢inem nad R nebo C,
@: V. — V linedrni zobrazeni. Zobrazeni ¢ nazveme samoadjungované, jestlize ¢ = *, tj.
Yu,v € V plati

(p (), v) = (u,p(v)).

Véta 3.32. Linedrni operdtor ¢: V. — V je samoadjungovany pravé tehdy, kdyZ ¢aa = Paa
kde « je néjakd bize vektorového prostoru V.

Definice 3.33. Ctvercova komplexni matice A splitujici A = AT se nazjva Hermitovskd.
Ctvercova realna matice A spliiujici A = AT se nazyva symetrickd.

Véta 3.34. Bud V' wvektorovy prostor se standardnim skaldrnim soucinem (nad C nebo R),
© samoadjungovany operdtor. Pak plati:

o vsechny koreny charakteristického polynomu jsou redlné (i kdyz jsme nad C),
e jsou-li vi,ve vlastni vektory k ruznym vlastnim cislum, jsou kolmé,
e ve V existuje ortonormdlni bdze tvorend vlastnimi vektory.

Poznamka 3.35. Protoze vlastni vektory tvori ortonormélni bazi «, plati

A0 0 0
0 X 0 -+ 0
dom= |0 0 Ay o0
0 0 0 - X

Dusledek 3.36. Pro kazdou redlnou symetrickou matici A existuje ortogondlni matice P tak,
%e matice PTAP = P~YAP je diagondind.

Dausledek 3.37 (pro kvadratické formy). Pro kaZdou kvadratickou formu g: V — R, kde V je
euklidovsky prostor, existuje ve V' ortonormdini bdze o takovd, Ze v jejich souradnicich je

g (w) = Maf + Aoal + -+ + Anay,

kde A1, Mg, ..., Ay jsou vlastni ¢isla matice kvadratické formy (kazdé tolikrdat, kolik je jeho nd-
sobnost).

Véta 3.38. Kolmd projekce na podprostor je samoadjungovaniy operdtor.

16



Kapitola 4

Vlastni cisla a vektory, Jordantv
kanonicky tvar

Vlastni cisla, vlastni vektory, charakteristicky polynom, alge-
braicka a geometricka nasobnost, vlastni podprostor, podobnost
matic

Definice 4.1. Dvé ¢tvercové matice A, B nazveme podobné, jestlize existuje reguldrni matice P
takova, ze B = P~1AP.

Definice 4.2. Vektor v # o se nazyva vlastni vektor linearniho operdtoru ¢, jestlize existuje
A € T takové, 7e ¢ (v) = Av. Cislo A se nazyva vlastni ¢islo.

Poznamka 4.3. Uvazme matici A = @,q. Pak pro vlastni vektor v prislusny vlastnimu ¢islu A
plati

AV)y =A(V)y,
A(V), =AE(V),,
(A=AE)(v),
det (A — \E) = 0.

:0’

Stac¢i ndm tedy vypocitat hodnoty A, které nuluji determinant matice A — \F.

Definice 4.4. Charakteristickym polynomem linedrniho operatoru ¢: V' — V rozumime poly-
nom det ((¢),,., — AE) v proménné A\, kde « je libovolna béze V.

ax
Véta 4.5. Charakteristické polynomy podobnych matic jsou stejné.
Véta 4.6. A je vlastni cislo operdtoru ¢ < A je korenem charakteristického polynomu v T'.

Definice 4.7. Algebraickou ndsobnosti vlastniho ¢isla A operdtoru ¢ rozumime nasobnost A
jakozto korene charakteristického polynomu.
Geometrickou ndsobnosti vlastniho ¢éisla A operatoru ¢ rozumime dimenzi ker (¢ — Aid).

Definice 4.8. Podprostor ker (¢ — Aid) pro vlastni ¢islo A se nazyva vlastni podprostor prislusny
vlastnimu ¢islu A.

Definice 4.9. Necht p: V — V je linearni operator, U C V podprostor. Rekneme, ze podpro-
stor U je invariantni vzhledem k ¢, jestlize ¢ (U) C U.
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Véta 4.10. KazZdy viastni podprostor je invariantni.

Véta 4.11. Necht ¢: V =V, U CV je jeho invariantni podprostor. Necht o je bdze V', kterd
vznikla doplnénim bdze podprostoru U. Potom

- (42)

kde A md rozméry dimenze podprostoru U .

Véta 4.12. Necht ¢: V — V je linedrni operdtor a V. =U & W jeho invariantni podprostory.
Necht o = (ug,ug,...,uy,) je baze V takovd, Ze uy,...,uy je bize U, Ujy1,...,u, je bdze W.

Pak
(Ao
Paa = 0 )

kde A je matice k x k, C' je matice (n — k) x (n — k).

Jordantiv kanonicky tvar

Poznamka 4.13. Pro unitadrni a samoadjungované operatory existuje ortonormalni baze tvo-
fend vlastnimi vektory, ve které ma matice diagonalni tvar. Nasim cilem bude nalézt néjakou
béazi « tak, aby matice @, byla co nejjednodussi. Tvar matice .o budeme nazyvat Jordanuv
kanonicky tvar.

Definice 4.14. Rekneme, ze matice A je v Jordanové kanonickém tvaru, jestlize je blokové
diagonalni

J1 (A1) 0 0 0
0 Ja2 (A2) 0 0
A= 0 0 J3 ()\3) 0 ,
0 0 0 o Jn(Am)

kde J; (A;) jsou tzv. Jordanovy buriky, které maji tvar

A 10 --- 0 O

o X 1 -~ 0 O

O 0 X --- 0 O
Ji(\i) = .

o 0 0 --- XN\ 1

O 0 0 --- 0 N

Véta 4.15 (O Jordanové kanonickém tvaru). Bud V' wvektorovy prostor nad télesem T. Necht
p: V=V je linedrni operdtor, dim V = n. Necht v md v'T' n vlastnich cisel véetné algebraickych
ndsobnosti. Pak ve V' existuje bize o takovd, Ze poa = J je matice v Jordanové kanonickém
tvaru. Tato matice je urcena jednoznacné az na poradi bunék.

Véta 4.16 (O Jordanové kanonickém tvaru nad C). Je-li V' komplexni vektorovy prostor
a p: V. — V linedrni operdtor, pak ezistuje bize a ve V takovd, Ze poq je matice v Jorda-
nové kanonickém tvaru.
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Véta 4.17 (Pravidla pro pocitani Jordanova kanonického tvaru).

e Na uhlopricce jsou vlastni ¢isla operdtoru, kazdé tolikrdat, kolik je jeho algebraickd ndsob-
nost.

o Pocet bunek prislusniych vlastnimu cislu X je roven jeho geometrické nasobnosti.

o Velikost nejuétsi bunky s vlastnim cislem X\ je nejmensi cislo k takové, Ze h (A — )\E)k =

= n—algebraickd ndasobnost \.

Pozndmka 4.18. Na tomto misté si odvodime, jak spoéitat pocet a velikost bunék v JKT pri-
slusny libovolnému vlastnimu ¢islu A. Predpokladejme, ze A je matice n X n, J je matice téhoz
zobrazeni v JKT. Nejprve si uvédomme, zZe pro libovolnou regularni matici P plati

(P'AP-E)" = (P'AP - P'EP)" = [P (A= AE) P|" = P~ (A= \E)" P.

Pro nase potireby bude podstatné, ze se rovnaji prislusné hodnosti matic, zejména kdyz uvazime
matici J = P~'AP v Jordanové kanonickém tvaru.

e OznaCme hodnost matice J — AE = n — k1 = nq. Pocet bunék velikosti alespon jedna
prislusnych vlastnimu c¢islu A je k. Pro Jordanovu buiiku velikosti 4 vypadé situace takto:

A1 0O 0100
0 AN 1 0 T=AE 00 10
00 X1 0 0 01
00 0 A 00 0O

Hodnost kazdého takového bloku klesne pravé o jedna.

e Oznacme hodnost matice (J — )\E’)2 = ny1 — ko = no. Pocet bunék velikosti alespon dva
prislusnych vlastnimu cislu A je k. Pro Jordanovu buiiku velikosti 4 vypadé situace takto:

A1 00 0100 0 010
010 JoAE 0010 J=AE 0 0 01
0 0 A1 00 01 0 00O
0 0 0 A 0000 00 00

e Timto zpusobem muZeme pokracovat (tj. vysledek vzdy nédsobit matici J — AFE), dokud
se hodnost vysledné matice bude zmensovat. Snadno pak odvodime pocty a velikosti
jednotlivych bunék pro vlastni ¢islo A.

e Bunky piislusné jinému vlastnimu ¢islu A budou mit na diagonale ¢isla A— X # 0. Zejména
budou mit plnou hodnost a ta se pii umocnovani nezmeéni.

Hodnost se nijak nezméni, kdyz misto neznamé matice J uvazime zadanou matici A. Polozme
n = ny. Pak plati:

e Bud r € N. Je-li hodnost matice (A — AE)" = n,_1 — k, = n,, pak pocet bunék velikosti
alespon r prislusnych vlastnimu ¢islu A je pravé k.

e Pocet bunék velikosti prave r je k, — kpy1.
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Poznamka 4.19. Omezme se na jednu Jordanovu butiku dimenze k:

A1 0 -+ 0
O A1 -~ 0
T =, o
000 --- A
Uvazme bézi o = (uy, ug, ..., ux) prislusnou tomuto podprostoru. Pak musi platit:
@ (u) = Auy, (p — Xid)u; = o,
¢ (u2) = u + Aug, (p — Aid) ug = uy,
¢ (u3g) = ug + Aus, (p — Aid) ug = ug,
o (ug) = ug_1 + Aug, (o — Nid) ug, = ug_1.
Definice 4.20. Rekneme, 7e uj, ug, . .., u; tvoif fetézec pro vlastni ¢islo X operatoru ¢, jestlize
plati
uy, P U1 A GO i o us PN u; N,

Pozndmka 4.21. Hledéni téchto Tetézcu je podstatné, chceme-li nalézt bazi, ve které ma matice
linearniho operatoru ¢ Jordantv kanonicky tvar. Retézce pak odpovidaji jednotlivym Jordano-
vym bunkam, jejich délka je presné velikost prislusné bunky.
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Kapitola 5

Bilinearni a kvadratické formy

Bilinearni a kvadratické formy, matice bilinearni formy, diagona-
lizace symetrické bilinearni formy

Definice 5.1. Bud V vektorovy prostor nad télesem T'. Zobrazeni f: V x V — T nazveme
bilinedrni formou, jestlize pro libovolné tfi vektory u,v,w € V a libovolné a € T plati

i f(u—l—v,w):f(u,w)—l—f(v,w),
i f(u,v—l—w)zf(u,v)—l—f(u,w),
o f(au,v)= f(u,av) =af (u,v).

Definice 5.2. Necht V je vektorovy prostor, a jeho baze. Rekneme, Ze A je matice bilinedrni
formy f: V xV =T v bazi a = (vi,va,...,vy), jestlize a;; = f (vi,v;).

Pozndamka 5.3. Uvazme vektory u = 370 z;vi, v = 320 y;V; (x,y jsou souradnice vektoru
u, v v bazi a). Pak

n n n n
fu,v)=Ff (Z JfﬂmZ%W) = ayif (w,vy) = Y ziyja; =x" Ay.
i1 j=1 ig—=1 ig—=1

Véta 5.4. Budte «, 8 dvé bdze vektorového prostoru V, P = (id)aﬁ matice prechodu. Bud A

matice bilinedrni formy f: V xV — T v bdzi o. Pak B = PT AP je matice téze bilinedrni formy
v bdzi 5.

Definice 5.5. Dvé ¢tvercové matice A, B se nazyvaji kongruentni, jestlize existuje regularni
matice P takova, ze A = PTAP.

Definice 5.6. Rekneme, 7e bilinearni forma f na V je symetrickd, jestlize pro kazdé u,v € V
plati f (u,v) = f (v,u).

Véta 5.7. Kazdd symetrickd bilinedrni forma md ve vhodné bazi diagondlni matici.

Poznamka 5.8. Diagonalizace probiha stejné jako v pripadé Gaussovy eliminace, jen musime po
kazdé radkové operaci provést tutéz sloupcovou. Navic plati

A|E BRO+ESO PTApP | PT
FE P ’

kde PT AP je diagonalni matice.
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Definice 5.9. Kwvadratickou formou rozumime zobrazeni g: V — T takové, zZe existuje syme-
trickd bilinedrni forma f: V x V' — T takovd, ze pro libovolné u € V plati g (u) = f (u,u).
Rekneme, ze bilinedrni forma f urcuje kvadratickou formu g.

Dusledek 5.10. Kazdd kvadratickd forma md ve vhodné bdzi diagondlni matici.

Definice 5.11. Bézi, ve které ma kvadraticka forma diagonélni matici, budeme nazyvat poldrni
bazi.

Pozndmka 5.12. Tato baze neni urcena jednoznacné.

Definice 5.13. Hodnosti kvadratické formy rozumime hodnost jeji matice v néjaké bazi.

Sylvestrova véta o setrvacnosti pro realné kvadratické formy, sig-
natura, pozitivné definitni, negativné definitni a indefinitni kva-
dratické formy

Pozndmka 5.14. Déle se budeme zabyvat pouze redlnymi kvadratickymi formami.
Véta 5.15 (Sylvestriv zédkon setrvacnosti). Necht g: V — R je kvadratickd forma. Pak existuje
bdze B v jejiz souradnicich md g vyjddrent
g (V) = anx? + ansi + -+ appz’,
pricemz a; = —1,0,1 a pocet koeficientd —1,0,1 je nezdvisly na vybéru bize 5.

Definice 5.16. Signaturou kvadratické formy nazveme usporadanou trojici (s4, s—, sg), kde s
udéava pocet 1, s_ pocet —1 a sg pocet 0 v bazi 5 z minulé véty.

Dausledek 5.17 (Kritérium kongruence symetrickych matic). Dvé symetrické matice A, B jsou
kongruentni < prislusné kvadratické formy maji stejnou signaturu.

Definice 5.18 (Typy kvadratickych forem). Kvadratickou formu g: V' — R nazveme

pozitivné definitnd, jestlize VYveV,o#v:g(v)>0, sign: (n,0,0),
negativné definitni, jestlize VYveV,o#v:g(v)<O0, sign: (0,n,0),
pozitivné semidefinitni, jestlize Vv e V:g(v) >0, sign: s_ =0,
negativné semidefinitni, jestlize Vv e V:g(v) <0, sign: s+ =0,
indefinitnd, jestlize Ju,veV:g(u) >0, g(v) <0, sign: sy >0,s_ >0.

Véta 5.19 (Sylvestrovo kritérium). Kvadratickd forma je

e pozitivné definitni, prave kdyzZ vsechny hlavni minory jeji matice v libovolné bazi jsou
kladné,

e negativné definitni, prave kdyz pro hlavni minory |A;| jeji matice plati (—1)i ~det A; > 0.

Definice 5.20. Skaldrnim soucinem nad redlnym vektorovym prostorem V' rozumime symet-
rickou bilinearni formu na V', jejiz ptislusna kvadratickd forma je pozitivné definitni.
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Souvislost s hledanim extrému funkci vice proménnych

Poznamka 5.21. Méjme funkci f (z1,z2,...,z,) : R™ — R, pro kterou existuji spojité parcidlni
derivace druhého fadu, a bod x¢ € R™. Uvazme Hessovu matici (matici druhych parcidlnich
derivaci) v bodé xg

f(x0) 0%f(x0) .. 0*f(x0)
0x3 Ox10x2 0x10n,
P?f(xo) f(x0) .. 92f(x0)
fl/ (XO) _ Or20x] Bxg 0x20xn
Pf(x0) ?flx0) .. 9 f(x0)
0z, 0z1  OxnOx2 Ox2

Podle Schwarzovy véty je tato matice symetricka. Plati
o " (xp) je pozitivné definitni < f je v bodé x( konvexni,
e " (xp) je negativné definitni{ < f je v bodé x konkavni.

Necht je navic v bodé xg stacionarni bod, tj. gradient (vektor parcidlnich derivaci) je zde nulovy.
Pak plati

o " (xp) je pozitivné definitni = f ma v bodé xq ostré lokdlni{ minimum,
e " (xp) je negativné definitni = f ma v bodé xg ostré lokdlni maximum,

e " (xp) je indefinitni = f ma v bodé xy sedlovy bod.
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Kapitola 6

Afinni a euklidovska geometrie

Definice afinniho prostoru a podprostoru, parametricky popis
afinnich podprostort, afinni podprostory a soustavy rovnic

Definice 6.1. Afinnim prostorem A se zamérenim V rozumime neprazdnou mnozinu A s vek-

torovym prostorem V', které jsou spolu svazany operaci i Ax A— V s vlastnostmi

eVAcAveVIABecA: AB =,

e VA, B.C € A: AB+ BC = AC.

Definice 6.2. Bud U vektorovy prostor. Afinnim podprostorem M C U rozumime neprazdnou
podmnozinu tvaru

M=P+V={P+v]|veV}
kde P € U je bod, V C U je vektorovy podprostor. Mnozinu V nazveme zamérenim afinniho

podprostoru M. Znac¢ime dir M nebo téz Z (M).

Pozndmka 6.3. Zaméreni V' C U podprostoru M je urceno jednoznacné (tj. Pi+V; = Po+ Vo =
=V =V).

Definice 6.4. Dimenzi afinniho (pod)prostoru rozumime dimenzi jeho zaméteni.

Pozndmka 6.5. Kazdy konecnédimenzionalni afinni prostor dokdzeme vsadit do vektorového
prostoru o dimenzi vys, ve kterém bude afinnim podprostorem. Naopak, na kazdém afinnim
podprostoru je prirozené definovana operace M XM o V', kterd ho svazuje se svym
zamérenim.

Definice 6.6. Afinni kombinaci bodi Ag, A; ..., Ay € M rozumime bod

k

k
ZtiAiv kde Zti =1.
=0

=0

Véta 6.7. Neprizdnd mnozina M je afinni podprostor, privé kdyz s kazdymi (k+ 1) body
Ag, A1, ..., Ax € M lezi v M i jejich libovolnd afinni kombinace.

Definice 6.8. Bud M afinni podprostor vektorového prostoru U. Necht M = A + V. Necht
(V1,Vva,...,Vk) je baze vektorového podprostoru V. Potom kazdy vektor v € V lze psat jedno-
znacné ve tvaru v = a1vy + aova + - - - + axvg. Proto kazdy bod X € M lze psat jednoznacné
ve tvaru:

(%) X=A+v=A+a1vi +agvy+ -+ avy.
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k-tici (a1, aq,... ,ak)T nazyvame souradnice bodu X v afinni bizi (A,vi,va,...,vy) afinniho
podprostoru M. Popis bodu afinniho podprostoru ve tvaru (x) se nazyva parametricky popis.
Bod A se nazyva pocdtek souradnic.

Definice 6.9. Bud U vektorovy prostor, a = (uy, ug,...,u,) jeho baze. Bud A matice k x n.
Mnozinu bodi X € U jejichz souradnice splnuji soustavu linedrnich rovnic Ax = b znacime
R (A | b). Je-li tato mnozina neprazdnd, tvori afinni podprostor v U. Popis afinniho podprostoru
pomoci soustavy rovnic se nazyva implicitni popis.

Véta 6.10. Kazdy afinni podprostor M v U lze zadat parametricky i implicitné.

Poznamka 6.11. Pfechod od implicitniho k parametrickému popisu znamend vytesit soustavu
rovnic.
Prechod od parametrického k implicitnimu popisu lze provadét nasledujicim zptisobem:

e Uvazme parametricky popis: mame bod P a vektory vy, va, ..., Vi. Z nich utvorime matici
a= (Vi,Va, ..., V).

e Provedeme dpravu

(e1o1) (5.

pri¢emz matici o upravujeme do schodovitého tvaru.

Pak soustava

Ax =D

nam dava implicitni popis stejného afinniho prostoru.

Dalsi moznost, jak prejit od parametrického popisu k implicitnimu je uvazit standardni skalarni
soudin a spocitat V1. Koeficienty vektorti generujicich V+ jsou pak koeficienty ai;, hodnota
vektoru b se dopocita dosazenim bodu P.

Piiklad 6.12. Necht je v R3 déna rovina p = {(3+2t+s,t+ 25,4+ 3t +5s) | t,s € R}.
Naleznéte jeji implicitni popis a provedte zkousku.
Resend 1.
P=13,0,4], vi=1(2,1,3), va =(1,2,5).
Upravujeme matici
0 1 0|1 210 0 1 0|1 2

113
20 |~ 1 =2 00 =3
54 0 -3 1(0 -1

w
J
o
|
w
—_

1
0
0

O = O
= O O
W = N
i~
[a—
\]
[
w
(e
o
|
Nej

Rovina p je ddna rovnici
x1 + Txg — 3x3 = —9.

Dosazenim ptivodniho parametrického vyjadreni do této rovnice dostaneme rovnost —9 = —9,
takze libovolny bod roviny p skute¢né spliiuje tuto rovnici.

Regend 2.
P=13,0,4], vi=(213), va=(1,2,5).

Hleddme vektor x = (21, x9, x3) takovy, ze vi L x L v, tj. (vi,x) = 0 = (vg,x). Odtud

201 + x2 4+ 3z3 =0,
r1 + 2x2 + bSxz3 =0.
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Dostavame
Ty + 2x9 + dSx3 =0,

3xs + Tz =0.

Zavedenim parametru xs3 = —3t dostavame
x=(1,7,-3).

To nam d& rovnici tvaru
T+ Tx9g — 323 = C.

Dosadime bod P a vypoéteme c

T, + Tx9 — 3x3 = —9.

Definice 6.13. Afinni obal bodu Py, Pi, ..., P, zna¢ime L (Py, P1,...,P,) a definujeme pfed-
pisem
E(Po,Pl,...,Pn) =P+ [Pl —Po,PQ —PQ,...,Pn —P()],

kde [ ] znaci linedrni obal vektort.

Véta 6.14. Neprdzdng prinik dvou afinnich podprostori je afinni podprostor. Afinni obal ne-
prdzdné mnoZiny bodu je afinni podprostor.

Definice 6.15. Rekneme, 7e afinni podprostor M je prinikem afinnich podprostortt My, Mo,
jestlize M # 0 a M = M; N Ms. Rekneme, 7e afinni podprostor M je spojenim afinnich
podprostori Mj, My, znac¢ime M = M LI My, jestlize M je jejich afinnim obalem, tj. M =
=L (M1, Ma).

Véta 6.16. Budte M; = P+ Vi, My = Q + Va afinni podprostory. Pak plati

dir M1 U Mg =Vy + Va pro My N Mg # 0,

dir My UMy =V + Vo + [P — Q] pro My N My =1,

dim M7 U Mgy = dim M7 + dim My — dim (./\/11 ﬂ./\/lg) pro M1 N My # @,
o dim My L My :dili—i—dim./\/lg—l-l—dim(/\/llﬂ/\/lz) pro My N My =0.

Pozndmka 6.17. Necht Ax = b a Cx = d jsou implicitni popisy dvou afinnich podprostor.
Implicitni popis jejich priniku je soustava

(1) (3)

Necht A,uq,uy,...,u; a B,vy,vs,...,v; jsou parametrické popisy dvou afinnich podprostort.
Parametrickym popisem jejich spojeni je

A, (B—A),u17u2,...,uk,v1,V2,...,vl.
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Vzajemna poloha afinnich podprostori, afinni zobrazeni, eukli-
dovsky afinni prostor, vzdalenost a odchylka afinnich podpro-
stord v euklidovském prostoru

Definice 6.18. Rekneme, Ze afinni podprostory Mi, My jsou
rovnobéiné, jestlize MiNMy=0a Z(My)C Z(Ms) nebo Z(Ms) C Z (M),
riznobézné, jestlize M N My # D aneplati Z(M;) C Z(Mys) ani Z (Ms) C Z (M),
mimobézné, jestlize MM Ms =0 aneplati Z(M;) C Z (Ms) ani Z (Ms) C Z (M,).

Pozndmka 6.19. Dalsim pripadem vzajemné polohy je situace, kdy jeden afinni podprostor
obsahuje druhy. D4 se definovat i pojem tzv. ¢ate¢né rovnobéznosti (tento pripad mize nastat
az v prostorech dimenze n > 4).

Definice 6.20. Zobrazeni ¢: M; — Mo, které je tvaru ¢ (M +u) = N+ ¢ (u), kde M € My,
uecZ (M), Ne Myap: Z(M;) — Z(Ma) je linearni, nazveme afinnim zobrazenim.

Piiklad 6.21. Bud M; = R", My = R*. Zobrazen{
6 (x) = Ax+ b,
kde A € R¥*" a b € R¥, je afinni.

Definice 6.22. FEuklidovskym prostorem rozumime realny vektorovy prostor se skalarnim sou-
¢inem.
Definice 6.23. Necht A je afinni prostor, dir A je euklidovsky prostor. Pak A nazveme eukli-

dovskym afinnim prostorem.

Pozndmka 6.24. Skalarni soucin se prenasi na afinni podprostor z ptivodniho vektorového pro-
storu. Jsme schopni métit vzdéalenost dvou bodu A, B jakozto velikost vektoru B — A € Z (M).

Definice 6.25. Necht V je euklidovsky prostor. Vzddlenost afinnich podprostori My, Mo CV
definujeme vztahem
di _ . .
ist (M1, M2) AIGI}\f/h dist (A, B)
BeM,

Lemma 6.26. Bud V euklidovsky prostor, My, Ms jeho libovolné afinni podprostory. Budte
ddale P € M1,Q € My libovolné. Pak

dist (M1, Mg) = dist (P — Q, dir M1 + dir M5).

Definice 6.27. Necht V je euklidovsky prostor, M; = A+ .S, My = B+ T jeho afinni podpro-
story. Odchylku afinnich podprostori My, Mo definujeme jako odchylku jejich zaméreni, tj.

£ My, Mz) = £(5,T).
Odchylku S, T definujeme takto:
e jestlize S C T nebo T'C S, pak £ (S,T) =0,

e jinak pokud SNT = {o}, pak £ (5,T) = infxegxs0 £ (X,¥),
yeTy#o

e jinak oznacme S; = SN (SNT)*, Ty = TN (SNT)" a definujeme £ (S,T) = £ (S1,T1) .
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Kapitola 7

Kuzelosecky a kvadriky

Projektivni prostor, komplexifikace

Poznamka 7.1. Budeme zkoumat body afinniho prostoru, jejichz soutadnice spliuji rovnici tvaru

n n
Z Qi Tit; + 2 Z @i n41T; + anyrint1 = 0,
ij=1 i=1

kde a;; = aj; € R a alespon jedno a;; # 0 pro 4,5 € {1,2,...,n}. Tyto rovnice nemusi mit
v redlném oboru Feseni, proto budeme muset uvazovat komplexni rozsiteni afinnfho prostoru.
Zaroven budeme chtit skoumat i nevlastni body téchto objektia (body v nekonec¢nu), proto
budeme muset uvazovat projektivni rozsiteni afinniho prostoru.

Definice 7.2. Afinnim prostorem A se zamérenim V rozumime neprazdnou mnozinu A s vek-
torovym prostorem V', které jsou spolu svazany operaci . Ax A=V s vlastnostmi

.VAEA,VGVE”BGA:@:V,

e VA.B.C € A: AB + BC = AC.

Definice 7.3. Necht V' je redlny vektorovy prostor. Jeho komplexnim rozsirenim (komplexifi-
kaci) rozumime komplexni vektorovy prostor V€ uréeny mnozinou V x V| na které je definovano
sc¢itani a nasobeni komplexnim skalarem takto:

(ug,vi) + (uz,v2) = (a1 +ug, vi + va),
(a+1ib) (u,v) = (au — bv,bu +av).
Pozndmka 7.4. Ztotoznime (u,v) = (u,0) +i(v,0) = u+1iv.

Definice 7.5. Necht U,V jsou realné vektorové prostory, ¢: U — V linedrni zobrazeni. Kom-
plezifikaci zobrazeni o rozumime zobrazeni ¢C: U® — VC definované predpisem

PC(u+iv) = o (u) +ip(v).

Definice 7.6. Necht A je afinni prostor, jehoz zaméreni V je redlny vektorovy prostor. Komplex-
nim rozstrenim (komplexifikaci) afinniho prostoru A rozumime mnozinu A = A x V' s operaci
€. AC x AC = VC definovanou predpisem

(A, u)(B,v;(C Yy +i(v—u).
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Definice 7.7. Necht ¢: A — B je afinni zobrazeni mezi redlnymi afinnimi prostory. Jeho
kompleand rozsireni ¢©: A® — BT definujeme pfedpisem

05 (A +iu) = ¢(4) +ip(u),
kde ¢ je indukované linearni zobrazeni.

Definice 7.8. Projektivnim prostorem dimenze n nad télesem 7' (piseme P, (7)) rozumime

rozklad na mnoziné 77! \ {(0,0,...,0)} pifslusny ekvivalenci ~, kterou definujeme takto:
(1, s @py1) ~ (Y1, - -+, Ynt1), prave kdyz existuje 0 # X € T takové, ze Vi € {1,...,n+1} plati
x; = Ay;. Bod projektivniho prostoru obsahujici (x1,...,2z,+1) budeme znacit [z1,...,Tp41].

Projektivni prostor dimenze n nad télesem R nebo C budeme znacit jen P,.

Pozndmka 7.9. Alternativné: jednorozmérné vektorové podprostory v (k + 1)-rozmérném vek-
torovém podprostoru W1 C Wy,41 tvori k-rozmérny projektivni podprostor Py v projektivnim
prostoru P,. Prostor W, 1 se nazyva aritmetickym zdkladem projektivniho prostoru P,.

Definice 7.10. Necht P, a P} jsou dva projektivn{ prostory dimenze n. Zobrazeni ¢: P, — P,
se nazyva kolineace, jestlize existuje linedrni izomorfismus ¢: Wy, 41 — Wy tak, ze

¢ ([ul) = [¢ (u)]

pro vSsechna u € W, ;1. Kolineace P, do P, tvoii grupu, kterou budeme znacit PGL (F,).

Poznamka 7.11.

e Uvazme ve V = T"*! nadrovinu danou rovnici z,, 1 = 1. Pak miizeme rozlisovat v piislus-
ném projektivnim prostoru body dvou typu: [x1,x2,...,2Zn, 1] & [y1,%2,...,Yn,0]. Prvni
typ bodi ndm zaddva afinni nadrovinu (kazdy bod ztotoznujeme s bodem této nadro-
viny), druhy typ bodu pak nevlastni body této nadroviny (nékdy nazyvané sméry). Tedy
P,=A,UP,.

e Necht A,, je n-rozmérny afinni prostor ze zamérenim Z (A,,). Projektivni (n — 1)-rozmérny
prostor (znaceny v (A,)) sestrojeny na aritmetickém zdkladu Z (A,) se nazyva nevlastni
podprostor afinniho prostoru A,.

Necht W, 11 je (n + 1)-rozmérny vektorovy prostor obsahujici Z (A,,) jako svtij podprostor.
A, pak miZeme ztotoZnit s nadrovinou ve W,,;11 rovnobéznou, nikoli vSak totoznou, se
Z (A,). Prostor

P,=A,Uv(A,)

nazyvame projektivnim rozsirenim afinniho prostoru A,.

Definice 7.12. Necht P, je n-rozmérny projektivni prostor s aritmetickym zdkladem realnym
vektorovym prostorem W, 1. Komplezifikaci projektivniho prostoru P, rozumime prostor P¢
s aritmetickym zakladem WS, .

Kvadriky v projektivnim a afinnim prostoru, pojem polarni sdru-
zenosti, projektivni klasifikace

Definice 7.13. Bud A, redlny afinni prostor. Nadkvadrikou v A, rozumime mnozinu Q C A,
vsech bodt, jejichz souradnice v dané béazi splnuji rovnici

n n
Z i TiTj + 2 Z @i n+1%; + Ant1n4+1 = 0,
ij=1 i—1

29



kde ai; = aj; € R a alespon jedno a;; # 0 pro i,j € {1,2,...,n}. Nadkvadriky v Ay se nazyvaji
kuzelosecky, v As kvadriky.

Poznamka 7.14. Mnohé rovnice vyse uvedeného typu nemaji v redlném oboru feseni, proto je
vyhodné pracovat s nadkvadrikaimi v AS.

Definice 7.15. Bud A komplexni rozsifeni realného afinniho prostoru. Nadkvadrikou v AS
rozumime mnozinu Q C AS viech bodii, jejichz soufadnice v dané bézi splinji rovnici
n n
Z i TiTj + 2 Z i n+1%; + 141 = 0,
ij=1 i=1
kde a;; = aj; € R a alespon jedno a;; # 0 pro i,j € {1,2,...,n}.
Pozndmka 7.16. Rozsifime-li nadkvadriku do projektivniho prostoru, dostavame

n+1
Z Qi L5 = XTAX = 0.
ij=1

Symetricks matice A € RTDX(+1) definuje nenulovou redlnou symetrickou bilinearni formu f
na aritmetickém zakladu projektivniho prostoru predpisem

f (X7 Y) - XTAy-

Déle budeme znacit

a1, (n+1)
A= A :
Qn,(n+1)
A(n4+1),1 G(n+1),2 " ‘@(n+1),(n+1)

Definice 7.17. Necht P, je redlny projektivni prostor s aritmetickym zédkladem W, 1. Necht
f je redlnd nenulova symetricka bilinearni forma na W,11. Nadkvadrikou Q) v projektivnim
prostoru P, rozumime mnozinu bodi [x] € P, pro které

f(x,x)=0.

Definice 7.18. Necht @ C PC je nadkvadrika definovanad pomoci formy f. Body [x], [y] na-
zveme poldrné sdruzené vzhledem ke @, jestlize

f(x,y)=0.

Lemma 7.19. Mnozina polarné sdruzenijch bodi k bodu [x]| vzhledem k nadkvadrice Q je bud
cely projektivni prostor, nebo néjakd nadrovina.

Definice 7.20. Bod [x] € PC se nazjva reguldrnim bodem nadkvadriky @, jestlize mnozina
polarné sdruzenych bodi k [x] je nadrovina v PC. Tato nadrovina se nazyvé poldrni nadrovina
(v PS jen poldra).

Bod [x] € Pt se nazyvé singuldrnim bodem nadkvadriky Q, jestlize mnoZina poldrné sdruzenych
bodii k [x] je cely prostor PC.

Nadkvadrika @ v PC se nazjva requldrni, pokud jsou vSechny jeji body reguldrni.
Nadkvadrika @ v Pf se nazgyva singuldrni, pokud obsahuje néjaky singuldrni bod.
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Lemma 7.21. Nadkvadrika Q v PC je reguldrni prdvé tehdy, kdyz hodnost symetrické matice A,
kterd ji definuje v souradnicich, je rovna n + 1.

Definice 7.22. Geometrickou bazi projektivniho prostoru P, rozumime usporddanou (n + 2)-
tici bodu (Oy,...,Ont1, E) takovych, Ze libovolnych n + 1 z nich je linedrné nezévislych. Body
O1,...,0n41 nazyvame zdkladni body, bod E jednotkovy bod.

Véta 7.23. Pro kazZdou dvojici geometrickych bazi v P, existuje prdve jedna kolineace prevdadeéjici
jednu bazi na druhou.

Poznamka 7.24 (Projektivni klasifikace). V projektivnim prostoru je klasifikace nadkvadriky
déana pouze jeji signaturou. Specidlné pro kuzelosecky dostavame:

Necht @ C PY je kuzelosecka. Potom existuje geometrickd baze (O1, 09, O3, E) tvofend body
P, v niz je kuzelosecka popsana praveé jednou z rovnic

i tai=0 imagindrni reguldrni kuzelosecka,
i+l —ai=0 redlné reguldrni kuzelosecka,
:c% + 1:% =0 dvojice imaginarnich primek,
r—22=0 dvojice redlnych piimek,
x% =0 dvojnésobné ptrimka.

Tecny, asymptoty, stred, afinni klasifikace

Definice 7.25. Tecnou nadrovinou nadkvadriky @ C Pg v regularnim bodé X € Q) rozumime
polarni nadrovinu k X.

Definice 7.26. Bod S € PY se nazjva stred nadkvadriky Q, jestlize je poldrné sdruzen se viemi
nevlastnimi body.

Definice 7.27. Asymptotickou nadrovinou k nadkvadrice ) rozumime te¢nou nadrovinu v re-
gularnim nevlasntim bodé.

Pozndmka 7.28 (Afinni klasifikace kuZelosecek). Pro kazdou kuZelosecku Q v AS lze najit ta-
kovou bazi, ze v jejich souradnicich je kuzelosecka zadana jednou z rovnic

m% + x% +1=0 imagindrni elipsa,
42t -1=0 realnd elipsa,
2t —22-1=0 hyperbola,
x% + 229 =0 parabola,
3423 =0 dvé imaginarn{ riznobézky,
P —22=0 dvé realné riznobézky,
x% +1=0 dvé imaginarni rovnobézky,
2 —-1=0 dvé redlné rovnobézky,
23 =0 dvojnasobna piimka.
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Osové roviny, osové primky, vrcholy, metricka klasifikace

Pozndmka 7.29. V této ¢asti budeme uvazovat afinni prostor A, kde na Z (A4,,) mame skalarni
soudin. Budeme ho znadit &,. Opét ho rozsffime na PC = (&, Uv (£,))°.

Definice 7.30. Smér [u] zadany redlnym vektore u € Z (&,,) se nazyva hlavni smér nadkvadriky
Q v PC, jestlize vSechny k nému kolmé sméry v Z (52:) jsou s nim polarné sdruzené.

Pozndmka 7.31. Je-li nadkvadrika ) popsana bilinedrni formou f, pak [u] je hlavni smér prave
tehdy, kdyz
Vviulv = f(uv)=0.

Véta 7.32. Nenulovy vektor u urcuje hlavni smeér nadkvadriky () prdvé tehdy, kdyz je viastnim
vektorem linedrniho zobrazeni zadaného matici A.

Dusledek 7.33. Ke kazdé nadkvadrice Q v ES existuje ortonormdini bize v Z (E,), jejiz vektory
urcuji hlavni smery nadkvadriky Q.

Definice 7.34. Vlastni ¢sla matice A se nazyvaji hlavni ¢isla nadkvadriky Q.
Definice 7.35. Hlavni nadrovinou (téz osovou nadrovinou) rozumime
e polarni nadrovinu k hlavnimu sméru, ktery je regularnim bodem nadkvadriky,
e kolmou nadrovinu k hlavnimu sméru, ktery je singularnim bodem nadkvadriky.

Poznamka 7.36. Obecnéji: osova nadrovina je pravé kolmé nadrovina k néjakému hlavnimu
smeéru.

Definice 7.37. Prusecnice dvou osovych rovin kvadriky ) se nazyva osovd primka kvadriky Q).
Body pruniku osové primky s kvadrikou se nazyvaji vrcholy.

Pozndmka 7.38. Pro kazdou kuzelosecku Q v S lze najit takovou ortonormélni bazi, Ze v jejich
soutradnicich je ) zadana jednou z rovnic

1 2 i) 2
(> + (> +1=0 imaginarni elipsa,
al a9
2 2
x x
(1> . (2> -0 realné elipsa,
al a9
2 2
(m) _ (332> —1=0 hyperbola,
al a9
22 4 2pxo =0 parabola,
2 2
<xl> + <x2) =0 dvé imaginarni riznobézky,
al as
2 2
<1> _ <$2) =0 dvé redlné ruznobézky,
a1 as
a:% +p?=0 dvé imagindrni rovnobézky,
a:% —p? =0 dvé redlné rovnobézky,

;1:% =0 dvojnasobné primka,

kde a; > 0,as > 0,p # 0.
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Pozndmka 7.39 (Pfevod kvadriky do kanonického tvaru). Méjme zadanou kvadriku matici A.
Nasim cilem bude nalézt bazi, v niz bude mit kvadrika kanonicky tvar.

e Nejprve zkusime nalézt stfed kvadriky S.
e Vypocitame vlastni ¢isla A1, Ao, A3 a vlastni vektory uj, us, ug matice A.

(uf0)"

e Vlastni vektory u; ndm zadavaji hlavni sméry v; =

e Jestlize ma kvadrika @) vlastni stfed, pak:

1. Matice kvadriky @ ma v bazi (S, vy, va,v3) tvar

M 0 0 0
0 X O 0
0 0 X O
0 0 0 STAS

V opacném pripadé (Q nema vlastni stied):

1. Vypoéitame néjaké osové nadroviny, z nich osovou primku.

2. Nalezneme vrchol V' kvadriky jako prinik kvadriky s osovou piimkou. Predpokla-
dejme, ze osova primka vznikla jako prunik polarnich nadrovin ke smértim v, va.

3. Matice kvadriky @ ma v bazi (S, vy, vy, vs) tvar

A O 0 0
0 X 0 0
0 0 A3 VTAvs
0 0 VTAvs 0

Souvislost jednotlivych klasifikaci s projektivni, afinni a ortogo-
nalni afinni grupou

Definice 7.40. Projektivni grupou PGL (P,) rozumime mnozinu vsSech kolineaci P, — P,.

Definice 7.41. Zobrazeni ¢: A1 — Az tvaru ¢ (M +u) = N+ (u), kde M € A, ue Z (A1),
N € Ay a ¢: Z (A1) = Z (Az) je linedrni, nazveme afinnim zobrazenim.
Je-li navic zobrazeni ¢ ortogondlni, nazveme ¢ ortogondlni afinni zobrazeni.

Pozndmka 7.42. Snadno rozmyslime, ze
e dvé geometrické baze prostoru P, na sebe prevadi kolineace,
e dvé afinni baze prostoru A, na sebe prevadi afinni zobrazeni,
e dvé ortonormélni afinni baze prostoru 4, na sebe prevadi ortogonalni afinn{ zobrazeni.

Hleddme-li pti klasifikaci vhodnou geometrickou, afinni, respektive ortogondlni afinni bazi, vi-
dime, Ze pouzivame pro prechod k této bazi kolineaci, afinni zobrazeni, respektive ortogonalni
afinni zobrazeni. Protoze tyto zobrazeni jsou pravé prvky projektivni, afinni, respektive ortogo-
nalni afinni grupy, dostavame timto vazbu mezi témito grupami a jednotlivymi klasifikacemi.
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Priklad 7.43. Uvazujme kvadriku zadanou rovnici

— 422 + 6z123 + 22 + 4x) + 1629 — 423 — 16 = 0.

Mﬁieme Vypoéitat jeji vlastni stied S = (1,2, —1)T a ortonormdalni bazi tvorenou vektory
= 7 (-1 )7, vy = 7 (1,0, —1)T, v3 = (0,-1,0)", které urcuji hlavni sméry. V afinni
bazi (S, vy VQ,Vg) budeme mit souradnice (yl,yg,yg)T, pro které plati
1 1
1 -7 vi 0\ (m 1
o | = 0 0 -1 Yo | + 2
T3 —% —% 0 Y3 -1
C S
V homogennich soutadnicich tedy plati
1 1
a1 -5 »n 0 1\ (n
T2 | 0 0 -1 2 Y2
3 -5 7 0 1|
T4 0 0 0 1 Ya
P

Matice prechodu P je tvaru

(1)

kde matice C je ortogonalni. P je tedy matice ortogonalniho afinniho zobrazeni, tj. je prvkem
ortogonalni afinni grupy. Metricka klasifikace souvisi s ortogonélni afinni grupou tak, Ze v novych
homogennich souradnicich y mé kvadrika rovnici

yI ' PT APy =0,
1 0 3 2
0 -4 0 8
A=13 o 1 2|
2 8 —2 —16
4 0 0 0
i |0 =2 0 0
PPAP=10 o 4 0
0 0 0 4

Jednd se o jednodilny hyperboloid.
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Kapitola 8

Zaklady obecné algebry

Grupa, podgrupa, homomorfismus grup, soucin grup

Definice 8.1. Necht G je mnozina. Libovoné zobrazeni G x G — G se nazyva bindrni operace
na mnoziné G.

Definice 8.2. Operace - na mnoziné G se nazyva
e asociativni, jestlize Va,b,c € G:a-(b-¢) = (a-b) -,
o komutativni, jestlize Va, b€ G:a-b=1"b"a.

Definice 8.3. Mnozina G spolu s operaci - na G se nazyva grupoid.
Grupoid (G, -) se nazyva

e komutativni, jestlize - je komutativni operace na G,
e asociativni (také pologrupa), jestlize - je asociativni operace na G.

Definice 8.4. Necht (G,-) je grupoid. Prvek e € G se nazyva neutrdlni prvek grupoidu G,
jestlize Va e G:a-e=e€-a=a.

Definice 8.5. Pologrupa s neutralnim prvkem se nazyva monoid.

Definice 8.6. Necht (G, ) je monoid, e jeho neutralni prvek. Bud a € G. Prvek b € G se nazyva
inverznim prvkem k prvku a, jestlize a-b=0>b-a =e.

Definice 8.7. (G,-) se nazyva grupa, jestlize
e (G,-) je monoid,
e ke kazdému prvku z G existuje v G prvek inverzni.
Je-li navic operace - komutativni, fekneme, ze grupa G je komutativni.
Definice 8.8. Grupa G se nazyva trividlnd, jestlize G = {e}.
Definice 8.9. Rekneme, ze H C G je podgrupou grupy (G, -) (piseme H < G), jestlize
e neutrdlni prvek e € H,
e pro kazdé a € H plati a™' € H,

e pro kazdé a,b € H platia-b € H.
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Definice 8.10. Necht (G1,-) a (Ga, %) jsou grupy. Rekneme, ze f: G — Ga je homomorfismus
grup, jestlize pro kazdé a,b € Gy plati f(a-b) = f(a)* f(b). Injektivni homomorfismus se
nazyva vnoreni. Bijektivni homomorfismus se nazyva izomorfismus.

Definice 8.11. Rekneme, Ze grupy G a G jsou izomorfni (piseme G1 = Gs), jestlize existuje
alespon jeden izomorfismus f: G; — Gba.

Definice 8.12. Necht f: G; — G2 je homomorfismus grup. Mnozina
kerf ={a€G|f(a)=e}
se nazyva jddro homomorfismu f.

Véta 8.13. Budte (G1, %), (Ga,*) grupy. Definujme na kartézském soucinu G x Gy operaci -
vztahem
[a,b] - [c,d] = [axc,bxd].

Pak (G x Ga,-) je grupa.

Definice 8.14. Grupa (G X Ga,-) z predchozi véty se nazyva soucinem grup Gy a Go.

Priklady grup

Zakladni priklady

Priklad 8.15. Mezi nejznaméjsi piiklady grup patii bézné ciselné grupy jako (Z,+) a (Q*, ).
Prikladem nekomutativni grupy je obecnd linedrni grupa (GL,(R),-) pro n > 2, coz je grupa
invertibilnich matic typu n x n nad R.

Grupa permutaci

Definice 8.16. Permutaci na mnoziné X rozumime libovolnou bijekci X — X. Mnozinu vSech
permutaci na mnoziné X znac¢ime S (X). Pokud X = {1,2,...,n}, pak piSeme jen S,.

Priklad 8.17. (S(X),0) je grupa. Tato grupa neni komutativni, ma-li X alespon 3 prvky.

Definice 8.18. Necht 41,19, ..., pro k > 2 jsou vzdjemné ruzné prvky mnoziny {1,2,..., n}.
Permutaci z S,, takovou, ze

11— iQ,iQ — i3,...,ik — il,
pricemz pro vSechny prvky a € {1,2,...,n}, a ¢ {i1,i2,...,i;} plati a — a, nazyvame cyklem
délky k a zna¢ime (i1, 19, ...,14). Cykly délky dva se nazyvaji transpozice.

Definice 8.19. Cykly (i1,...,ix), (J1,.-.,Jr) € Sy se nazyvaji nezdvislé, jestlize {i1, ..., ix}N
N{j1s-.ydr} = 0.

Definice 8.20. Necht f € S,,. Rekneme, 7e [i, ] je inverze permutace f, jestlize 1 <i < j <n
aplati f (i) > f (j). Permutace f se nazyva sudd nebo lichd podle toho, zda ma sudy nebo lichy
pocet inverzi. Paritu p (f) permutace f definujeme:

1 je-li f suda,
p(f) = RN
—1 je-li f licha.
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Grupa symetrii

Definice 8.21. Necht n € N, n > 3. Uvazme pravidelny n-thelnik. Ozna¢me D,, mnozinu
shodnosti tohoto n-tthelnika. Pak (D, o) je grupa. Tuto grupu nazveme grupou symetrii pravi-
delného n-ihelnika.

Pozndamka 8.22. Snadno se ukéaze, ze se skutecné jedna o grupu. Tato grupa méa 2n prvku.
Z toho n rotaci kolem stiedu a n osovych soumérnosti. Pokud ocislujeme vrcholy n-tihelnika
po Tadé ¢isly 1,2, ..., n, lze kazdou shodnost ztotoznit s prvkem grupy S,. Rotace jsou pritom
ztotoznény s mocninami cyklu (1,2,...,n). Kazd4 osovd soumérnost je ztotoznéna se slozenim
nékolika nezavislych transpozic.

Grupa zbytkovych tiid

Definice 8.23. Necht m € N, a,b € Z. Rekneme, 7e a,b jsou kongruentni modulo m (a=Db
(mod m)), jestlize m | a — b.

Poznamka 8.24. Ziejmé a = b (mod m), pravé kdyz a, b maji stejny zbytek po déleni ¢islem m.

Definice 8.25. Necht m € N. Pro libovolné a € Z definujeme mnozinu [a],, = {a+k-m | k € Z}.
Tato mnozina se nazyva zbytkovd trida modulo m obsahujici a. Mnozinu vSech zbytkovych tiid
podle modulu m € N znacime Z,,. Dostavame

Zon = {[0lms [ - -, [m — 1 .

Véta 8.26. Pro libovolné m € N je (Zy,,+) komutativni grupa s neutrdlnim prvkem [0],.
Inverznim prokem k proku [al,, je prvek [—a]m,.

Véta 8.27. Pro libovolné m € N je (Zy,,-) komutativni pologrupa s neutrdalnim prokem [1],.
Véta 8.28. Zbytkovd trida [a]y, md v monoidu (Zy, ) inverzi, pravé kdyz ged (a,m) = 1.

Véta 8.29. Oznacme 7., mnozinu vsech zbytkovych trid [al,, které maji inverzni prvek v mo-
notdu (L, ). Tedy
z) =A{lalm | a € Z, ged (a,m) = 1}.

Pro kazdé m € N je (Z),,-) komutationi grupa.

Lagrangeova véta a jeji disledky
Oznaceni 8.30. Od této chvile budeme neutralni prvek grupy znacit 1.
Definice 8.31. Rekneme, ze grupa G je cyklickd, jestlize G = {a" | n € Z}.

Definice 8.32. Necht G je grupa, a € G. Existuje-li prirozené ¢islo n tak, ze a™ = 1, pak
nejmensi ¢islo s touto vlastnosti se nazyva rdd prvku a v grupé G. Neexistuje-li zadné prirozené
¢islo n s touto vlastnosti, pak definujeme ad prvku a v grupé G jako oco.

Definice 8.33. Rddem konecné grupy G rozumime |G|, tj. pocet prvkii této grupy.

Definice 8.34. Necht G je konecnd grupa. Nejmensi e € N takové, ze pro kazdé a € G plati
a® = 1, se nazyva exponent grupy G.

Definice 8.35. Necht (G, -) je grupa, H jeji podgrupa. Pro libovolny prvek a € G definujeme jim
uréenou levou tridu a- H rozkladu grupy G podle podgrupy H predpisem a-H = {a-h | h € H}.
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Oznaceni 8.36. Mnozinu vsech levych tiid grupy G podle podgrupy H budeme znacit G/H,
tji. G/H ={a-H | a € G}.

Definice 8.37. Pocet |G/H| vsSech levych t¥id grupy G podle podgrupy H se nazyva index
podgrupy H v grupé G.

Véta 8.38. Bud H podgrupa konecné grupy G. Pak |G| = |G/H| - |H]|.

Disledek 8.39 (Lagrangeova véta). Rdd libovolné podgrupy konecné grupy G je délitelem vddu
grupy G.

Duisledek 8.40. Rdd libovolného prvku konecné grupy G je délitelem vadu grupy G.
Dusledek 8.41. Libovolnd grupa prvociselného vdadu je cyklickd.

Dausledek 8.42. Necht G je konecnd grupa tddu n = |G|. Pak pro libovolng prvek a € G plati
a™ = 1. Jingmi slovy: exponent konecné grupy G je délitelem rdidu grupy G.

Dusledek 8.43 (Eulerova véta). Necht m € N, a € Z jsou libovolnd nesoudélna cisla. Pak plati

a?™ =1 (mod m).

Klasifikace konecnych komutativnich grup

Véta 8.44. Necht (G,-) je konecnd komutationi grupa, |G| > 1. Pak existuji (ne nutné riznd)
prvocisla p1,p2,...,ps 6 ki, ko, ... ks € N tak, Ze

(G7) = (Zp;“la—i_) X (Zp’;27+> X oo X (Zp§57+) .

Tento rozklad grupy G na soucin cyklickych p-grup je urcen jednoznacné az na poradi ciniteli.
Zrejmé plati |G| = p’flpé€2 coophs,

Okruh, téleso

Definice 8.45. Mnozina R spolu se dvéma bindrnimi operacemi + a - se nazyva okruh, jestlize
e (R,+) je komutativni grupa,
e (R,-) je monoid,

e plati distributivni zakony: Ya,b,c € R: a-(b+c¢)=a-b+a-¢c, (b+c)-a=b-a+c-a
(uzivdme obvyklé konvence o tom, ze ndsobeni ma prednost pred s¢itdnim).

Oznaceni 8.46. Neutralni prvek grupy (R, +) znac¢ime 0 a nazyvame nula okruhu R.
Neutralni prvek monoidu (R, ) zna¢ime 1 a nazyvame jednicka okruhu R.

Inverzni prvek k prvku a € R v grupé (R, +) zna¢ime —a a nazyvame opacny prvek.
Budeme déle uzivat znaceni: a — b pro a + (—b).

Mocninu prvku a € R v grupé (R, +) nazyvame ndsobek prvku a a zna¢ime na pro n € Z.
Mnozinu nenulovych prvkia okruhu R znacime R*.

Definice 8.47. Okruh (R, +, ) se nazyva trividlni, jestlize ma jediny prvek.
Okruh (R, +,-) se nazyva komutativng, je-li monoid (R, -) komutativni.
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Definice 8.48. Prvky a,b okruhu R se nazyvaji delitelé nuly, jestlize a # 0, b # 0, avsak
a-b=0.

Definice 8.49. Netrividlni komutativni okruh se nazyva obor integrity, jestlize neméa délitele
nuly.

Véta 8.50. Netrividlni komutationi okruh R je obor integrity, prdvé kdyz v neém plati zdkon
o kracent, tj. Ya,b,c € R plati

a#0,a-b=a-¢c = b=c

Definice 8.51. Necht R je okruh. Invertibilni prvek monoidu (R, -) se nazyva jednotka okruhu R.
Mnozinu vSech jednotek okruhu R znac¢ime R*.

Definice 8.52. Netrividlni komutativni okruh R se nazyva téleso, jestlize je kazdy jeho nenulovy
prvek jednotkou.

Véta 8.53. Netrivialni komutativni okruh R je téleso, pravé kdyz R* = R*, tedy prdvé kdyz
(R*,-) je grupa.

Véta 8.54. Kazdé teleso je oborem integrity. Kazdy konecny obor integrity je téleso.

Definice 8.55. Necht R je okruh. Nejmensi pfirozené ¢islo n takové, ze nl = 0, se nazyva
charakteristika okruhu R. Pokud takové n neexistuje, fekneme, ze charakteristika okruhu R je
nula. Charakteristiku okruhu R budeme znacit char R.

Véta 8.56. Necht R je obor integrity. Pak char R je bud nula, nebo prvocislo.
Véta 8.57. Necht R je obor integrity. Pak pro libovolny a € R* plati, Ze

e pokud char R =0, pak pro kazZdé k € N je ka # 0,

e pokud char R =p > 0, pak rdd prvku a v grupé (R,+) je p.

Dusledek 8.58. Je-li R obor integrity, pak nenulové pruky grupy (R,~+) maji stejny rdd.
Je-li R konecné téleso charakteristiky p, pak grupa (R,+) je izomorfni s grupou (Zy,+) x - - X
X (Zyp,~+). Pocet proki konecného télesa R je tedy mocninou jeho prvociselné charakteristiky p.

Homomorfismus okruhu

Definice 8.59. Necht (R,+,) a (S,H, ) jsou okruhy. Zobrazeni f: R — S se nazyvad homo-
morfismus okruhi, jestlize

e pro kazdé a,b € R plati f (a+b) = f (a) B f (b),
e pro kazdé a,b € R plati f (a-b) = f (a)x f (D),
o f(1p) =1g.

Injektivni homomorfismus se nazyva wvnoreni. Bijektivni homomorfismus se nazyva izomorfis-
mus. O okruzich R, S fekneme, ze jsou izomorfni (pisSeme R = S), existuje-li alespon jeden
izomorfismus R — S.

Definice 8.60. Necht f: R — S je homomorfismus okruhii. Mnozina
ker f={a € R| f(a) =0}
se nazyva jddro homomorfismu f.

Véta 8.61. Homomorfismus okruhi f: R — S je injektivni, pravé kdyz ker f = {0}.
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Svazy

Definice 8.62. Svazem rozumime usporddanou mnozinu (G, <), v niz maji kazdé dva prvky
a,b € G své infimum a A b a své supremum a V b.

Véta 8.63. Necht (G,V,A) je mnozina se dvéma idempotentnimi (Va € G: aVa =aAa=a),
asociativnimi a komutativnimi operacemi, které jsou spolu svdzdny absorpénimi zakony, tj. plati

Va,be G:aV (bANa)=aA(bVa)=a.
Pak plati
e Va,be G:aANb=a<aVb=hb,
e definujeme-li na G operaci tak, Ze pro libovolné prvky a,b € G klademe
a<bsaVb=hb,

pak je < usporddani na G takové, Ze (G, <) je svaz, v némz pro libovolné prvky a,b € G
je prvek a V b jejich supremum a prvek a A'b jejich infimum.

Definice 8.64. Uplnym svazem rozumime usporadanou mnozinu (G, <) v niz ma kazda pod-
mnozina supremum a infimum.

Véta 8.65. Necht (G, <) je usporddand mnozina. Pak ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:
e (G, <) je uplny svaz.

e (G,<) md nejmensi prvek a kaZdd neprdazdnd podmnozZina mnoziny G md v uspordadané
mnoziné (G, <) supremum.

e (G,<) ma nejvétsi prvek a kazdd neprdzdnd podmnozZina mnoZiny G md v usporddané
mnoziné (G, <) infimum.

Poznamka 8.66 (Priklady tplnych svazi). S pomoci predchozi véty l1ze rozmyslet, ze

o (NU{oo}, <) je uplny svaz,

(NU{0},|) je uplny svaz,

vSechy podalgebry libovolné Q-algebry tvori uplny svaz vzhledem k inkluzi, zejména

— vsechny podgrupy libovolné grupy tvori uplny svaz,
— vsSechny podokruhy libovolného okruhu tvoii tplny svaz,
— vSechna podtélesa libovolného télesa tvoii uplny svaz,

— vsSechny vektorové podprostory libovolného vektorového prostoru tvori tplny svaz,

e vSechny normalni podgrupy libovolné grupy tvori uplny svaz,

vSechny idealy libovolného okruhu tvofi uplny svaz.
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Kapitola 9

Polynomy

Polynomy, ireducibilni polynomy a koreny polynomii

Definice 9.1. Necht R je okruh. Polynomem na okruhem R rozumime nekonec¢nou posloupnost
f=(fo, f1, f2,...), kde fi € R pro kazdé i = 0,1,2,... a plati, Ze mnozina {i € Ng | f; # 0} je
kone¢na. Prvky fo, f1, fo,... nazyvame koeficienty polynomu f. Mnozinu vsech polynomiu nad
okruhem R budeme znacit R[x].

Véta 9.2. Necht R je okruh. Na mnoziné R|x| definujeme operace +, - takto:

(f+9)i = fi + g, (fg)z = ka *Gi—k-
k=0

Pak (R[z],+,-) je okruh. Je-li R komutativni, pak je i R[x] komutationi.
Definice 9.3. Okruh R[z] se nazyva okruh polynomi nad okruhem R.

Oznaceni 9.4. Polynom (a,0,0,...) se nazyva konstantni, lze jej ztotoznit s a € R.

Polynom 0 = (0,0,0,...) se nazyva nulovy. Ostatni polynomy se nazyvaji nenulové.

Budeme vyuzivat standardniho znaceni: (0,1,0,0,...) =z, (0,0,1,0,...) = 22,....

Definice 9.5. Necht f je nenulovy polynom nad okruhem R. Nejvétsi n > 0 takové, ze f,, # 0,
se nazyva stuperi polynomu f, znacime st (f). Koeficient f,, se pak nazyva vedouci koeficient
polynomu f. Stupen nulového polynomu klademe roven —oo, jeho vedouci koeficient nedefinu-
jeme.

Definice 9.6. Nenulovy polynom se nazyva normovang, je-li jeho vedouci koeficient roven 1.

Pozndmka 9.7. Muzeme formulovat vétu o déleni dvou polynomu (kde vedouci koeficienty jsou
jednotky okruhu R) se zbytkem, provadét Eukliduv algoritmus u polynomu nad télesem. Pro
polynomy nad télesem plati i Bezoutova rovnost.

Definice 9.8. Necht R je téleso f, g € R[z] nenulové polynomy. Ozna¢me ged (f, g) normovany
nejvétsi spolecny délitel polynomt f a g. Rekneme, 7e f a g jsou nesoudélené, je-li ged (f, g) = 1.

Definice 9.9. Necht R je okruh. f € R[z] se nazyva ireducibilni polynom nad R, jestlize f neni
konstantni a nelze jej rozlozit na soucin dvou nekonstantnich polynomu z okruhu R|z].

Definice 9.10. Necht R je okruh, f = ap2™ + -+ + a1z + a9 € R|z], ¢ € R. Pak prvek
ap - "+ ---+ay-c+ag € R znac¢ime f (c¢) a nazyvame hodnotou polynomu f v prvku c.
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Véta 9.11. Necht R je komutativni okruh, f,g € R[x], ¢ € R. Pak plati:
o (f+9)(c)=f(c)+g(c),
o (f-9)(c)=f(c)-g(0).

Disledek 9.12. Necht R je komutativni okruh, ¢ € R. Pak zobrazeni ¢: Rlx] — R wurcené
predpisem ¢ (f) = f (c) pro kazdé f € R[x] je homomorfismus okruhii.

Definice 9.13. Necht R je okruh, f € R[z], ¢ € R. Rekneme, Ze ¢ je korenem polynomu f,
jestlize f (¢) = 0.

Véta 9.14. Necht R je komutationi okruh, f € R[z], ¢ € R. Pak c je korenem polynomu f,
prave kdyz (v —c¢) | f v okruhu R]z].

Definice 9.15. Necht R je komutativni okruh, f € R[z|, f #0, ¢ € R, f (¢) = 0. Pfirozené ¢islo
k se nazyva nasobnost korene ¢ polynomu f, jestlize (z — c)k | fa(x— c)l‘CH {1 f v okruhu R|x].
Kofeny nésobnosti jedna se nazyvaji jednoduché.

Véta 9.16. Necht R je obor integrity, f € Rlx|, f # 0. Polynom f md nejvyse st (f) koreni
v R, pocitdno i s ndsobnosti.

Definice 9.17. Necht R je okruh, f = a,2" + - - - +agz® + a1z + ag € R[x]. Derivaci polynomu
f rozumime polynom
f=na,2"" 4+ 2007 + ay.

Véta 9.18. Necht R je komutativni okruh, f € R[z], ¢ € R, k € N. Je-li ¢ k-ndsobnym korenem
polynomu f, pak je ¢ kotenem polynomd f', f”, ..., f==1.

Véta 9.19. Necht R je komutativni okruh, f € R[z], ¢ € R, k € N. Necht charR = 0 nebo
charR > k. Pak c je k-ndsobnym kotenem polynomu f, prdvé kdyz je c koremem polynomi
7 5D g nend kotenem polynomu f4).

Zakladni véta algebry, charakterizace ireducibilnich polynomi
nad R, racionalni koreny polynomit nad Q

Véta 9.20 (Zakladni véta algebry). Kazdy nekonstantni polynom f € Clx] md v C koren.

Definice 9.21. Téleso R se nazyva algebraicky uzavrené, jestlize kazdy nekonstantni polynom
f € R[z] ma v R kofen.

Véta 9.22. Je-li komplexni ¢islo ¢ korenem polynomu f € R(x|, pak i ¢islo ¢ komplexné sdruzené
s cislem ¢ je kotenem polynomu f.

Véta 9.23. Pro libovolny polynom f € R[x] plati, Ze f je ireducibilni nad R, prave kdyz je f
linedrni, nebo je f = ax?®-+bx+c kvadraticky polynom se zdpornym diskriminantem b*> —4ac < 0.

Véta 9.24. Necht [ = apa™ + -+ + a1z + ag € Z[x] je nekonstantni polynom stupné n. Necht
ddle r € Z, s € N, ged (r,5) = 1 takovd, Ze % je koren polynomu. Pak plati:

e 7| ap,
e s|ap,

o (sm—r)| f(m) pro kazdé m € Z.
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Véta 9.25 (Gauss). Libovolny polynom f € Z[x] je ireducibilni nad Z, prave kdyz je ireducibilni
nad Q.

Véta 9.26 (Eisensteinovo kritérium). Necht f = apz™ + -+ + a1z + ag € Z[z] je nekonstantni
polynom stupné n. Jestlize existuje prvocislo p takové, Ze

b p‘an—la"'ap|a17p‘a0;
® ptan,
'PQTGO,

pak je f ireducibilni nad Q.

Konstrukce konec¢nych téles

Véta 9.27. Bud R obor integrity. Pak charR je bud nula, nebo prvocislo.

Véta 9.28. Kazdé konecné téleso md p™ prvki, kde p je prvocislo a n € N.

Definice 9.29. Necht R je okruh. Neprazdna mnozina I C R se nazyva idedl okruhu R, jestlize
e Va,bel:a+bel,
eVYacl,reR:a-r,r-ac€l

Véta 9.30. Necht R je okruh I jeho idedl. Zavedeme-li na rozkladu R/I = {a+1 | a € R}, kde
a+I={a+j|je€ I} operace pomoci reprezentanti, dostavame okruh (R/I,+,-).

Definice 9.31. Okruh (R/I,+,) nazyvame faktorokruh R podle idedlu I.
Definice 9.32. Necht R je okruh, I jeho ideal. Rekneme, Ze I je
o mazimalni idedl okruhu R, jestlize I # R a neexistuje ideal J C R splnujici I C J C R,
e prvoidedl okruhu R, jestlize I # R a Va,b€ Rplati: a-b€ I = a €l nebob e I.
Véta 9.33. Necht R je komutationi okruh, I jeho idedl. Pak plati:
e [ je prvoidedl < R/I je obor integrity,
e [ je mazimdlni idedl < R/I je téleso.

Véta 9.34. Necht R je téleso, f € R[x] je nenulovy polynom. Pak ndsledujici podminky jsou
ekvivalentni:

e (f) je maximdlni idedl okruhu R|x].
e (f) je prvoidedl okruhu R[x].
e f je ireducibilni polynom nad R.

Véta 9.35. Necht T je konecné teleso, p jeho charakteristika. Pak T je jednoduchym rozsirenim
télesa Zy, tj. T = Zy (o), pricemzZ o € T je algebraické nad Z,.

Véta 9.36. Necht p je libovolné prvocislo, n € N libovolné. Pak existuje téleso o p™ prvcich.
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Véta 9.37. Pro kazdé prvocislo p a libovolné n € N existuje alesport jeden ireducibilni (nad Zy)
normovany polynom f € Zy[x] jehoZ stuper je n.

Véta 9.38. Libovolnd dvé konecnd telesa o stejném poctu prokiu jsou izomorfni.

Véta 9.39. Budte p prvocislo, n € N libovolné. Bud ddle f € Z,[x] ireducibilni normovany
polynom stupné n. Faktorokruh Z,[x]/ (f) je téleso o p™ prucich.

Priklad 9.40. Zkonstruujte téleso o 16 prvcich a naleznéte generator jeho multiplikativni grupy.

Reseni. Nejprve vyjadifme ¢islo 16 jako mocninu prvoéisla (pokud by to neslo, takové téleso
neexistuje). Zfejmé 16 = 2*. Hleddme proto ireducibilni normovany polynom stupné 4 nad téle-
sem Zs. Tento polynom nesmi mit zadny kotfen v Zy a nesmi byt ani souc¢inem dvou ireducibilnich
polynomil stupné dva. Nejprve si proto rozmyslime, jak vypadaji ireducibilni kvadratické poly-
nomy nad télesem Zs. To jsou pravé ty polynomy, které nemaji v Zs kotfen. Snadno rozmyslime,
ze takovy polynom je jediny:
2’ +z+1.

Zejmé totiz musi obsahovat 22, aby byl kvadraticky, absolutni ¢len, aby nemél kofen 0 a pak
nutné musi obsahovat i linearni ¢len, aby nemél kofen 1. Snadno vypocitame

(:z:2+3:+1)2:x4+:c2+1.

Nyni jsme pripraveni zkonstruovat bikvadraticky polynom nad Zs. To je takovy polynom, ktery
nema kofen a neni roven polynomu z* + 2 + 1. Musi obsahovat ¢len 2, aby byl pozadovaného
stupné. Dale musi obsahovat absolutni ¢len, aby nemél nulovy koren. Aby nemél kofen 1, musi
mit lichy pocet ¢leni. Ireducibilni bikvadratické polynomy jsou tedy

:U4—|—$3—|—m2+x—|—1, x4—|—x3+1, x4+ 1.

Je jedno, ktery z téchto polynomi vyuzijeme pro konstrukci hledaného télesa. Je vsak vyhodné
vzit takovy polynom, ktery ma co nejvyssi pocet nulovych koeficienti a ktery mé nenulové
koeficienty u ¢lentl s nizsim stupném. Proto hledané téleso budeme konstruovat jako

Zolz]/(z* + 2+ 1).

V tomto télese pak pocéitame s polynomy standardnim zptisobem, pficemz plati z* = x + 1.
Kazdy polynom budeme chtit s pomoci tohoto pravidla zredukovat na nejvyse kubicky polynom.
Oznac¢me

f=az'+z+1, a=z+(f).
Budeme chtit rozhodnout, zda « je generatorem multiplikativni grupy naseho télesa. Nejprve
spoditame \ (Zalz]/(f))*
bude mit Fad 15. Abychom ukézali, Ze « je generdtor, staci tedy ovérit, ze o # 1+ (f) a

a® # 1+ (f):

= 15, vzdyt se jedna o vsechny prvky s vyjimkou nuly. Proto generator

o =2+ (f) £ 1+ (f),
=zt + =z -+ )+ (f) =22 +z+(f) #1+(f).

Nalezli jsme tedy generator multiplikativni grupy télesa o 16 prvcich. Je jim a = x + (f).
Pro ilustraci uvedeme jesté celou multiplikativni grupu vyjadrenou pomoci mocnin a:

a=xz+(f) o =2+ 2+ (f) o =2 42+ (f) B =232+ 1+ (f)
=2+ (f) o=+ () =2 tr+1+(f) o't =% +1+(f)

@ =2+ (f) a=+r+1+(f) oM =2 +P+z+(f) a® =1+(f)

=z +14(f) ®=22+1+(f) a?=23+ 224+ 1+ (f)
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Numerické metody hledani korenti polynomi

Véta 9.41 (Sturmova). Necht f (z) je polynom neobsahujici ndsobné koreny. Pocet redlnijch
koreni polynomu f (x) v intervalu [a, b] je roven W (b)—W (a), kde W (y) je pocet znaménkovych
zmeén ve Sturmové posloupnosti v bode y.

Poznamka 9.42 (Konstrukce Sturmovy posloupnosti). Bud f (x) polynom bez nésobnych ko-
fenil. Pak klademe

o Py(z) = f (),

e Pi(z) = —P}(x),

e P, (z) bereme jako zaporné vzaty zbytek po déleni polynomu P,_s (z) polynomem P,,_; (),
e posledni polynom ve Sturmové posloupnosti nemd realné koreny.

Pozndmka 9.43. K hledani korent polynomi mizeme pouzit vSechny metody pouzivané k feseni
nelinedrnich rovnic (metoda secen, regula falsi, atd.). Bézné se pouzivd Newtonova metoda

T (€7D
BT )

Jako pocateéni aproximaci volime libovolné ¢islo vétsi nez nejvétsi koren polynomu f.
Véta 9.44. Necht
A =max{|ai],...,|an|}, B =max{|agl,...,|an—1|},

kde ap, k =0,1,...,n, aga, # 0 jsou koeficienty polynomu f. Pak pro vsechny koreny &, pro
k=0,1,...,n, polynomu f plati
A
&) <1+ —.
|ao|
Veéta 9.45. Necht f je polynom stupné n > 2. Necht vsechny koreny &, < &,-1 < -+ < &
jsou redlné. Pak posloupnost {x}72, urcend Newtonovou metodou je konvergentni klesajici

posloupnost pro kaZdou pocdtecni aproximaci xg > &1, &1 = limy_, o Tk.

Poznamka 9.46. Pro hledani komplexnich kofenii polynomu se vyuzivd Bairstowova metoda.
Jejim cilem je odstépit kvadraticky polynom s komplexnimi kofeny, ktery umime vyresit.
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Kapitola 10

Metrické prostory

Metrika, priklady rtznych metrik, oteviené, uzavirené mnoziny,
uzavér mnoziny, vnitrek mnoziny
Definice 10.1. Bud P # (). Zobrazeni p: Px P — Rg nazveme metrikou na mnoziné P, jestlize
e p(z,y) =0 z=y,
° p(z,y) =p(y2),
o p(z,y)+p(Y2) = p(z,2)

Dvojici (P, p) nazyvame metrickym prostorem.

Priklad 10.2.

e P#£1
1
p(x,y) = { T#Y diskrétni metrika
0 z=y
e P=R
p(x,y) =z —y| prirozend metrika

b P:an X = ($1,$2,...,$n), y = (y17y2>"'7yn)

p1(X,y) = |21 — 91| + |22 — g2l + - + |2y — Z i — yil souctovd
n
pa (x,3) = V@1 —10)” + (02— )% + -+ + (w0 — (i y)? eublidovsk
i=1
Poo (X,¥) = max |x; — yil maximovd
= N1

e P =C([a,b]), tj. prostor vsech spojitych funkci na [a, b]

pc (f,9) = max |f( )—g(z)] mazimdini metrika

/ |f (x x)|dz integrdlni metrika
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Definice 10.3. Vzddlenost mnozin A # 0, B # 0, A, B C P definujeme ptredpisem

p(4,B) = inf p(z,y).
yeB

Vzddlenost bodu a od mnoziny B # () definujeme predpisem

p(a,B) = p({a},B).

Prameér mnoziny A # () definujeme predpisem

d(A) =supp(z,y).
TEA
yeEA

Primeér prazdné mnoziny klademe roven nule.
Definice 10.4. Je-li d (A) < oo, fekneme, ze mnozina A je ohranicend (omezend).

Definice 10.5. Uzdvérem mnoZiny A # () rozumime mnozinu A = {x € P | p (z, A) = 0}.
Uzdvér prdzdné mnozZiny definujeme jako prazdnou mnozinu.

Definice 10.6. Rekneme, 7ze mnozina A je uzavrend, jestlize A = A.
Rekneme, ze mnozina A je otevrend, jestlize P\ A je uzavriena.

Véta 10.7. Pro A, B € P plati

Definice 10.8. Okolim bodu a € P rozumime mnozinu & (a) = {x € P | p(z,a) < €} pro
néjaké e > 0.

Definice 10.9. Budte xg € P, A C P. Bod zg nazveme
e wunitrnim bodem, jestlize 30 (zg) C A,
e hranicnim bodem, jestlize VO (x) plati € (xo) NA# 0 a O (xg) N (P \ A) # 0,

e hromadnym bodem, jestlize VO (x() existuje nekonecné mnoho bodu mnoziny A v tomto
okoli,

e izolovanym bodem, jestlize 30 (x() takové, ze O (xo) N A = {zo}.

Definice 10.10.
e Vnitrkem mnoziny A (zna¢ime A°) rozumime mnozinu vSech jejich vnitinich bodu,
e hranici mnoziny A (zna¢ime h (A), 0A) rozumime mnozinu vsech jejich hrani¢nich bod,
e derivaci mnoziny A (zna¢ime A’) rozumime mnozinu vSech jejich hromadnych bodi,

e adherenci mnoziny A rozumime mnozinu vSech jejich izolovanych bodi.
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Limita posloupnosti bodi, limita funkce mezi metrickymi pro-
story, spojitost funkce v bodé, spojitost funkce na celém prostoru

Definice 10.11. Rekneme, 7e posloupnost {z,}°2; C P konverguje v metrice p k bodu zg € P,
jestlize p (xy, o) — 0 v R. PiSeme z,, L5 2. Zapséno pomoci kvantifikdtoru:

Ve >0 3dng € NVn > ng: p(a,, z0) < €.

Definice 10.12. Rekneme, Ze posloupnost {z,,}°° ; je Cauchyovskd, jestlize p (x,, x,) — 0 pro
min (m,n) — oo. Zapsano pomoci kvantifikatoru:

Ve >0 3ng € NVm,n > ng: p(zm,x,) < €.
Véta 10.13. Bud {z,}52; C P posloupnost. Pak plati:
o KazZdd posloupnost md nejvyse jednu limitu.
e Kazdd konvergentni posloupnost je Cauchyovskd.
o Pokud x, -2 xo, pak k xo konverguje i kazZdd vybrand podposloupnost.

Definice 10.14. Dvé metriky p, p na P nazveme ekvivalentni, jestlize xz, Ly 2o an LN zg.
Véta 10.15. Mnozina A je uzavrend, praveé kdyz pro kaZdou konvergentni posloupnost {x, }52; C
C A, xnﬁxUEPplat{xoeA.
Definice 10.16. Budte (P, p), (Q,7) metrické prostory. Rekneme, e zobrazeni f: P — Q ma
limitu L € @ v bodé xg € P, jestlize plati

VO (L) 305 (o) Yo € O5(x0): f(x) € O (L).
Definice 10.17. Budte (P, p), (Q, ) metrické prostory. Zobrazeni f: P — @ nazveme spojité
v bodé xo € P, jestlize VO (f (x9)) 3O (x¢) takové, ze Vo € O (xz¢) je f(x) € O (f (x0)).

5 F(0(20))CO(f(20))
Rekneme, zZe funkce f je spojitd na P, jestlize je spojita v kazdém bodé x € P.

Véta 10.18. Zobrazeni f: P — Q je spojité v bodé x¢ € P < pro kazdou posloupnost {x,}5°; C
C P, mn 5 mo je f(zn) — f (z0).

Kompaktni mnoziny v metrickych prostorech, uplny metricky
prostor

Definice 10.19. Rekneme, ze metricky prostor (P, p) je kompaktni, jestlize z kazdé posloupnosti
{zn}22, C P lze vybrat konvergentni podposloupnost.

Definice 10.20. Mnozinu A C P nazveme kompaktni, jestlize z kazdé posloupnosti {z,}5°; C
C A lze vybrat konvergentni podposloupnost, kterd konverguje v A.

Véta 10.21. Bud ) # A C P kompakini mnoZina v metrickém prostoru (P,p). Pak A je
ohranicend a uzavrend.

Véta 10.22. Budte (P,p), (Q,T) metrické prostory, f: P — Q spojité zobrazeni. Bud ddle
A C P kompaktni mnoZina. Pak f (A) C Q je kompaktni.

Definice 10.23. Rekneme, Ze metricky prostor (P, p) je tplng, jestlize v ném kazd4 Cauchyov-
ské posloupnost konverguje.

Véta 10.24. Bud (P, p) uplnyg metricky prostor, A C P jeho uzaviend podmnozina. Pak je také
(A, p) dplny metricky prostor.
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Banachova véta o kontrakci

Pozndmka 10.25. Specidlnim pripadem spojitych zobrazeni jsou tzv. Lipschitzovské zobrazeni.

Definice 10.26. Budte (P, p), (Q, ) metrické prostory. Rekneme, %e zobrazeni f: P — Q je
Lipschitzovské, jestlize 3L > 0 takové, ze V,y € P plati 7 (f (z), f (y)) < L-p(x,y). Je-li navic
L < 1, nazyva se f kontrakce.

Definice 10.27. Bud (P, p) metricky prostor, f: P — P. Bod xg € P se nazyva pevngm bodem
zobrazeni f, jestlize f (xg) = xo.

Véta 10.28 (Banachova véta o kontrakci). Bud (P,p) dplng metricky prostor, f: P — P
kontrakce. Pak f md jeding pevny bod.

Diikaz. Definujme posloupnost {z,}52; C P takto:
e zvolme x1 € P libovolné,
e Vi € N polozme x; 41 = f ().
Je-li 1 = x9, mame pevny bod. Predpokladejme tedy, ze z1 # x2. Pak Vn € N plati:
p (@, Tny1) < L' p (a1, w9) .
7 trojihelnikové nerovnosti plati pro vsechna m,n € N, m > n
P (Tn, Tm) < p(Tn, Tny1) + P (Tntt, Tng2) + 0+ 0 (Bm—1, Tm) <

Ln—l
1—-L°

< p(x1,22) (LWl + LM+ + Lm*Q) < p (w1, 22) (Ln*l +L"+ .. ) = p(x1,2)
Uk4Zzeme, Ze posloupnost {x,,}°°; je Cauchyovska. Pro L < 1, je L"~! — 0 pro n — co. Proto
Ve > 0 dng € N tak, ze VYn > ng plati

Ln—l
1-L

p(x1,22) <.

Proto p(zp, Tm) -5 0 pro min (m,n) — oo. Predpoklddali jsme, ze (P, p) je uplny metricky
prostor, proto tato posloupnost konverguje k néjakému zg € P.
Ukézeme, ze xq je pevny bod zobrazeni f. Predpokladejme sporem, ze tomu tak neni. Potom

p (zo, f (z0)) = € > 0.
Vn € N plati

p(zo, f (20)) < p (20, 20) + p (Tn, f (20)) = p (20, Tn) + p (f (Tn-1), f (20)) <
< p(xo,2p) +L p (2n—-1,20)
—0 —0

Proto lze p (xo, f (x0)) shora ohranic¢it napiiklad § a dostdvame spor. Proto je xo pevny bod.
Nyni chceme ukazat, ze xg je jediny pevny bod. Predpokladejme sporem, Ze i yg je pevny bod.
Pak plati:

p(zo,y0) = p (f (w0), f (y0)) <
p(xo,90) (1 — L) <

Protoze 1 — L > 0, plati p (z,y0) = 0, tedy z¢ = o.
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Kapitola 11

Derivace, parcialni derivace
a diferencial

Definice a geometricky vyznam derivace, parcialni derivace a di-
ferencialu

Definice 11.1. Zobrazeni f: M — R, kde () # M C R"™, nazyvdme redlnou funkci n promén-
ngch. Mnozinu M nazyvame defini¢nim oborem funkce f, znac¢ime D (f).

Poznamka 11.2. Uvazme ptipad n = 1.
Piimka prochézejici bodem (z¢,y0) a (x1,y1), kde xo # x1 mé smérnici

b — Y1 — Yo
r1 — X0

= tg .

Uvéazime nyni smérnici se¢ny funkce f v bodech xg # 1

L ) = 1 (w0)

1 — Xo

Odtud dostavame smérnici te¢ny (jakozto limity secny)

k— lim f(z) = £ (20)

T—x0 T — X0

= [ (o).
Definice 11.3. Bud f: R — R funkce a 29 € D (f) bod. Existuje-li
f (@) = [ (z0)

lim 270
T—T0 T — X0

/
r=x0"

nazyvame tuto limitu derivaci funkce f v bodé xo a znacime f’ (zo), % (o) nebo (f (z))
Definice 11.4. Necht je funkce f: R” — R, x = (21, x2,...,%,) definovand na néjakém okoli
bodu x¢ = (201,02, - - - Ton). Parcidlni derivaci funkce f v bodé xg podle proménné z; definu-

jeme vztahem:
f(xot, . s Z0i—1, Ti;s Zoit1s - - - Ton) — f (To1, 202, - - - T04s - - -, Ton)

97 (o) = fz, (X0) = lim .

aaﬁi Ti—T0i XTi — To;

Poznamka 11.5. Parcidlni dervace maji stejny geometricky vyznam jako derivace funkci jedné
proménné. Staci uvazit fez grafem ve sméru prislusné osy.
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Definice 11.6. Ma-li funkce f;, (x), x € R™ parcidlni derivaci podle z; v bodé xg, nazyva se
tato parcidlni derivace derivaci druhého fadu podle x; dvakrat.

Pozndmka 11.7. Analogicky definujeme smisené parcialni derivace druhého radu. Nasledné par-
cialni derivace vyssich radu.

Véta 11.8 (Schwarzova véta o zdménnosti smisenych parcidlnich derivaci). Md-li f: R™ — R
spojité parcidlni derivace fy; »; a fz;z; v bodé Xq, potom jsou tyto parcidlni derivace zdmeénné:

fxi,xj (XO) = ij,xi (XO) .

Definice 11.9. Rekneme, 7e funkce f: R — R je diferencovatelnd v bodé xg, jestlize existuje
néjaké okoli & (z¢) takové, Ze pro vsechny body zo + h € O (xg) plati

f(xo+h)—f(xo) =Ah+7(h),
kde A je vhodné ¢islo a 7 (h) je funkce takova, ze limy_q % =0.

Je-1i funkce f v bodé xg diferencovatelnd, nazyva se Ah diferencidl funkce f v bodé z( a znaci
se df (zg) (h) nebo jen df (zo).

Véta 11.10. Funkce f je v bodé xq diferencovatelnd < existuje vlastni derivace f' (xq). Pritom
pro konstantu A z predchozi definice plati A = f' (x¢) a tedy

df (wo) (h) = f' (o) ().
Piseme téz df (z) = f' (x) dx.

Definice 11.11. Rekneme, Ze funkce f: R? — R je diferencovatelnd v bodé [zg,yo] jestlize je
v néjakém okoli tohoto bodu definovana a existuji A, B € R takové, ze

lim f(xo+h,yo+ k) — f(x0,40) — Ah — Bk _ 0
[h,k]—10,0] Vh2 + k2

Vyraz Ah + Bk se nazyva diferencidl funkce f v bodé [zg,yo] a znac¢i se df (zo, o) (h, k) nebo
jen df ('xﬂayO)'

Véta 11.12. Je-li funkce [ diferencovatelnd v bodé [z, yo], pak

e je v tomto bodé spojitd,
o A= fu(w0,y0), B = fy(z0,v0) a tedy
df (wo,90) = fx (0, y0) dz + fy (w0,90) dy = fz (0, y0) (x — x0) + fyy (z0,%0) (¥ — v0) =
= (fw (33’0, yO) 7fy (.Z‘(),y())) ' (dl‘, dy)T .

Véta 11.13. Jsou-li f,, f, spojité v [xo,yo|, pak je funkce f diferencovatelnd v [zo, yo].

Definice 11.14. Necht ma funkce f (z,y) v [xo, yo] spojité parcidlni derivace az do fadu m € N.
Pak definujeme diferencidl m-tého tddu funkce f (z,y) vztahem:

d™f (xo,y0) (h, k) = Z (m) fi (0, o) B ™3

20 7 ;Ejaym_]

Pozndmka 11.15 (Geometricky vyznam diferencidlu). Diferencidl je nejlepsi linedrni aproximaci
funkce v okoli bodu ve smyslu

f(x) ~ f(x0) + df(x0)-
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Vyznam derivace pro vysetrovani pribéhu funkce a hledani ex-
trému
Véta 11.16. Necht md funkce f na otevreném intervalu I vlastni derivaci. Pak plati:

e Funkce f je neklesajici na I pravé tehdy, kdyz ' (z) >0 na I.

e Funkce f je rostouci na I prdvé tehdy, kdyZ f' () > 0 na I, pricemZ rovnost f'(x) =0
neplati na Zddném podintervalu intervalu I.

Analogickd tvrzeni plati pro nerostouct a klesajici funkce.
Dusledek 11.17. Necht f mad konecnou derivaci na otevieném intervalu I.
e Je-li f'(x) >0 na I, pak je f rostouci na I.
o Je-li f'(x) <0 na I, pak je f klesajici na I.
Véta 11.18. Necht md funkce f v bodé xg lokdlni extrém a [’ (xg) existuje. Pak [’ (zo) = 0.

Véta 11.19. Necht f'(xo) = 0. Je-li f"(xg) > 0, pak md funkce f v bodé xy ostré lokdlni
minimum. Je-li f” (xg) <0, pak md f v bodé xg ostré lokdlni maximum.

Veéta 11.20. Necht f md vlastni derivaci na otevreném intervalu I. Pak je f na I konvexrni
(ostre konvexni) pravé tehdy, kdyz je funkce f' neklesajici (rostouct) na I. Analogické turzeni
plati pro f konkdvni (ostre konkduni).

Duasledek 11.21. Necht I je otevreny interval a f md na I vilastni druhou derivaci.
o Je-li f"(x) >0 na I, pak je f na I ostre konvexnd.

o Je-li f"(x) <0 nal, pak je f na I ostre konkdvni.

Véta o stredni hodnoté

Véta 11.22 (Weierstrassova). Necht f € C'la,b]. Pak je f na tomto intervalu ohranicend a
nabyvd v nem své nejvétsi i nejmensi hodnoty.

Véta 11.23 (Bolzanova). Necht f € C'[a,b]. Pak f na tomto intervalu nabjvd vsech hodnot
mezi svou nejuetsi a mejmensi hodnotou.

Véta 11.24 (Rolleova). Necht funkce f € C [a,b] md v kaZdém bodé intervalu (a,b) vlastni nebo
nevlastni derivaci a necht f (a) = f (b). Pak existuje ¢ € (a,b) tak, Ze ' (c) = 0.

Véta 11.25 (Lagrangeova). Necht funkce f € C[a,b] md v kazdém bodé intervalu (a,b) viastni

nebo nevlastni derivaci. Pak existuje ¢ € (a,b) tak, Ze ' (c) = W.

Véta 11.26 (Lagrangeova). Necht M je obdélnik v R? a necht md f (x,y) parcidlni derivace
fz (z,y), fy(x,y) pro kaZdé [x,y] € M. Necht [z1,11], [x2,y2] € M. Pak ezistuji c € (x1,x2),
d € (y1,y2) takové, Ze

[ (@2,y2) — f(z1,01) = fa (e, 92) (w2 — 21) + fy (21,d) (y2 — y1) -
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L’Hospitalovo pravidlo pro vypocet limit, aproximace funkce Tay-
lorovym polynomem

Véta 11.27. Bud xg € R*. Necht je splnéna jedna z podminek
o lim, ,, f(x) =limgyz, g (x) =0,

o lim, ;|9 (2)] = occ.

I'(x)
g'(z)’

pak existuje také limg_, 4, % a plati

Existuje-li limy_, .,

lim f (@) = lim [ ()

=0 ¢ (x) Tz g/ (x) )

Véta 11.28. Necht md funkce f: R — R v okoli bodu xg vlastni derivace az do radu n+ 1 pro
nékteré n € Ng. Pak pro vsechna x z tohoto okoli plati

o pG0) (o 4
Fa) = T oy Ry ),
=0 '

kde

FHY (€)
(n+1)!

pricemz € je vhodné cislo leZici mezi xg a x. Toto vyjddreni se nazgyvd Taylortuv vzorec. Chyba

R, (x) se nazjvd zbytek.

(I‘ _ $())n+1 7

R, (z) =

Véta 11.29. Necht md f: R? — R v okoli bodu xo = [x0,%y0] spojité parcidlni derivace aZ do
rddu n + 1 pro nékteré n € Ny. Pak pro vSechna x = [z,y] z tohoto okoli plati

f(x) =T, (x,x0) + R, (x,%0),

kde

T, (X, Xg) = i L(XO) dx, R, (X, XO) _ dn—l-lf (x0 + £x0)

d 0,1].
= 7! (n+1)! x, £€[0,1]

Pozndmka 11.30. Uvazme f: R? — R. Taylorfiv polynom stupné 2 je tvaru

T (x,y;20,90) = f (20, y0) + fo (%0, v0) (x — x0) + fy (x0,y0) (¥ — v0) +

+ % [fx:}c (%0, 30) (z — 20)* + 2fzy (0, %0) (x — 0) (¥ — ¥0) + fyy (z0,30) (¥ — yO)Q] :

Véta o implicitni funkci

Definice 11.31. Necht F' je funkce dvou proménnych, F' (xg,yo) = 0. Ozna¢me M = {[z,y] €
€ D(F) | F (z,y) = 0}. Jestlize existuje okoli U = {[z,y] € D(f) | |z — zo| < d, |y — yo| < €}
bodu [z, yo] takové, ze mnozina M NU je totoznd s grafem funkce y = f (x) pro |x — zo| < 4,
fekneme, ze funkce f je v okoli bodu [zg, yo] definovand implicitné rovnici F (x,y) = 0.

Poznamka 11.32. Funkce y = f (x) je v okoli bodu [z, yo] zaddna implicitné rovnici F' (z,y) = 0,
jestlize existuje 6 > 0 takové, ze F (z, f (x)) = 0 pro z € (zg — 0,0 + 9).
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Véta 11.33. Necht je F (x,y) spojitd na c¢tverci R = {[x,y] € D (f) | |x — 20| < a, |y —yo| < a}
a necht F (x9,y0) = 0. Ddle necht md funkce spojitou parcidlni derivaci Fy (x,y) v bodé [xo, yo]
a Fy(x0,y0) # 0. Pak existuje okoli bodu [zo,yo] v némz je rovnici F (z,y) = 0 implicitné
definovand jedind funkce y = f (x), kterd je navic spojitd. Tedy

F (z,y) spojitd
F(z0,y0) =0
Fy(x,y) spojitd
Fy (z0,y0) # 0

= 3l y = f(x), kterd je spojitd.

Numerické metody reseni nelinearnich rovnic

Véta 11.34 (Newtonova metoda tecen). Bud f (x) funkce takovd, Ze existuje jediny koren
€ € la,bl.

Vlastni metoda:

Pocdatecni aproximace xg € 1,

f (zk)

PRt = kT (zx)

Fourierovy podminky (postacujici podminky konvergence):
o [/, f" jsou spojité v [a,b],
o [, f" neméni v [a,b] znaménko,

o 7 (20)- f(z0) > 0.
Véta 11.35 (Metoda secen). Bud f (z) funkce takovd, Ze existuje jeding koren & € [a, b].
Vlastni metoda:
Pocdtecni aproximace xg = a, x1 = b,
Tk — Tk—1
- f (@) -
f (k) = f (zr-1)
Véta 11.36 (Regula falsi). Bud f (z) funkce takovd, Ze existuje jediny koren § € |a,b].
Vlastni metoda:
Pocdatecni aproximace xg = a, x1 = b,

Tht1 = Tk —

. Tp — Tg
PR TR T ) — f (3s)

kde s je nejvétsi index takovy, Ze f (xr) - f (xzs) <O.

Véta 11.37 (Newtonova metoda pro soustavy nelinearnich rovnic). UvazZujme soustavu

f1 ($1,...,:11m) :0,
f2 (1'17---7-%'771) :0,

kterou miuzZeme zapsat ve tvaru

Oznacme Jp Jacobiho matici funkce F'.
Viastni metoda:

Xpr1 =Xp — Jp (xp) - F (x5).
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Kapitola 12

Extrémy realnych funkci jedné a vice
promeénnych

Postacujici a nutné podminky pro existenci extrému funkci jedné
i vice proménnych na oteviené mnoziné
Definice 12.1. Rekneme, Ze funkce f: R® — R mé v bodé xg
e lokdlni mazimum, jestlize existuje € (x¢) tak, ze Vx € 0 (x¢) je f (x) < f (x0),
e lokdlni minimum, jestlize existuje & (xq) tak, ze Vx € 0 (x¢) je f(x) > f (x0),
e ostré lokdlni mazimum, pokud existuje & (xo) tak, ze Vx € € (xo) \{x0} je f (x) < f (x0),
o ostré lokdlni minimum, jestlize existuje O (x¢) tak, ze Vx € 0 (x9) \{x0} je f (x) > f (x0).
Lokalni maxima a minima nazyvame souhrnné lokdini extrémy.
Definice 12.2. Bud f definovand na M C R".

e Rekneme, 7e funkce f nabyva v bodé xg € M globdlniho mazima na M, jestlize
Vx € M: f(z) < f (xo).

e Rekneme, 7e funkce f nabyva v bodé xg € M ostrého globdiniho mazima na M, jestlize
Vx € M\ {xo}: f(x) < f(x0).
e Rekneme, ze funkce f nabyva v bodé xg € M globdlniho minima na M, jestlize
Vx e M: f(z) = f(x0)
e Rekneme, Ze funkce f nabyva v bodé xg € M ostrého globdlniho minima na M, jestlize
Vx € M\ {xo}: f(x) > f(x0).
Globalni (nékdy téz absolutni) minima a maxima souhrnné nazyvame globdini extrémy.

Definice 12.3. Bud f: R — R funkce a 29 € D (f) bod. Existuje-li
o F @)~ T @)

T—T0 Tr — X ’

nazyvame tuto limitu derivact funkce f v bodé zy a znac¢ime f’ (zo), % (zp) nebo (f (:c));:xo

Véta 12.4. Necht md funkce f: R — R v bodé g lokdlni extrém a necht f'(xq) existuje. Pak
f/ (IQ) = 0.
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Véta 12.5. Bud f funkce spojitd v bodé xqg s vlastni derivaci v néjakém ryzim okoli O (x¢)\{xo}.

o Jestlize Vo € O (x9),x < zo: f () >0 aVa € O(xg),x > xo: f' () <0, pak md funkce
f v bodé xq ostré lokdlni mazimum.

o Jestlize Vo € O (xg),x < zo: f'(z) <0 aVz € O (x9),x > xo: f (x) >0, pak md funkce
f v bodé xqy ostré lokdlni minimum.

Véta 12.6. Necht [’ (xo) = 0.
o Je-li " (x0) >0, pak md funkce f v bodé xo ostré lokdlni minimum.
o Je-li " (x0) <0, pak md funkce f v bodé xy ostré lokdlni maximum.
Véta 12.7. Necht f' (z0) = f" (x0) = --- = fE D (x9) =0 a f*) #£0 pro k e N,k > 2.

o Je-li k sudé, je v bod¢ xq lokdini extrém funkce. Pro f%) (z¢) < 0 je to mazimum, pro
f*) (20) > 0 je to minimum.

o Je-li k liché, pro f*) (z9) > 0 je f v zo rostouci, pro f) (xq) < 0 je f v xq klesajic.
Zejmeéna se zde nenachdzi extrém funkce f.

Definice 12.8. Necht je funkce f: R” — R, x = (21,2, ...,2,) definovand na néjakém okoli
bodu x¢ = (201, Z02, - - - Ton). Parcidlni derivaci funkce f v bodé xg podle proménné z; definu-

jeme vztahem:
F(zot, .., Z0i—1, Ti, Toit1, - - -, Zon) — f (To1, To2, - - - Toiy - - - Ton)

97 (xo) = fz, (X0) = lim .

8.%'1' Ti—T0i T; — T0;

Definice 12.9. Bud f: R™ — R funkce, pro kterou existuji parcidlni derivace prvniho radu.
Vektor parcidlnich derivaci

f/ (X) = (faq (X) s foo (X) vooes Jan (X))

nazyvame gradient.
Definice 12.10. Bod x¢ € R" nazveme staciondrnim bodem f: R™ — R, pokud f’(xq) = 0.
Véta 12.11. Pokud md f: R™ — R lokdIni extrém v x¢ a pokud ezistuje f’ (xq), pak f' (x0) = 0.

Definice 12.12. Bud f: R® — R funkce, pro kterou existuji parcialni derivace druhého radu.
Matici parcidlnich derivaci druhého radu

foizy (X)) foyze (X) 0 fryz, (%)
foozy (X)) faogzs (X) o+ fagz, (X)

700 = )
Jenar (X) faney (X) -+ frpa, (X)

nazyvame Hessova matice, jeji determinant Hessidn.

Véta 12.13 (Schwarzova véta o zdménnosti smiSenych parcidlnich derivaci). Md-li funkce
[ R" = R spojité parcidlni derivace fr,z; @ fo; 2, v bodé xo, potom jsou tyto parcidlni de-
rivace zdmenné:

fﬂﬂi@j (XO) - f$j7$i (XO) :

Dusledek 12.14. Md-li funkce f: R™ — R spojité parcidlni derivace druhého 1ddu v bodé Xq,
pak je Hessova matice v tomto bodé symetrickd.
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Poznamka 12.15. Pro symetrickou matici mame definovanou definitnost a zname kritéria, jak
ji snadno zjistit. Plati:

e Vsechny hlavni minory matice jsou kladné < matice je pozitivné definitni.

e Hlavni minory (od nejmensiho k nejvétsimu) méni znaménko, zacinaji od zdporného <
< matice je negativné definitni.

e Pokud jsou hlavni minory nenulové a méni znaménka jinak = matice je indefinitni.

Véta 12.16. Necht f: R™ — R je funkce se spojitymi parcidlnimi derivacemsi druhého tddu
a f'(xo) = 0. Pak plati:

o " (x0) je pozitivné definitni = f md v bodé xg ostré lokdlni minimum,
o " (x0) je negativné definitni = f md v bodé xq ostré lokdlni maximum,

o " (xq) je indefinitni = f md v bodé x¢ sedlovy bod.

Vazané extrémy

Definice 12.17. Bud funkce f: R” — R, M C D (f). Bod x¢ € M nazveme lokdlnim minimem
(respektive mazximem) funkce f (x) vzhledem k mnoziné M, jestlize

30 (x0) Vx € 0 (x0) N M: f(x0) < f(x)

(respektive f(xg) > f(x)). Pokud je nerovnost ostrd pro x # xg, hovorime o ostrém lokalnim
minimu (respektive mazimu) funkce f (x) vzhledem k mnoziné M.

Definice 12.18. Funkce
L(x,\) Z kg (X

se nazyva Lagrangeova funkce, \1,..., Am Lagrangeovy multiplikdatorsy.

Definice 12.19. Necht mnozina M C R” je ddna systémem rovnic g; (x) =0, i = 1,...,m
Bod a € M se nazyva staciondrni bod funkce f na M, jestlize existuji Lagrangeovy multiplika-
tory Ai1,..., A\, takové, ze plati

Zxkag’“ —0, j=1,....n.

8% Ox;j

Véta 12.20. Necht f,g1,...,9m: R™ = R maji spojité parcidlni derivace prvniho rddu v ote-
vrené mnoziné U C R™ a necht v kaZdém bodé mnoziny U md matice

991 991 ... 9a

o0x1 0To 0zn

ggz 392 L 392

/ 1 xro xr
gx)=1". o S
Ogm  Ogm ... Ogm
o0z Oz 0zn

hodnost m. Oznacme M = {x € D(f) | gi(x) = 0 proi = 1,...,m}. Jestlize md funkce f
v bodé a = [ay,az,...,a,] € M lokdlni extrém vzhledem k M, pak je to staciondrni bod f na M.
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Véta 12.21. Necht funkce f,qg1,...,gm maji spojité parcidlni derivace druhého vddu v bodé a,
ktery je staciondrnim bodem f na M a Aq,..., A\n jsou prislusné Lagrangeovy multiplikdtory
(tj. plati L' (a,\) = 0). Ddle necht md matice

991 91 .. ¢

81’1 81’2 amn

992 992 .. 992

/ ox1 Oxo Oxn
gx)=1" . .

99m  Ogm ..  O9gm

Ox1 Oxo Oxn

v bodé a hodnost m. Jestlize pro kazdé 0 # h € Lin (g, (a),...,g., (a))" plati
(L" (a)h,h) >0, (respektive <0),

md funkce f v bodé a ostré lokdlni mzmmum (respektive mazximum) vzhedem k M. Jestlize
existuji h,h € Lin (¢} (a), ..., g, (a))" takovd, Ze

(L"(@hn) >0 a (L'(a)h,h) <0,
v bodé a lokdlni extrém wvzhledem k M nenastavd.

Piiklad 12.22. Najdéte extrémy funkce f (z,y, z) = zy%2® na mnoziné: z + 2y + 3z = a pro
z,y,z,a > 0.

Reseni. Nejprve zkonstruujeme Lagrangeovu funkci a spocteme stacionarni body:

L(z,y,2,\) =2y°2° = A(z+2y + 32 —a),
Ly (2,9, 2,\) = 4223 — A =0,
Ly(x,y,2,\) = 2$yz —22 =0,
L. (z,y,2,\) = 3zy*2% — 3\ =0,

( ) =

Ly (z,y,2,\) = —(z+2y+32—a) =0.

Z prvnich dvou rovnic dostaneme 2y?z3 = 2zy2z3, odtud & = y. Z prvni a tieti rovnice dostavame
3y%23 = 329?22, odtud = = z. Snadno dostavame, Ze stacionarnim bodem je

= [a/6,a/6,a/6],

piidemz Lagrangetv multiplikator je A = 2° = a®/6°. Spo¢téme L” (P):

0 2yz%  3y?2? 4 (0 2 3

a
L' (P)=| 2yz® 2xz% 6ayz? =&t 2 2 6
3y%2% 6ayz? 6xy’z 3 6 6

r=y=z=a/6

Kdyby byla pfimo tato matice definitni, mohli bychom o extrému rozhodnout piimo. To neni
nas pripad, proto uvazme h € Lin((l,2,3))J‘. Zjevné, béazi podprostoru kolmého na (1,2,3)
tvori (2,—1,0) a (1,1, —1). Proto h = k(2,—1,0) + (1,1, —1). Pro h # 0 plati

(k(2,-1,0) +1(1,1,=1)) L" (P) (k (2,—1,0) + 1 (1,1,-1))" = ‘éj (—6k2 — 3% - 31<:z) <0

V bodé P nabyva funkce f lokalniho maxima 66'
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Kapitola 13

Neurcity integral a Riemanntiv
integral v R

Primitivni funkce, integrace metodou per partes, integrace podle
véty o substituci

Definice 13.1. Budte f, F funkce definované na intervalu I. Rekneme, ze funkce F je primitivni
k funkei f na I, jestlize Vo € I: F' (z) = f (z).

Véta 13.2. Bud funkce [ spojitd na intervalu I. Pak k ni existuje funkce primitioni na I.

Véta 13.3. Necht F' je néjakd primitivni funkce k funkci f na intervalu I. Pak {F +c | c € R}
je mnozina vsech primitivnich funkci k funkci f na I.

Definice 13.4. Mnozina vSech primitivnich funkeci k funkci f na intervalu I se nazyva neurcity
integrdl z funkce f na I a znacise [ f(x)dx, x € I, nékdy jen [ f (z)dz.

Véta 13.5. Necht f, g jsou funkce definované na intervalu I a necht F je primitivni funkce k f,
G je primitivni funkce ke g na I, a,b € R. Pak je aF + bG primitivnd funkce k af + bg na I.

Véta 13.6 (Metoda per partes). Necht funkce u,v maji derivaci na intervalu I. Pak

Véta 13.7 (Substituc¢ni metoda). Necht f: I} = R, p: Iy — I;. Pak

[ @)y @do= [
Pozndamka 13.8. Odvozeni metody per partes se déld pres derivaci soucinu:
(wv)" = v'v +uv'.
Odvozeni metody substituce se dél4 ptes derivaci slozené funkce:
[F (0 (2)) = fp(2) ¢ (2),
kde F' je primitivni k f.
Piiklad 13.9. Spoctéme [Inz:

/ ' Inz —
Inz =
1 —

& 8=

|:xlnm—/1dx:xlnx—m—|—c, ceR.

99



Priklad 13.10. Spoctéme [ V1 —z?dz na I = (—1,1):
x = sin ¢

/\/1—m2daj: dl‘ = costdt /\/1—8111 tcostdt = /cos2tdt:

-1,1) = te(-%,%)

1 1
—/ (I4+cos2t)dt = — (t—i—stt) i(t—i-sintcost):i(t+sint\/1—sin2t> =
1
=5 (arcsin:c+$\/1 —:E2) +¢c ceR.

2

Definice Riemannova integralu pomoci déleni intervalti, vypocet
Riemannova integralu pomoci primitivni funkce

Oznaceni 13.11. Pro jednoduchost budeme déle znacit [a,b] = I.

Definice 13.12. Nechtf a,b € R, a < b.
Delenim intervalu I rozumime kazdou kone¢nou mnozinu D C I takovou, ze a € D, b € D.
Déleni budeme zapisovat jako konecnou posloupnost:

D =A{zp,z1,...,2p}, kdea=zx9g<z1 < <5 =0

Cisla xj, nazyvame délici body, intervaly [zy_1, k] délici intervaly déleni D.
Mnozinu vSech déleni na intervalu I zna¢ime D (I) nebo jenom D.

Definice 13.13. Budte a,b € R, a < b, f omezend na I. Necht D = {xy,...,2z,} € D. Oznacme

my = inf{f (z) | x € [xp_1,2k]}, My =sup{f(z)|x € [xp_1,xk]}

pro k=1,...,n a polozme

n n

£ =Y mi(p—zr1), S(D,f) =) My (2p —2x1) -

Cislo s (D, f) nazyvame dolni soucet, ¢islo S (D, f) horni soucet funkce f pii déleni D.

Véta 13.14. Bud f omezend funkce na intervalu I, c,d € R takovd, Ze Vx € I: ¢ < f(z) < d.
Pak pro libovolnd D1, Dy € D plati

clb—a)<s(Dy,f)<S(Da,f)<d(b—a).

Definice 13.15. Necht f je omezena na I. Pak klademe
J 1@ sw(s(.1)| D e D),
/ f(x)de ® int{S (D, f)| D € D).
Cislo J Z f (z) dz nazyvame dolnim Riemannovym integrdlem, &islo TZ f (z) dz hornim Rieman-

novym integralem funkce f pres interval I.

Véta 13.16. Budte f omezend na I, ¢,d € R takovd, Ze Vx € I: ¢ < f () < d. Pak
b —b
c(b—a) g/ f(x)dxg/ fla)dz <d(b—a).
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. , ‘ . ;b —-b .
Definice 13.17. Bud f omezend na I. Jestlize plati Llf (z)dz = [, f (v) dz, nazyva se funkce f
integrovatelnd v Riemannové smyslu na I. V tomto pfipadé definujeme Riemanniv integrdl na I

®) [ 1@ —sz () da —/Zf (x) da.

V opac¢ném pripadé rikdme, ze funkce f neni integrovatelnd na I.
Véta 13.18. Plati:
o Je-li f monotonni na I, pak f € R (I).
o Je-li f spojitd na I, pak f € R(I).
o Je-li f omezend na I a spojitda na I\ M, kde M je konecnd mnozina, pak f € R (I).
o f€R(I) pravé tehdy, kdyz je f spojitda skoro vsude na I.
Lemma 13.19. Necht f,g € R(I). Pak Ve,d € R:cf +dg € R(I), |f| € R(I), fg € R(I)
a plati

/ab(cf(ﬂf)—i-dg(a:))d:c:c/abf(x)d:c—kd/abg(x)dx’

[ swarl < [Ir@ar

Véta 13.20. Budte a < ¢ <b. Pak f € R ([a,b]) & f € R([a,c]) a f € R ([c,b]) a plati

/abf(a:)dx:/acf(x)d:c—k/cbf(x)dx.

Véta 13.21 (O stfedni hodnoté integrélniho poctu). Necht f,g € R (I) a necht pro kazdé x € I
plati g (x) > 0. Pak 3c € R takové, Ze

Wi/ @) |eef<e<owl/ @) el o [ f@g@d=c| o).
Disledek 13.22. Necht f € R (I). Pak existuje ¢ takové, Ze
inf{f(z) |z el}<c<sup{f(z)|xe€l} a /bf(:z:)da::c~(b—a).
Definice 13.23. Bud f € R (I). Definujme Vx € I funkci F' () predpisem
F () :/xf(t)dt.

Véta 13.24. Bud f € R(I). Pak F (x) je spojitd na I.

Véta 13.25. Budte f € R(I), xg € I. Je-li f spojitd v bodé xo, md F (x) v bodé xo derivaci
a plati
F' (2z0) = f (20).-

Véta 13.26. Necht f € R (I) a necht F je na I spojitd a primitivni k f na (a,b). Pak

/abf(:n)dzz::F(b)—F(a).
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Poznamka 13.27. Protoze metodami substituce a per partes umime hledat primitivni funkei,
Ize tyto metody vyuzit i v tomto pripadé.

Véta 13.28 (Metoda per partes).

Véta 13.29 (Substitucni metoda).

[t wa=["" rar
a w(a)

Definice 13.30. Necht a € R, f € R ([a,b]) pro libovolné b € R, b > a. Definujeme funkci F'
na intervalu [a, c0) vztahem
€T
= [ rwa
a

Existuje-li vlastni limita lim, o F' (), fikdme, ze nevlastni integrdl [° f (xz)dz konverguje
a klademe

o
/a J(t)dt = lim F(x).
V opaéném piipadé fikdme, ze nevlastni integral [° f (z) dz diverguje.
Pozndmka 13.31. Analogicky definujeme integrdl [¢_ f (z)dz a pro lim, =+ f (z) = £oo inte-
graly f: [ (z) dx, respektive [y f (z)dx.

Poznamka 13.32 (Aplikace integralu).

e Plocha mezi dvéma grafy f(z) > g (x) > 0:

s= 1@ -gwlar

e Délka kiivky [z (t),y (¢)], t € [«, B]:

p= [V w? s v @i

Specidlné pro délku krivky zadanou funkei y = f (z):

b= /abv (f (@) + Lda.

e Objem rota¢niho télesa vzniklého rotaci f (x) kolem osy x:

V:ﬂ/be(x)dx

e Pl4st rota¢niho télesa vzniklého rotaci f (x) kolem osy x:

—27r/f )) + 1dz.
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Kapitola 14

Obycejné diferencialni rovnice

Existence a jednoznacnost reseni

Definice 14.1. Bud F: G — R, G C R?. Rovnice
y_d
dx
se nazyva obycejnd diferencidlni rovnice pruniho 7ddu. Resenim rozumime funkci y, kterd je
definovand na néjakém intervalu J C R a Vx € J plati

[z,y (x),y (2)] € G,
F (z,y(z),y (z)) =0.

Neni-li interval J otevieny, pak v krajnim bodé znaci ¢/ prislusnou jednostrannou derivaci. Graf
feSeni se nazyva integrdlni krivka.

Budte dale yi,y2 Teseni definované na intervalech Ji,Js. Jestlize J; C Jo a y1 = y9 na Jq,
tikdme, Ze Teseni y; je zuZenim Teseni yo na interval J; nebo také, ze ys je prodlouZenim Feseni
y1 na interval Js.

F (x)y (LI?) ay/ (SU)) == 0, nékdy jen F (J,‘, y,y/) = 0’

Definice 14.2. O diferencialni rovnici tvaru

y, = f(x,y)

fekneme, ze je rozresend vzhledem k derivaci,

/ o _

y (x)=f(zy@), y()=n
se nazyva pocdtecni problém této rovnice, ¢islo n pocdtecni hodnota Teseni y v bodé &.
Definice 14.3. Uplngm resenim rozumime takové feseni, které jiz neni mozné dale rozsitit.
Rekneme, Ze poc¢atecni problém ma pravé jedno feseni, jestlize existuje jediné tiplné feseni.
Obecnym resenim diferencidlni rovnice rozumime kazdé feseni y (x,c), z néhoz lze konkrétni

volbou konstanty ¢ obdrzet libovolné feseni této rovnice.

Véta 14.4 (Picardova). Uvazme diferencidlni rovnici

y'(2) = f(z,y(z)).
Necht f je spojitd na obdélniku D = {[z,y] € R? | |z — z0| < a, |y — yo| < b}, kde 20,90 € R,
a,b> 0. Necht [ splriuje Lipschitzovu podminku, tj. 3L > 0 Vx,y € D: |f(z)— f(y)| < Lz —yl.
Pak ma loha
(@)= f(z,y@), y(zo) =10
na intervalu [xg — o, 2o + a jediné vesent, kde o = min{a,bM '}, kde M = (xnzlf)ié(D lf (z,9)].
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Poznamka 14.5. Pokud bychom odebrali predpoklad Lipschitzovy podminky, dostavame pred-
poklady pro tzv. Peanovu vétu, kterd nam zaruci pouze existenci reseni.

Metody reseni rovnic 1. radu: separované proménné, homogenni,
linearni

Definice 14.6. Diferencidlni rovnici tvaru

nazveme rounici se Separovanymsi promennymi.

Metoda reSeni. Necht g (y) # 0 (v opacném piipadé mame y' = 0, tedy y () = ¢).

%=f(x)g(y),

dy /
—— =/ f(z)dx.
/ ) (@)
Odtud rovnou dostédvame obecné reseni.

Poznamka 14.7. Rovnice tvaru
y = f(ax +by+c)

prevedeme na rovnice se separovanymi proménnymi substituci z = ax + by + c.

Definice 14.8. Diferencialni rovnici tvaru

nazveme homogenni rovnici.

Metoda FeSeni. Uvazme substituci u = £. Pak y = ux a ¢ = v’z + u.

i-12)

e +u=f(u),
o= (f () =)

Timto dostdavame rovnici se separovanymi proménnymi.

,_f< ar + by +c >
¥ = Az + By +C

prevedeme na homogenni nésledujicim postupem:
Resime soustavu

Pozndmka 14.9. Rovnice tvaru

ar + by +c=0,
Az + By+C =0.
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o MA4-li soustava jediné feseni x = xq, y = yo, zavedeme substituci u = x — x9, v =y — o
dv y < au + bv >
du Au+ Bv)’
dv g a+ b“
du A+ BY Bz
e Nemd-li soustava feseni, pak zavedeme substituci z = ax + by a dostdvame rovnici se

separovanymi proménnymi.

Definice 14.10. Rovnici tvaru
Y =a(x)y+b(z)

nazyvame linedrni diferencidlng rovnici.

Metoda Feseni (Variace konstant). Nejprve vyfresime pfislusSnou homogenni rovnici

Dostavame reseni
T

Y= cel a@d , cER.
Nyni predpokldddme, Ze ¢ = ¢ (z) a feSeni homogenni rovnice zderivujeme
y/ _ c/(x)efa(:p)d:r+C(x)6fa(x)dxa(x)‘

Dosadime do zadané rovnice

d () ef a@dz | (x) e a@)dz, () =a(z)c(x) eJ a@dz |y (z).

_ /b(z) o [ al@)da

a dosadime za ¢ (x) do feseni homogenni rovnice

Yy = e al@)de / b(z)e”

Metoda feseni (Integracni faktor). Rovnici upravujeme nasledujicim zpusobem

Vypocitame c ()

v =a(x)y+b(x
M—a()y—bw
(v —a(x)y) e Ja@dz _
[ye [ o] = p ()o@

ye~ Ja@dr _ /b ye~ [ ot
y:ef /b e = [ a(@)

Definice 14.11. Bernoulliho rovnici rozumime rovnici tvaru

v +a(x)y=>bx)y", reR,r#1,r#0.
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Metoda reseni. Vydélenim y" dostaneme
y Y Fa@)y T =b(z).

Zavedeme substituci z = y'~", 2/ = (1 — ) y~"y/, dosadime

/

1_r+a(az)z:b(x)

a dostavame linedrni rovnici.

Definice 14.12. Rovnici
M (z,y)dz + N (z,y)dy =0
nazveme ezxaktni diferencidlni rovnici, jestlize vyraz na levé strané dané rovnice je Uplnym

diferencidlem d F' (z,y) néjaké funkce F (z,y). Tuto funkci nazyvame kmenovou funkci.

Metoda reseni. 7 definice je
dF (z,y) = Fpda + Fydy = 0.

Aplikaci Schwarzovy véty o zdménnosti smisenych derivaci (kdyz jsou tyto spojité), dostavame

podminku
oM  ON

oy ox
K vyteseni ptivodni rovnice nam stac¢i nalézt kmenovou funkci F'. Obecné feseni pak miizeme
psat v implicitnim tvaru

rovnice je exaktni <

F(z,y)=c¢, ceR

Linearni rovnice 2. radu s konstantnimi koeficienty, variace kon-
stant, specialni pravé strany
Definice 14.13. Linedrni diferencialni rovnici n-tého radu s konstantnimi koeficienty rozumime

rovnici tvaru
v+ an1y™ Y+ ey +agy = f (@)

Je-li f(x) =0, nazveme tuto rovnici homogenni, v opacném piipadé nehomogenni.

Metoda feseni (Homogenni). Nejprve zkonstruujeme charakteristicky polynom
N4 ap A+ a ) + ag

a nalezneme vSechny jeho kofeny A1, Ao, ..., Ap.

o Kazdému realnému korenu A nasobnosti & odpovidd k£ partikularnich feseni

Az, L b,

e Kazdé dvojici komplexné sdruzenych kofenti A = « 4 if nasobnosti £ odpovida k dvojic
partikularnich reseni
J;kfleaa:

e cos Bz, xe** cos Bz, ..., cos Sz,

€™ sin Bz, xe™®sin Bz, ..., ¥ e sin Bz.
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Obecné teseni je pak tvaru
Yy =ciy1+caya2 + -+ CplYn,

kde y1,y2,...,yn jsou linedrné nezavisla partikularni feseni, ¢y, ca,...,c, libovolné konstanty.
Systém {y1,v2,...,yn} pak nazyvame fundamentdlni systém resent.

Metoda Feseni (Nehomogenni — variace konstant). Nalezneme obecné feseni homogenni rov-
nice
y (@) = iy () + coy2 (2) + - + e (2).-

Obecné Teseni prislusné nehomogenni rovnice hledame ve tvaru

Y(z) = c1(2)yr () + c2 (2) ya () + -+ cn () yn (2)

pricemz funkce c¢; (z),..., ¢, (z) vypoéitame z nasledujici soustavy
d@y(z) + - + G@yl(z) = 0,
d@y () + - + @y, (@) = 0,
A@y(@) + - + cg@yyl® = 0,
& <x>y§”“f () + -+ cm)yff—j) (2) 0,
@y V@) + o+ GV @) = f)

Specilné pro n = 2 vypoéteme z kvadratického polynomu A?4a; A-ag kofeny A1, Ao. Dostévame
dvé partikuldrni feseni y1 (x), yo (z). Vypocitame ¢y (x), c2 (x) ze soustavy

A (@)y (z) + c (z) y2 (x) =0
1 (2) Yl (2) + b (2) yh (2) = f ()

a obecné reSeni dostavame ve tvaru

C

Y(z) = c1(2)y (z) + c2 (2) ya (o) .-

Metoda FeSeni (Nehomogenni — metoda neurcitych koeficient). Je-li f (x) zobecnény poly-
nom

f(x) =e* (P (x)cosfx + Q (z)sin fz),

hledame partikularni reseni ve tvaru
Y, = aFeo® (15 () cos Bz 4+ Q () sin B:L’) ,
kde ¢islo k£ je nasobnost « + i jakozto korene charakteristického polynomu. Polynomy ]5, CNQ

jsou polynomy s neznamymi koeficienty stupné nejvyse m, kde m = max{st P, st Q}. Dosazenim
do zadané rovnice vypocteme neznamé koeficienty. Obecné feseni bude tvaru

Y(z) =Yy (2) + Ya (2),

kde Y}, je feseni homogenni soustavy.
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Kapitola 15

Ciselné fady a fady funkci

Kritéria konvergence rad s nezapornymi cleny

Definice 15.1. Posloupnosti redlngjch ¢isel rozumime funkci a: N — R. Misto a (n) piSeme a,
a toto ¢islo nazyvdme n-tym ¢lenem posloupnosti. Posloupnost zna¢ime {a,}>2 .

Definice 15.2. Necht {a,}>2 je posloupnost redlnych ¢isel. Formalni vyraz
o0
2 an
n=1
nazyvame nekonecnou ¢iselnou radou. Posloupnost {s,}°2 ;, kde
n
s§1=a1, S2=a;+daz, Sp= Zai
i=1

nazyvame posloupnost cdstecnych soucti této rady. Existuje-li limita lim, ,00 s, = s € R,
fekneme, ze fada ) o2 ; konverguje a ma soucet s. Jestlize vlastni limita neexistuje, Fekneme,
ze Tada diverguje.

Véta 15.3 (Nutnd podminka konvergence). Jestlize rada ;> a,, konverguje, pak 1i_>m an = 0.
n oo

Lemma 15.4 (Cauchyovo-Bolzanovo kritérium konvergence). Rada 32, a,, konverguje prdvé
tehdy, kdyz posloupnost jejich cdstecniyjch soucti je cauchyovskd, tj.

Ve >0 3dng € NVn >ng Vm € N: |sppm — Sn| = ang1 + -+ apm| < €.

Véta 15.5. Budte > an, > b, konvergentni 7ady a necht > a, = s, . b, = t. Pak je konver-
gentni i tada Y (an + by) a plati

Z(an—i—bn):s—i—t.

Véta 15.6. Jestlize tada > a, konverguje, pak pro libovolné k € R konverguje téz rada Y ka,

a plati
(0] o0
Z ka, = k Z an,.
n=1 n=1

Véta 15.7 (Asociativni zakon pro ¢iselné tady). Necht > a, konverguje, {ny} je rostouci po-
sloupnost prirozenych cisel. Polozme ng =0 a pro k € N oznacme

bk = Qpy_1+1 + Any_q+2 +- Ay,
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Pak rada Y b, konverguje a plati

[e.e] o0

Z bk = Z Q.

k=1 n=1
Definice 15.8. Rada 3" a,, se nazyva rada s nezdporngmi (kladnijms) cleny, je-li a,, > 0 (a, > 0)
pro vsechna n € N.

Véta 15.9 (Srovnavaci kritérium). Budte > a,,, Y. b, Tady s nezdpornymi éleny a necht a, < by,
pro skoro vsechna n € N (tj. pro vsechna az na konecné mnoho). Potom plati

Z bn, konverquje = Zan konverguje,
Zan diverguje = an diverguge.

Véta 15.10 (Limitni srovnavaci kritérium). Budte Y an, > by Tady s nezdporngmi cleny a necht
existuje

Je-li L < 0o a konverguje-li 7ada > by, pak konverguje ¢ rada Y ay.
Je-li L > 0 a diverguje-li rada > by, pak diverguje i rada ) ay,.

Véta 15.11 (Odmocninové kritérium — Cauchyovo). Necht Y a, je tada s nezdporngmi cleny.

o Pokud Vn € N plati p/a, < q < 1, pak Tada konverguje.
Pokud pro nekonecné mnoho n € N plati /a, > 1, pak rada diverguje.

o Jestlize existuje lim, oo ¥Ya, = q, kde ¢ € R*, pak v pripadé q < 1 7ada > a,, konverguje
a v pripadé q > 1 1ada > ay, diverguje.

Véta 15.12 (Podilové kritérium — d’Alembertovo). Bud Y a, 1ada s kladngmi cleny.

o Pokud Vn € N plati a(’;—:l < q < 1, pak rada konverguje.

Pokud ¥n € N plati aZ—:l > 1, pak rada > an diverguje.

o Jestlize existuje limy,_, o0 ag:l =q, kde q € R*, pak v pripadé q < 1 rada > a, konverguje
a v pripadé ¢ > 1 1ada Y a,, diverguje.

Véta 15.13 (Limitni Raabeovo kritérium). Necht Y a,, je rada s kladniymi éleny a necht existuje

lim n (1 — an+1> =q, qeR"

n—00 an
Je-li ¢ > 1, rada 3 ay, konverguje. Je-li ¢ < 1, tada Y a,, diverguje.

Véta 15.14 (Integralni kritérium). Necht f je funkce definovand na intervalu [1,00), kterd je
na tomto intervalu nezdapornd a nerostouci. Necht ¥Yn € N plati f(n) = an. Pak tada Y ay,
konverguje prdvé tehdy, kdyz konverguje nevlastni integral [7° f (z)dx.
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Absolutné a neabsolutné konvergentni ¢iselné rady, komutativni
zakon pro ciselné rady

Definice 15.15. Nekonecna fada Y a, se nazyva alternujici, jestlize Vn € N plati sgna,11 =
= —sgna,.

Véta 15.16 (Leibnizovo kritérium). Necht a, je monotonni posloupnost kladniych cisel. Pak
alternujict rada > (—1)”71 ayn konverquje prave tehdy, kdyz limy,— o a, = 0.

Véta 15.17. Konverguje-li tada Y |ay|, pak konverguje i tada Y ay,.

Definice 15.18. Rekneme, Ze fada 3" a,, konverguje absolutné, jestlize konverguje fada 3~ |a,|.
Jestlize fada Y a, konverguje a Y |a,| diverguje, pak fekneme, ze fada ) a, konverguje neab-
solutné.

Véta 15.19 (Abelovo a Dirichletovo kritérium). Necht {b,} je monotonni posloupnost a plati
jedna z nasledujicich podminek:

e (Dirichlet) Posloupnost ¢distecngch soucti tady 'y ay je ohranicend a limb,, = 0.
e (Abel) Rada Y a,, konverguje a posloupnost {b,} je ohranicend.
Pak rada Y anb, konverguje.

Definice 15.20. Necht > a,, je ¢iselna rada, {k,} permutace mnoziny N. Pak fikdme, ze } ay,,
vznikla prerovndnim rady > a,.

Véta 15.21 (Komutativni zakon pro ¢iselné fady). Necht rada Y a,, konverguje absolutné. Pak
konverguje absolutné kazda rada ) ay, vznikld prerovndnim rady ) ay a plati Y ag, = ap.

Véta 15.22 (Riemannova). Necht 7ada Y a, konverguje neabsolutné a s € R je libovolné. Pak
existufi prerovndni Y ay,, > Qp,, > Aq, Tady > a, takové, Ze Y ay, = s, Y ap, urcité diverguje
a ) aq, osciluje.

Mocninné rady, polomér konvergence, Taylortiv polynom a Tay-
lorova rada, derivovani a integrovani mocninnych rad

Definice 15.23. Necht {f, (z)} je posloupnost funkci na intervalu I, z¢ € I je libovolné. Je-
li ¢iselnéd posloupnost {f, (xg)} konvergentni, fikdme, ze posloupnost {f, (z)} je konvergentni

v bodé x.
Rekneme, ze posloupnost funkei bodové konverguje k funkci f na I, jestlize konverguje Vo € I, tj.

VeelIVe>03ng e NVn>ng: |fn(z)— f(z)] <e
PiSeme lim f,, (z) = f (z) pro = € I nebo f,, — f na I.
Definice 15.24. Necht {f, (z)} je posloupnost funkci definovanych na intervalu I. Formalni

vyraz
[e.e]
n=1
nazyvame nekonecnou radou funkei. Posloupnost {s, (z)}52, kde

sp(z) = fi(z)+ fa(z) +--- + fu(x),

nazyvame posloupnosti éastecnijch souctu fady Y. fp, (z).
Jestlize Va € I posloupnost ¢asteénych souctu {s, (z)} konverguje, fekneme, ze fada Y f,, (x)
bodové konverguje na intervalu I a funkci s (z) = lim s,, () nazyvame souctem rady > f, (x).
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Definice 15.25. Rekneme, Ze posloupnost funkei {f, (z)} konverguje stejnomérné k funkci
f (z) na intervalu I, jestlize

Ve>03dng e NVn>nog Ve el: |f,(z)— f(z)] <e

Piseme f, = f na [I.

Definice 15.26. Rekneme, Ze fada funkci 3 f, (x) konverguje stejnomérné na intervalu I
ke svému souctu s (z), jestlize posloupnost {s, (z)} jejich ¢dsteénych souctu stejnomérné kon-
verguje na I k funkci s ().

Véta 15.27 (Weierstrassovo kritérium). Necht {f, ()} je posloupnost funkci na I. Necht exis-
tuje posloupnost nezapornych cisel {ay} takovd, Ze Y a, konverguje a plati

Ve e IVneN: |f,(x)] < ap.

Pak rada Y fr, (x) konverguje stejnomérné na I.

Definice 15.28. Bud {a,}72, posloupnost redlnych ¢isel, zp € R libovolné. Mocninnou radou
se stfedem v bodé z( a koeficienty a,, rozumime radu funkci tvaru

o
Z an (x —x0)".
n=0

Véta 15.29. Necht 3" a,x™ je mocninnd rada a necht a = limsup {/[a,|.

Je-li a = 0, pak tada absolutné konverguje pro vsechna x € R. Rikdme, Ze tada vidy konverguje.
Je-li a = oo, pak tada diverguje pro vsechna x # 0. Rikdme, Ze tada vidy diverguje.

Je-li 0 < a < oo, pak fada absolutné konverguje pro |x| < 1 a diverguje pro |x| > 1.

Definice 15.30. Je-li 0 < a = limsup ¥/|a,| < oo, pak se ¢islo r = é nazyva polomér konver-

gence a interval (—r, 1) se nazyva konvergencni interval. Oborem konvergence rozumime mnozinu
bodi, kde fada konverguje, v tomto pripadé konvergencni interval s pripadnymi krajnimi body.

Véta 15.31. Necht r > 0 je polomeér konvergence mocninné rady Y anx™. Pak tato Tada stej-
nomeérné konverguje na kazdém uzavreném podintervalu [—p, p] intervalu (—r, r).

Véta 15.32. Necht r > 0 je polomér konvergence mocninné rady > a,z™. Pak soucet této rady
je spojitd funkce na intervalu (—r, r).

Véta 15.33. Bud'r > 0 polomeér konvergence mocninné rady Y anx™. Pak

xz [ Sl x
/ (Z ant”> dt = Z/ ant™ dt,
0 n=0 n=0"0
0o ! 0o
(Z anx"> = Z (anz™),
n=0 n=0
pricemz mocninné rady na pravych strandch maji opét polomér konvergence r.

Definice 15.34. Necht funkce f ma v bodé x( derivace vsech fddi. Mocninnou fadu

< f) (4
Z f n(' 0) ($ _ xo)n
n=0 ’

nazyvame Taylorovou radou funkce f v bodé xg.
Je-li £y = 0 hovorime o Maclaurinové radé.
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Véta 15.35. Necht mad funkce f: R — R v okoli bodu xg vlastni derivace aZ do rddu n+ 1 pro
nékteré n € Ng. Pak pro vsechna x z tohoto okoli plati

n ) (g |
F@) =3 T o) 4 B @),
=0 ’

kde

F (€
(n+1)!

pricemsz £ je vhodné cislo leZici mezi xg a x. Toto vyjddreni se nazgyvd Tayloruv vzorec. Chyba

R, (z) se nazyvd zbytek.

)n—l—l

R, (z) = (x — o ,

Véta 15.36. Necht funkce f md v néjakém bodé xg derivace vsech radi. Pak ¥x € I > xg plati
o
£ (20)
f(z) = ZT(SU—@“O)”
n=0
prdvé tehdy, kdyz pro posloupnost { R, (x)} Taylorovych zbytki plati Vz € I: ILm R, (z) =0.
n—oo

Fourierovy rady

Definice 15.37. Budte f, g integrovatelné na [a, b]. Cislo

o= [ 1@ da

nazyvame skaldrnim soucinem funkci f, g. Funkce f, g se nazyvaji ortogondlni (na intervalu
[a, b]), jestlize (f,g) = 0.

Definice 15.38. Bud f integrovatelna na [a, b]. Normou funkce f rozumime ¢islo || f|| = /(f, f)-
Funkce f se nazyva normovand, jestlize ||f|| = 1.

Definice 15.39. Bud {¢,} kone¢na nebo spocetnd posloupnost integrovatelnych funkei na in-
tervalu [a, b]. Tato posloupnost se nazyva ortogondlni, jestlize kazdé dvé funkce ¢,,, @, pro
m # n jsou ortogonalni a kazda funkce ¢,, ma kladnou (nenulovou) normu.

Posloupnost {¢,} se nazyva ortonormdlni, jestlize je ortogonalni a kazdéd funkce ¢,, je normo-
vana.

Definice 15.40. Bud {¢,} ortogonalni posloupnost funkci na [a,b], f integrovatelnd na [a, b].

Pak ¢isla
. (fron)  (fron)

(non) — llnl

nazyvame Fourierovy koeficienty funkce f vzhledem k ortogonélni posloupnosti {¢,} a fadu

00
Z CnPn
n=1

Fourierovou radou funkce f vzhledem k ortogonalni posloupnosti {¢, }.

1 cosx sinz cos2z sin2z

Lemma 15.41. Posloupnost {\/77, SV ARV v St ,...} je ortonormdlni na [—m, m|.
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Pozndmka 15.42. Uvazme ortonormalni bézi (uy, .. ., u,) vektorového prostoru. Bud v libovolny
vektor. Nasim cilem bude vyjadiit vektor v v bazi (u;). Vime, ze v = ajuy + - -+ + a,u, pro
néjaké skalary aq,...,ay,. Proto

<V uw;) = a; (u;,w;) =a; proi=1,2,...,n,

= (v,up)u; + (v,ug) ug + - - + (v, uy) u,.

cosx sinx cos2x sin2x } .

Podobné budeme chtit vyjadrit f v ortonormélnim systému {f’ r o om e o m

() i S () S () )

n=1

;/_:f(x) dg;+nZ::1 KW /:rf(ac) cosnxdx) cosnx + (71r /:rf(ﬂs)sinnmdx) sinnaz} .

Tyto poznatky shrnuje nasledujici véta.

Véta 15.43. Fourierova Tada libovolné integrovatelnd funkce f na [—m, | md vzhledem k sys-
tému {1, cos z,sin z, cos 2z,sin 2z . .. } tvar

oo
30 + Z (ap cosnx + by, sinnz) ,

n=1
kde ay, b, jsou Fourierovy koeficienty funkce f pro néz plati:

1 ™
an:—/ f(x)cosnxdz, n e Ny,

T J—7

1 ™
:—/ f(z)sinnzdx, neN.
T J—m

Dausledek 15.44. Bud f integrovatelnd funkce na [—m, 7).
Je-li f sudd, pak md jeji Fourierova tada tvar

[e.e] 2 T
?0—{—2&”008711:, kdeVnGNO:anzﬂ/O f (z) cosnx dx.

n=1

Je-li f lichd, pak md jeji Fourierova rada tvar

Zb sinnx, kdeVneN:b, =— /f ) sin nx dz.

n=1

Definice 15.45. Rekneme, Ze funkce f je po cdstech spojitd na [a,b], jestlize mé na tomto
intervalu pouze kone¢ny pocet bodu nespojitosti a v téchto bodech existuji vliastni jednostranné
limity.

Rekneme, Ze funkce f je po cdstech monotonni na [a, b], jestlize existuje kone¢né déleni tohoto
intervalu tak, ze uvnitt kazdého déliciho intervalu je dana funkce monotonni.

Véta 15.46 (Dirichletova). Necht funkce f je po castech spojitd a po édstech monotonni na [—m, ).
Pak jeji Fourierova rada konverguje na [—m, | a jeji soucet je roven

o f(zo) v kazdém bodé xo € (—m,m), v némz je f spojitd,

[ ]

% [f (:Ua) + f (xarﬂ v kazZdém bodé xy € (—m, ), v némz je f nespojitd,

o L[f(=m") + f(n7)] v krajnich bodech intervalu [—, ).

73



Pozndmka 15.47. Snadno odvodime tvar Fourierovy rady periodickych funkei s periodou p # 2.
Ozna¢me p = 2h a predpoklddejme, Ze f je integrovatelna funkce na [—h, h|. Fourierova rada
funkce f bude tvaru

o0
% +nz::1 (ancos %xqt by, sin Tx) ,

kde Fourierovy koeficienty jsou dany vzorci
1 rh
an = —/ f(z) cosgxdx, n € Ny,
h J_p h

1 rh
bn:%th(x)sinn%xdx, n € N.
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Kapitola 16

Integralni pocet v R"

Konstrukce Riemannova integralu v R”, Fubiniho véta

Pozndmka 16.1. Uvazujme prostor R?. Nasim cilem bude zavést rozumny zptisob, jak piifadit
miru mnozindm A C R2.

Definice 16.2. Bud A C R? ohranicen4.

Ctverctim o hrané délky jedna pfifadime miru m (A) = 1.
Jestlize AN B =0 a existuji m (A), m (B), pak m (AU B) = m (A) + m (B).
Je-li F: R? — R? shodné zobrazeni a existuje m (A), pak m (F (A)) = m (A).

Definujeme sit 7ddu n. Tou bude ¢tvercova sif tvorena ctverci o hrané délky 2%, ktera

vznikne rozdélenim R? pifmkami y = 2% ar= 2% pro k,l € Z.

Elementdrni mnoZinou A C R? rozumime mnozinu, kterd vznikla sjednocenim &tvercii
fadu n pro néjaké n € N. Jeji mirou m (A) je soucet mér jednotlivych étverci.

Jadrem ¥4du n mnoziny A C R? rozumime mnozinu .J,, (A) obsahujici vechny étverce
radu n, které lezi pod A°.

Obalem tadu n mnoziny A C R? rozumime mnozinu O,, (A) obsahujici vSechny &tverce
radu n, které maji s A neprazdny prunik.

Diky tomu jsou m (J, (4)) a m (O, (A)) dobfe definované a plati:

In (A) € Jny1 (A) = m (Jn (A)) <
On (4) 2 Ont1(A) = m (On (4)) =

Posloupnost {m (J,, (4))} je neklesajici a shora ohrani¢end, {m (O,, (A))} je nerostouci a zdola
ohranicend, mtzeme proto definovat néasledujici pojmy:

Xtz def . - Oy p ..
Cislo m, (A) e limy, 00 m (Jy, (A)) nazyvame vnitrni Jordanovou mirou mnoziny A.

= d .y v, . ..
Cislo m* (A) =) lim,, oo m (O, (A)) nazyvame vnéjsi Jordanovou mirou mnoziny A.
d
Jestlize navic plati m. (A) = m* (A), pak ¢islo m (A) . (A) = m*(A) nazveme
Jordanovou mirou mnoZiny A.

Jestlize my (A) < m* (A), pak fekneme, ze A neni Jordanovsky meéritelnd.
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Véta 16.3. Omezend mnozina A C R? je méritelnd < m (h(A)) = 0.
Definice 16.4. Bud A C R? omezené a méfitelnd, f: A — R. Uvazme sit fddu n a pomoci ni

rozlozme mnozinu A = |Ji*; D;, kde D; vzniknou jako pruniky A se ¢tverci sité. Oznacme

m; = inf f(xz,y), M;= sup f(z,y)
[z,y]€D; [z,y]€D;

a definujme:

d ,os , v vy
e Cislo s, (A, f) = 2] o m; - m(D;) nazyvame dolnim souctem Tadu n.

def

Cislo S, (A, f) =

M M, - m (D;) nazyvame hornim souctem tadu n.

Cislo limy, o0 S (A, f ) f [ f (z,y) dedy nazyvame dolni Riemanniv integrdl.

A
o Cislo lim,_,o0 Sy é ﬁ (z,y) dedy nazyvame horni Riemanniv integrdl.
A
v -7 de
o Jestlize [/ f (z,y)dzdy = £ff (2,y) dady, pak £ff(w,y) dedy < JI f(z.y)dady =
A A

= ﬁ f (z,y) dedy nazveme Riemannovym integrdalem funkce f pfes mnozinu A.
A
e Existuje-li [[ f(x,y)dxdy < oo, Fekneme, Ze funkce f je integrovatelnd na A.
A

Véta 16.5. Bud A C R? omezend a méritelnd, f, g integrovatelné na A. Pak jsou zde integro-
vatelné i funkce f+g a f-g. Fxistuje-li m > 0 takové, ZeVr € A: y < m, je g L integrovatelnd
na A.

Véta 16.6. Budte A, B omezené a méritelné.
Je-li f integrovatelnd na A, pak je integrovatelnd na kazdé méritelné podmmnoziné A.
Je-li f integrovatelnd na A i B, AN B =, pak je f integrovatelnd na AU B a plati

//fzydmdy—//fxyd$dy+/ f (z,y) dzdy.

AUB

g(l’

Je-li f omezend na A a m(A) =0, pak je [ integrovatelnd na A a plati [[ f (x,y)dzdy = 0.
A

Je-li f omezend a spojitd na A, pak je f na A integrovatelnd.
Je-li f omezend a mnozZina bodu mespojitosti f na A md Jordanovu miru nula, pak je f inte-
grovatelnd na A.

Véta 16.7 (Fubiniho). Bud f integrovatelnd na obdéiniku A = [a,b] X [c,d]. Oznacme

= /jf (x,y)dy, G(z)= /jf (z,y)dy.

Pak jsou funkce F, G integrovatelné na [a,b] a plati

//f(x,y)dwdy:LbF(x)dx:/abG(x)dx.
A

Specidlne, je-li f na A spojitd, pak
/ f(w,y)dxdy—/ Vfwydy] / foydw]
A
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Véta 16.8. Oznacme A = {[z,y] | = € [a,b], g(x) <y < h(x)}, pricemZ g, h jsou spojité
funkce na [a,b] takové, Ze Vx € [a,b] : g(z) < h(x). Bud f integrovatelnd na A. Pak

[ 7@ dady = /ab [/g?:)m,y) dy] dz.
A

Poznamka 16.9. Analogicky mtzeme definovat integral v R™ a vyslovit pro néj Fubiniho vétu.

Véta o transformaci integralu, geometrické aplikace integralu

Definice 16.10. Necht g, h jsou funkce definované na mnoziné B C R%. Ozna¢me F: B — R?,
F (u,v) = [g(u,v), h(u,v)]. Rekneme, Ze zobrazeni F je spojité diferencovatelné v B, jestlize
existuje oteviena mnozina 2 O B takovd, ze funkce g, h lze rozsitit na §2 takovym zpusobem,
ze g, h maji v € spojité parcialni derivace prvniho radu podle obou proménnych wu, v.

Definice 16.11. Bud F: B — R? F = [g(u,v),h (u,v)] spojité diferencovatelné zobrazeni
v B. Determinant

Gu  Gv

Jr = hy hy

se nazyva jacobidn zobrazeni F. Jacobian Jr: B — R je funkci proménnych u, v.

Definice 16.12. Spojité diferencovatelné zobrazeni F': B — R? na oteviené mnoziné B se
nazyva reguldrni, je-li jeho jacobian .J ruzny od nuly v kazdém bodé mnoziny B.

Véta 16.13. Necht B C R? je uzaviend a méritelnd mnozina, Q@ C R%, Q D B je oteviend. Necht
F:Q — R2, F(u,v) = [g(u,v),h(u,v)] je prosté requldrni zobrazeni. Necht funkce f (z,y) je
spojitd na A = F (B). Pak plati

//f(x,y)dxdy://f(g(u,v),h(u,v))|JF(u,U)|dudv.
A B

Poznamka 16.14. Transformace provadime néasledujicim zptisobem

J[ £ @y dady
A

Pozndamka 16.15. Analogické definice a vétu mutzeme vyslovit pro R™.

.m:g(u,v)
ks y:h(u’v)

- // £ (g (u,v),h(u,v)) | Jr| dudv.

FA)

Poznamka 16.16 (Typické transformace). Uvedeme si nejcastéjsi priklady transformaci.

e Polarni souradnice

X = pcosp
_ = |J[=p
y = psing
e Eliptické souradnice
x=apcosp 17| = abp.

y = bpsin e

e Sférické souradnice
T = pcospsind
y = psin psind = |J| = p*sinv.
z = pcosv
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e Cylindrické souradnice

T = pCcosy
y=psing = |J|=p
zZ =2z

Pozndamka 16.17. Chceme-li vypocitat objem néjakého objektu A, pocitame vlastné integral

/1dx.
A

Krivkovy a plosny integral I. a II. druhu, Greenova véta, Gauss-
Ostrogradského véta

Definice 16.18. Necht jsou ¢, 9: [a, ] — R spojité na [«, ],
C={lz,y) eR* |z =p(1), y=2 (1)}

C' se nazyva spojitd krivka v roviné s parametrickym vyjadienim x = ¢ (t), y = ¢ (t).

Pokud maji ¢, ¢ spojité parcidlni derivace ¢/, ¥/ a Vi € [o, 8] : (¢')* + (') # 0, nazyvé se
C hladkd krivka. K¥ivka C se nazyva po cdstech hladkd, jestlize lze rozdélit na koneéné mnoho
intervali, na kterych je hladka.

Krivka C se nazyva uzavrend, jestlize [¢ (o), ()] = [¢ (B), % (B)].

Krivka C se nazyva jednoduchd, jestlize sama sebe neprotind ve vnitinim bodeé.

Krivka C se nazyva Jordanova, jestlize je uzaviend a jednoduché.

Poznamka 16.19. Analogicky zavedeme kiivku v prostoru (¢i ve vyssi dimenzi).

Pozndmka 16.20. Pro kiivku, kterd neni uzaviend mutzeme zavést orientaci tak, ze urc¢ime po-
fadi dvou ruznych bodu.

Pro uzavienou kiivku mutzeme zavést orientaci tak, Ze u tii riznych bodt ur¢ime jejich poradi.
Pokud se s rostoucim ¢ pohybujeme po kiivce v souladu s orientaci, fekneme, zZe jeji paramet-
rizace je souhlasnd. V opacném pripadé fekneme, ze jeji parametrizace je nesouhlasnd.

Definice 16.21. Bud C po ¢astech hladka kiivka, jejiz soutadnice jsou popsany v kartézské
soustaveé souradnic parametrickymi rovnicemi

C: z=z(t), y=yi), z==z2((), teJ=[n/0].

Uvazme déle funkei f (x,y, z) definovanou v bodech kiivky C.

Budeme predpokladat, ze f (x (t),y (t),z (t)) je po ¢astech spojita na [«, 3].

Uvazme déleni a =ty < t; < -+ < t, = B pro n € N. Tyto délici body preneseme na kiivku
C a ozna¢ime Ay = [z (tx),y (tk), 2z (tx)]. Body Ao, ..., A, rozdéli kiivku na n dseku, které
nazyvame elementy krivky a zna¢ime je si. Oznacme dale m (sy) délku elementu si. V kazdém
z elementt zvolime libovolny bod My = [xk, yk, 2k] a utvoiime integralni soucet

Sn=>_ f (T Yk zk) - m (s) -
k=1
Limitu
lim Sn

maxy, m(sg)—0

nazyvame krivkovym integrdilem prvniho druhu a znaéime ji

/f(ac,y, z)dl.
C
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Poznamka 16.22. Pravé jsme si konsktruktivné zavedli kiivkovy integral prvniho druhu. Po-
dobné muzeme zavést i ostatni integraly, ale pro jednoduchost zvolime iny pristup.

Definice 16.23. Necht v: [a,b] — R™ je po ¢astech hladkéd kiivka. Pro funkei f: R™ — R
spojitou na [y] definujeme krivkovy integrdl ze skaldrni funkce f predpisem

/f ' [71 6wy o far

Definice 16.24. Bud’ : [a,b] = R™ po c¢astech hladké kiivka. Krivkovy integrdl podle krivky
v z vektorové funkce F:R" - R" spojité na [y] definujeme vztahem

/F(x)dz:/Pl(x)d:c1+P2(x)dx2+-~.+P dxndifi/ (F(r ()7 (1) dt,

pricemz volime znaménko -+, je-li parametrizace souhlasna s orientaci kiivky -, v opac¢ném
pripadé volime znaménko —.

Véta 16.25 (Greenova). Necht e [a,b] — R? je jednoduchd, uzaviend, kladné orientovand,

po &dstech hladkd kiivka. Necht F' = [P,Q] : R? — R? je vektorové pole tridy C* na mnoziné
D = [y]Uint (). Pak plati

/medl /Q:ca:y P, ()] dedy.

Dusledek 16.26. Bud C po castech hladkd Jordanova krivka, D mnoZina ohranicend krivkou
C. Pak

1
m (D) = 5/—ydaz+wdy.

Véta 16.27. Krivkovy integrdl [ Pdx 4+ Qdy nezdvisi na integracni cesté & Pdx + Qdy je
diferencidlem néjaké kmenové funkce F'.

Véta 16.28. Budte P, Q, P,, Q; spojité v otevrené a souvislé mnoziné G. Pdx + Qdy je
diferencidlem néjaké funkce F' < P, = Q. v G.

Definice 16.29. Bud () # M C R? oteviend a p: M — R? tiidy C' (M). Bud f spojitd na [p].
Plosny integrdl ze skaldrni funkce f (x,y,z) pres ¢ definujeme vztahem

/ f(@y.2)ds Y / / f (i (u,0)) [|spu % 0] dudv.
v M

Definice 16.30. Bud [¢] C R? plocha. Bud C libovolnd uzaviend kiivka na [¢]. Jestlize se
normalovy vektor k [¢] pfi obéhu po C' vrati se stejnou orientaci, pak fekneme, ze plocha [¢] je
orientovatelnd.

Orientaci rozumime volbu orientace normalového vektoru v libovolném (kazdém) bodé oriento-
vatelné plochy [¢]. Rekneme, 7e plocha [¢] pro ¢ (u,v) : M — R3 je kladné orientovana, jestlize
orientace normély je souhlasnd s orientaci ¢, X @, v néjakém bodé [p].

Definice 16. 31. Bud ) # M C R? oteviend a ¢: M — R3 kladné orientovana plocha tifdy
ct(Mm ) Bud F = (P,Q, R) : R? — R3 spojité vektorové pole na [¢]. Plosny integrdl z vektorové
funkce I definujeme vztahem

//F(x,y, z)dS = //dedz + Qdzdz + Rdzdy = // <F)(go (u,v)), Py X gov> dudov.
@ ® M
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Definice 16.32._}Bud’ F = (fi, fay- s fn) : R® — R™ vektorové pole tiidy C'. Divergenci
vektorového pole F' definujeme predpisem

Definice 16.33. Necht D C R? je jednoduse souvisl4 mnozina a g,q € C! (D, R). Mnozina
M ={lz,y,2] e R’ | (z,9) € D, g(z,y) <2z < q(x,9)}
se nazyva requldrni obor ve smeéru z.

Definice 16.34. Necht V C R3 lze vyjadrit jako koneéné sjednoceni reguldrnich oborti ve
smérech x,y, z. Pak se mnozina V nazyva reguldrni obor.

Véta 16.35 (Gaussova-Ostrogradského). Bud V. C R3 reguldrni obor, F: R — RS spojitd
na V. Oznacme S = h (V) hranici mnoZiny V orientovanou ve sméru vnéjsi normdly. Pak plati

//J?dsz///divz?dv,

S 14

tedy

//dedz—l—@dxdz—i—Rdxdy:/// (Py + Qy + R.) dzdydz.
|4

S

Lebesguetv integral

Definice 16.36. Bud X # () mnozina, A C 2%, A # (. Rekneme, Ze A je o-algebra na X,
jestlize

e X cUA,

e AcA=X-AcA,

e A,ceAneN= |J A, €A
neN

Definice 16.37. Bud X # (). Mirou na X rozumime mnozinovou funkeci p definovanou na
néjaké o-algebre A na X, ktera spliuje:

e Ac A=0<pu(A) < oo,
o M(Q)::O’

e A, €A, n €N po dvou disjunktni = p ( U An> = % w(Ay).
neN n=1

Cislo p(A) se nazyva mirou mnoziny A. Prvky o-algebry A se nazyvaji méritelné mnoZiny
vzhledem k mife u. (X, A, p) se nazyva méritelny prostor.

Oznaceni 16.38. Uvazujme nyni méfitelny prostor (R"”, £, \), ACR" Aec ¥, f: A— R*
kde .Z je o-algebra Lebesgueovsky méritelnych mnozin, A Lebesgueova mira.

Definice 16.39. Bud (R",.Z, \) méfitelny prostor. Zobrazeni f: A — R*, A C R"™ se nazyva

redlnd funkce na mnoziné A. f nazveme konecnou funkci, jestlize obor hodnot H (f) C R. Redlna
funkce f se nazyva méritelnd funkce, jestlize

e Ac Z,
eVacR: {zecA|f(x)<a}e .
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Definice 16.40. Funkce f se nazyva jednoduchd, je-li kone¢na, méritelnd, nezaporna a mnozina
funkénich hodnot je konecna.

Lemma 16.41 (Reprezentace jednoduché funkce). KazZdou jednoduchou funkci f lze jedno-
znacné vyjadrit v tzv. kanonickém tvaru

n
f=Y"aixa,,
=1

kde A; € A, a; >0, Vi#j:a; #a;, AiNA; =0 a xa, je charakteristickd funkce mnoZiny A;.

Definice 16.42. Bud f jednoduchd funkce na A, f = > a;xa, jeji kanonické vyjadieni.
Integrdlem funkce f pres mnozinu A vzhledem k mire A rozumime ¢islo

/fd)\ et zn:ai)\(Ai).
A =1

Definice 16.43. Bud f nezaporna funkce na A. Necht {f,}°2; je posloupnost jednoduchych
funkci takova, ze f, * f. Definujeme

/ Fax i / Fd.
A A

Je-li [, fdX < oo, fekneme, Ze f je integrovatelnd na A.
Oznadeni 16.44. Ozna¢me f* = max{f,0} a f~ = max{—f,0}.

Definice 16.45. Bud f libovolnd méfitelnd funkce na mnoziné A. Je-li alespon jedna z funkei
fT, f~ integrovatelnd na A, pak definujeme

d;f _ _ .
Zfd)\ Zf*d)\ A/f X

Rekneme, Ze f je integrovatelnd na A, jestlize [ 4 fd\ existuje a je konecny.
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Kapitola 17

Zaklady analyzy v komplexnim
oboru

Holomorfni funkce

Definice 17.1. Bud G C C oteviend mnozina a uvazujme funkci f: G — C. Bud z9 € G.
Rekneme, Ze funkce f je v bodé zy komplexné diferencovatelnd (monogenni), jestlize existuje

konecéné limita
f(z) = f(20) _ lim f(z0+h) = f(20)

lim .
2=z zZ— 20 h—0 h
zeC heC

- L Lo . . d
Tuto limitu nazyvame derivaci funkce f v bodé zy a znaé¢ime f’ (2) nebo d—}; (20)-

Véta 17.2. Oznacme u = Re (f), v=1Im (f), 20 = xo+1iyo. Je-li f komplexné diferencovatelnd
v bodé zy, pak plati

ug (70,%0) = vy (To, Y0)

uy (7o, Yo) = —vz (%o, Yo) -
Tyto podminky nazyvdme Cauchyho-Riemannovy podminky.

Definice 17.3. Funkce f se nazyva holomorfni v bodé zy, je-li f komplexné diferencovatelna
v néjakém jeho okoli. Funkce f se nazyva holomorfni na oteviené mnozine M C C, jestlize je
holomorfni v kazdém bodé mnoziny M.

Definice 17.4. Derivaci komplexni funkce v redlné proménné t definujeme vztahem

) t) — v (to)
/(to) = lim LW =7 (t0).
7' (to) L

Cauchyova véta a Cauchytv vzorec

Definice 17.5. Krivkou rozumime spojité zobrazeni v: [a, 3] — C. Rikéme, Ze krivka je para-
metrizovand vzhledem k intervalu [, ], nezdvisle proménnou funkce v nazyvame parametr.
Geometrickym obrazem (grafem) kiivky v rozumime mnozinu ] = v ([, 5]).

Bud ¢ € [a, B]. Existuje-li v/ (t9) # 0, nazyva se v (to) smérovy vektor kiivky v v t.

Primku z = v (to) + 7' (to) t nazyvdme tecnou ke kiivce v v bodé tg.
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Krivka v se nazyva
e uzavrend, jestlize v (o) = v (5),
o hladkd, jestlize ma funkce 7 spojitou a nenulovou derivaci na [«, 3],
e po castech hladkd, jestlize lze rozdélit na kone¢né mnoho hladkych kiivek,
e cesta, lze-li rozdélit na konec¢né mnoho krivek, které maji spojitou derivaci,
e jednoduchd, jestlize sama sebe neprotne ve vnitinim bodé,
e oblouk, jestlize neni uzaviena,
e Jordanova krivka, jestlize je jednoducha a uzavrena,

e Jordanova cesta, jestlize je v Jordanova kiivka a zaroven cesta.

Definice 17.6. Necht g: [, ] — C je po ¢éastech spojitd funkce. Integrdl ff g (t) dt definujeme
vztahem

B B B
/ g(t)dt:/ Reg(t)dt—H/ Tm g (£) dt.
Definice 17.7. Necht v: [«, 8] — C je cesta a necht f: [y] — C je spojitda funkce. Krivkovy
integrdl funkce f po cesté v definujeme vztahem

B
[1@az= [ 1oy @a
o7 «

Definice 17.8. Bud f: Q — C spojita funkce na oteviené mnoziné Q C C. Rekneme, Ze kiiv-
kovy integral fﬁ/ f(2)dz v Q nezdvisi na integracni cesté, jestlize V-1, 72 majici stejné pocateéni

a koncové body plati
/ f(z)dz:/ f(z)dz.
71 Y2

Véta 17.9 (Cauchy). Necht Q C C je jednoduse souvisld oblast. Necht funkce f je holomorfni
v Q. Pak pro kazZdou uzavrenou cestu vy v € plati

[Yf(z)dz:O.

Véta 17.10 (Cauchy-Goursat). Necht v je Jordanova cesta v C. Necht f je holomorfni funkce
v Inty a spojitd a konecnd na Int~y. Pak

[yf(z)dz:O.

Véta 17.11 (Cauchyho véta pro dvojici Jordanovych cest). Necht v, w jsou kladné orientované
Jordanovy cesty v C takové, Ze [w| C Inty. Necht f je holomorfni funkce v oblasti Int v N Extw
a spojitd a konecnd na Inty N Extw. Pak plati

/Vf(z)dz:/wf(z)dz.

Véta 17.12 (Cauchyho vzorce). Necht v je kladné orientovand Jordanova cesta v C. Necht f
je holomorfni v Inty a spojitd a konecnd na Int~y. Pak plati

1/f(2)dzz{f(zo) zo € Inty,

27 Jy 2 — 29 0 zp € Ext .

Dale, pro libovolné zy € Int~y a n € Ny plati

e S LI)
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Elementarni funkce v komplexnim oboru

Pozndmka 17.13. Definice posloupnosti, rady, absolutni konvergence, 1ady funkci a stejnomérné
konvergence se v komplexni analyze témeér shoduji s témi, které se zavadéjl v analyze redlné.
Omezime se proto na pojmy a tvrzeni, které souvisi s elementarnimi funkcemi.

Véta 17.14. Rada 3" a,, konverguje prdvé tehdy, kdyZ konverguji vady Y Re (an) a Y Im (ay).

Definice 17.15. Rekneme, Ze fada . f, () konverguje skoro stejnomérné na mnoziné M,
jestlize konverguje stejnomérné na kazdé kompaktni podmnoziné K C M.

Definice 17.16. Mocninnou tadou rozumime funkéni fadu tvaru > o2 a, (2 — z0)", pFicemz
an, 2o € C. Cisla a, nazveme koeficienty mocninné fady a zg stredem mocninné rady.

Véta 17.17 (Cauchy-Hadamard). Bud " a, (z — 20)" mocninnd rada. PoloZme
[ = limsup {/|ay|.
o Je-lil =0, pak mocninnd rada konverguje absolutné v kazdém bodé z € C.
o Je-lil = 0o, pak mocninnd rada diverguje v kazdém bodé z € C\ {z}.
o Je-li 0 <l < o0, pak mocninnd rada
— konverguje absolutné v kazdém bodé z € C takovém, Ze |z — zp| < %,
— diverguje v kaZdém bodé z € C takovém, Ze |z — zo| > %

Definice 17.18. Cislo R = % nazveme polomeérem konvergence mocninné rady. Je-1i 0 < R < oo,
nazyva se kruh K (29, R) konvergencnim kruhem mocninné tady, jeho hranice konvergencni
kruznict.

Véta 17.19. Mocninnd 7ada konverguje v konvergencnim kruhu absolutné a funkce, ke které

konverguje je spojitd. Na konvergencni kruznici mize konvergovat i divergovat. Vné konvergenc-
niho kruhu radae diverguje.

Véta 17.20 (Taylorova véta). Necht je f holomorvni v K (29,7), 20 € C, 0 < r < co. Pak pro
z € K (20,7) plati

o 4(n) (4
f(z) = Zw(Z—ZO)".
n=0 :

Definice 17.21. Pro z € C definujeme elementdrni funkce nésledujicim zptisobem:
Ezponencidlni funkce exp z = e*:

» def 4
expz =¢€° = —-
= n!
Goniometrické a cyklometrické funkce:
o] 2n 00 2n
def n % def z
cosz = Z(—l) , coshz=chz = —_,
= (2n)! = (2n)!
) 2n+1 ) 2n+1
sin z %< Z(fl)nzi', sinh z = sh 2 % 27',
= (2n+1)! = (2n+1)!
tgzdéf sin,z7 tghzdéf shz’
coS z chz
h
cotg z = 095 Z, cotgh z = ez
sin z sh z
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Polynomem v komplexnim oboru rozumime funkci

di
F() Y anz + -+ arz + ap,

kde ag, ..., a, € C jsou konstanty.
Raciondlni lomennou funkci definujeme jako podil dvou polynomi.
Definujeme n-tou mocninu (n € N) predpisem

Daéle definujeme n-tou odmocninu jako inverzi k mocniné 2", logaritmickou funkci jako inverzi
k e* a inverzni funkce k funkcim goniometrickym a hyporbolickym. Obecné jsou tyto funkce
mnohozna¢né. Abychom mohli definovat jednoznacnou inverzni funkci, omezime se na néjaky
obor prostoty (mnozinu, kde je puvodni funkce prostd).

Necht ¢ € C, z € C\ {0}. Obecnou mocninu z¢ definujeme vztahem

def
¢ ecLogz.

Véta 17.22. Bud z € C\ {0}. Pak plati

Logz =1In|z| +i(argz + 2km), k € Z,
logz =In|z| +iarg_, - 2.
Pozndamka 17.23 (Odvozeni dalsich vztahti). Protoze jsou vzorce pro pocitani inverznich funkei

k funkcim goniometrickym a hyporbolickym netrividlni, ukazeme si, jakym zptisobem je mozné
je odvodit. Vyuzijeme znamych vztahti

eiz+efiz ) €iZ _efiz
cosz = ———, sing = ——,
2 2i
ef +e e —e ?
chz=—-—, shz = ———
2 2

Odvodime naptiklad vzorec pro arcsin. Oznacme w = sin z. Chceme vyjadrit z jako funkci w.

) ez e
w=sinz=———
2i

e? — 2w —e ¥ =0,

N2 .
(elz> — 2iwe”* —1=0.
Dostavame kvadraticky polynom v proménné e, ktery vyiesime.

eiz:iwim,
izzLog(iw:I:\/l—w2>,
z = —iLog (iw:l:\/l—wg).

Odtud dostavame

arcsin z = —iLog (iz +Vv1-— z2) .
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Izolované singularity, vypocty pomoci rezidui

Poznamka 17.24. Pro jednoduchost se budeme vénovat pouze izolovanym singularitdm a rezi-
duim v bodech zy € C. Pripad zp = oo je tfeba uvazit zvlast.

Definice 17.25. Necht zg € C, a,, € C pro n € Z. Soucet rad

[e.e] [e.e]
> an(z—2)"+ > an(z—2)"
n=0 n=1

nazyvame Laurentovou Tadou se sttedem v bodé zg s koeficienty a,,. Znac¢ime

o0

Z an (z —20)" .

n—=—oo
Radu 5%y ay, (2 — 20)" nazyvame reguldrni édsti Laurentovy fady.
Radu Y0 a—y, (2 — 20) " nazyvame hlavni édsti Laurentovy fady.
Rikédme, ze Laurentova fada konverguje v bodé z, pokud zde konverguje reguldrni i hlavni ¢ést.

Poznamka 17.26. Laurentova fada je zobecnénim mocninné fady pro a_, = 0.
e Oznactme R polomér konvergence regularni ¢asti Laurentovy rady.
e Provedeme substituci £ = (z — z) " v hlavni &asti a dostavame 320 | a_,&".
e Oznacme p polomér konvergence fady » o a_,&". Polozme r = %.
e Hlavni ¢ast konverguje pro |z — 2| > r, diverguje pro |z — zg| < 7.
Laurentova fada konverguje (absolutné a skoro stejnomérné) na mnoziné
P(zy,r,R)={2z€C|r<|z— 2| <R}

a diverguje na mnoziné
{z€C|l|z—2| <7rV|z—2|>R}.

Definice 17.27. Je-li r < R, pak se mnozina P (zg,r, R) nazyva mezikruzi konvergence.

Pro 0 < R < oo se mnozina P (29, R) = P (20,0, R) nazyva prstencové okoli bodu zy.

Véta 17.28 (Laurentova). Bud f (z) holomorfni funkce v mezikruzi P (z9,r, R). Pak existuje
Laurentova tada Y 07 an (2 — 20)" magjici mezikruzi konvergence P (29,7, R) takovd, Ze jeji
soucet je v P (zo,7, R) roven f(z). Pritom ¥n € Z plati

an = 217?1/7(2—]0;?))71“(1'27 kde v (t) = 20 + pe't, t € ]0,2n], p€ (r,R).
Definice 17.29. Bod zg € C se nazyva izolovand singularita funkce f, jestlize funkce f neni
holomorfni v bodé zp, ale je holomorfni v jistém prstencovém okoli P (zg, R) bodu zp.
Je-li zg izolovana singularita funkce f, lze f v P (20, R) rozvinout do Laurentovy fady

oo
(%) Z an (z —29)" .

n=—oo

Izolovanou singularitu zg nazveme odstranitelnou singularitou, jestlize vSechny koeficienty hlavni
¢asti Laurentova rozvoje (x) jsou rovny 0.
Izolovanou singularitu zg funkce f nazveme pdlem rddu k, k € N, jestlize a_, # 0a a_, =0
pron >k + 1. V piipadé k£ = 1 hovoiime o jednoduchém pélu.
Izolovanou singularitu zg funkce f nazveme podstatnou singularitou, jestlize a_, # 0 pro neko-
necné mnoho indexit n € N.
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Véta 17.30. Necht zy € C je izolovand singularita funkce f. Pak plati:

e 2 je odstranitelnd singularita prdve tehdy, kdyz Ja € C: li_>m f(z)=a,
2—20

e 2 je polem prdavé tehdy, kdyz lim f(z) = oo,
Z—20
e 2o je podstatnd singularita prdavé tehdy, kdyz neexistuje limita Zan; f(2).
0

Véta 17.31. Funkce f md v bodeé zy € C pol rddu m prdavée tehdy, kdyz

2= (3) )= = (})(m_” () =0 a (})(m) (0) #0.

Definice 17.32. Bud f holomorfni v prstencovém okoli P (zp, R), zo0 € C, R > 0. Oznac¢me

o oo @n (2 — 20)" Laurenttv rozvoj funkce f. Reziduem funkce f v bodé zp rozumime koefi-

cient a_1, znacime res,, f.

Veéta 17.33. Bud zg € C. Plati
1 .
res,, f = Q—/f(z)dz, kde v = z + pe', t € [0,2n], 0< p < R.
7 Jy

Je-li f holomorfni v zo, pak res,, f = 0.

Véta 17.34. Budte zg € C, m € N. Je-li zg pol radu m funkce f, pak

res,, f = (1 lim [(z — 20)™ f ()]0,

m — 1)l 2=z

Véta 17.35. Necht ~ je kladné orientovand Jordanova cesta v C. Necht funkce f je holomorfni
vInty\{z1,...,2m} a spojitd a konecnd na Inty \ {z1,...,2m}, pricemz {z1,...,zm} C Int~.
Pak

/ f(z)dz = 27ri§:reszj f
Y j=1
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Kapitola 18

Zaklady pravdépodobnosti

Kolmogorovova axiomaticka definice pravdépodobnosti

Definice 18.1. Necht Q znadi neprazdny prostor elementdrnich jevi a A € 2 neprazdny
systém podmnozin, pro ktery plati:

e N e A
e Ac A= Ac A,
o Ay Ay, € A= U A €A

Pak A nazyvame jevovou o-algebrou na €, dvojici (2, .4) nazyvame jevové pole a libovolny prvek
A € A nazyvame ndhodnij jev.

Véta 18.2. Necht S € 2 libovolny systém podmnoZin neprdzdné mnoZiny Q. Pak existuje
mnozinovd o-algebra o(S) takovd, Ze plati:

e SCa(S),
e je-li A mnozinovd o-algebra takovd, Ze S C A, pak o(S) C A.

Definice 18.3. Mnozinova c-algebra o(S) z predchozi véty se nazyva o-algebra generovand
systémem S.

Poznamka 18.4. Dulezitym piikladem o-algebry jsou tzv. borelovské mnoziny. Systém borelov-
skych mnozin B v R dostaneme jako o-algebru generovanou systémem S = {(—o0,z] | x € R},
tedy B = o(S). Podobné dostaneme systém borelovskych mnozin B" v R", tj. B” = o(S™), kde
S" = {(—0o0,x1] X (=00, m2] X + -+ X (=00, zp] | (1, 22,...,2,) € R"}.

Definice 18.5. Necht (©,.4) je jevové pole a P je mnozinova funkce definovana na A s vlast-
nostmi:

e P() =1,
e pro kazdé A € Aje P(A) >0,

o je-li {A;}72, posloupnost ndhodnych jevi takovych, ze pro j # [ je A; N A; = 0, pak
P (UpLy Ak) = 2521 P(Ag).

Funkci P nazyvame pravdépodobnosti a trojici (2, A, P) pravdépodobnostnim prostorem.
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Priklad 18.6. Uvedme si nékolik definic pravdépodonosti.

e Klasicka definice pravdépodobnosti: Q = {wi,ws,...,wp}, A = 2% P(wy) = % Plati
P(A) = 5.

e Geometrickd definice pravdépodobnosti:  C R”™ borelovskd podmnozina, A = B™ ()

nejmensi borelovska o-algebra na ), P(A) = %, kde p je Lebesgueova mira.

Véta 18.7. Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor. Pravdépodobnost P md ndsledujici
vlastnosti:

e P(0) =0,

e ABec A ANB=0= P(AUB)=P(A)+ P(B),

e ABc AJACB= P(A) < P(B),P(B—A)=P(B)— P(4),
e Ac A=0<P(A) <1,

e P(A)=1-P(4),

e ABe A= P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANnB),

o Ay, Ay, ..., Ap € A= P(URZy Ak) < Y71 P(Ag).

Podminéna pravdépodobnost, vzorec pro uplnou pravdépodob-
nost, Bayesiv vzorec, nezavislost

Definice 18.8. Necht (12, A, P) je pravdépodobnostni prostor, B € A, P(B) > 0. Pak ¢islo

P(AN B)
P(AB) = ————~
(AlB) P(B)
nazyvame podminénou pravdépodonosti jevu A za podminky, ze nastal jev B.

Véta 18.9. Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor, B € A, P(B) > 0. Pak funkce
Pg: A—[0,1],Pg(A) = P(A|B)
je pravdépodobnost na (2, A).
Véta 18.10. Plati ndasledujici vztahy:
o P(A|Q) = P(A) pro kaZdé A € A,

° P(mz:l Ak) = P(An|A1 NAsN...N An—l) v P(A3‘A1 N AQ)P(A2|A1)P(A1)
pro P(A1NAsN...NA,—1) >0 (véta o ndsobeni pravdépodobnosti).

Definice 18.11. Necht (€2, A, P) je pravdépodobnostni prostor. Rekneme, ze systém S C A
tvorl dplny systém jevu, jestlize plati:

e pro ruzné jevy A, B je AN B = ),
e US=0Q.
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Véta 18.12 (Vzorec pro uplnou pravdépodobnost). Necht nejvise spocetny systém jevi S tvori
uplnyg systém jevi na (Q, A, P) a VA € S je P(A) > 0. Pak pro libovolné B € A plati

P(B)=>_ P(B|A)P(A).
AeS

Véta 18.13 (Bayesuv vzorec). Necht nejvjse spocetny systém jevi S tvori uplny systém jevi
na (Q, A, P) aVA €S je P(A) > 0. Pak pro libovolné B € A takové, Ze P(B) > 0 a pro vSechna
A€ S plati
P(B|A)P(A
pials) - — PEAPA)
Yces P(BIC)P(C)

Definice 18.14. Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor. Rekneme, Ze jevy A a B jsou
nezavislé, jestlize P(AN B) = P(A)P(B).

Pozndmka 18.15. Pokud jsou jevy A a B nezavislé, pak plati P(A|B) = P(A), P(B|A) = P(B),
coz je v souladu s intuici.

Véta 18.16. Q a 0 jsou nezdvislé s libovolnym jevem. Ddle plati, Ze pokud jsou jevy A a B
nezdavislé, pak také jevy A a B, A a B, A a B jsou nezdvislé.

Definice 18.17. Necht (92,4, P) je pravdépodobnostni prostor a M = {Ai}rer je systém
jevi indexovany néjakou indexovou mnozinou Z. Rekneme, Ze nahodné jevy systému M jsou
nezavislé, jestlize pro libovolnou koneénou mnozinu indexu {ki, k2, ..., k,} CZ,n € N plati

(m) TP
j=1 j=1

Véta 18.18. Plati:

o jestlize v dané mmnoziné nezdvislych ndhodngjch jevi nahradime libovolng pocet jevi jevy
opacnymi, opet dostaneme mmnozinu nezdvisljch ndahodnich jevi,

e pro nezdvislé nahodné jevy Ay, As, ..., A, plati
P (U Ak> =1-JJ(1 - P(A4)).
k=1 k=1

Poznamka 18.19. VsSechny véty v této kapitole lze snadno dokézat.
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Kapitola 19

Nahodné velicdiny a vektory

Definice nahodnych velic¢in a vektort, diskrétni a absolutné spo-
jité nahodné veliciny, distribucni funkce, pravdépodobnostni funk-
ce, hustota, priklady diskrétnich a absolutné spojitych rozdéleni

Definice 19.1. Necht (€2, A, P) je pravdépodobnostni prostor. Zobrazeni X : 2 — R takové, ze
pro kazdé x € R plati
{weQ | X(w) <z} =X"1((~o0,z]) € A

nazyvame ndhodnou veli¢inou vzhledem k jevovému poli (2, .4).
Oznaceni 19.2. Zavedme nasledujici zkratky v znacenf:

o (X <z}={we: X(w) <z},

e P(X<x)=P{X <z}),

e PIXeB)=P({weQ: X(w) € B}).

Definice 19.3. Necht X je ndhodné veli¢ina definovana na pravdépodobnostnim prostoru
(Q, A, P). Funkci F': R — R definovanou pro kazdé z € R vztahem F(z) = P(X < z) na-
zyvame distribucni funkci nahodné veli¢iny X.

Véta 19.4. Necht F je distribucni funkce ndhodné veliciny X definované na pravdépodobnost-
nim prostoru (2, A, P). F' md ndsledugici vlastnosti:

e je neklesajict,
e je zprava spojitd,

e 0<F(x)<1lprozeR,

limg, oo F(2) = 0,lim,_yoo F(z) =1,

o P(X =x)=F(z)—limy, F(t) pro x € R,

o Plx; < X <x9)=F(x3) — F(x1) pro x1,x2 € R, x1 < x9,
e md nejuise spocetné mmoho bodu nespojitosti.

Definice 19.5. O ndhodné veliciné X na (9, A, P) fekneme, zZe je diskrétniho typu, pokud
existuje nejvyse spocetnd mnozina M C R takovd, ze P (X € M) = 1. Funkci definovanou
pro € R vztahem p(z) = P(X = x) nazyvame pravdépodobnostni funkci X a mnozinu
M = {zx € R | p(z) # 0} nazyvame oborem hodnot X. Zna¢ime X ~ (M, p).
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Véta 19.6. Necht X ~ (M,p). Pak plati:
e p(x)>0proxeR, ¥ cprp(x) =1,
o p(z) = F(x) —limy_,— F(t) pro x € R,
o P(X € B) =) ,cunpp(z) pro libovolnou borelovskou mnoZinu B,
o F(x)= di<a p(t) pro x € R.
Priklad 19.7. Uvedme tti priklady diskrétnich rozdéleni.

o Alternativni rozdélent, X ~ A(0),6 € (0,1), pravdépodobnostni funkce je tvaru

1—-60 =0
p(x) =140 =1
0 jinak.

e Binomické rozdeleni, X ~ Bi(n,0),0 € (0,1),n € N, pravdépodobnosntni funkce je tvaru

"er(1—-0)"* x=0,1,...,n
p(x)z{(x) oo
0 jinak.

e Poissonovo rozdéleni, X ~ Po(\), A > 0, pravdépodobnosntni funkce je tvaru

e”‘% x=0,1,...
0 jinak.

Definice 19.8. Rekneme, ze ndhodn veli¢ina X definovans na (€2, A, P) je absolutné spojitého
typu, jestlize existuje nezdporna funkce integrovatelnd v Lebesgueové smyslu takova, ze pro
libovolnou borelovskou mnozinu B plati P(X € B) = [5 f(x)dz. Funkci f nazyvame hustotou
nahodné velic¢iny X.

Véta 19.9. Necht X je ndhodnd velicina absolutné spojitého typu, f je jeji husota a F jeji
distribucni funkce. Pak plati:

o |2 fla)de =1,
o Fx) = [Z f(t)dt,
o I je absolutné spojitd funkce,

o f je urcena skoro vsude jednoznacné, tj. jsou-li f a g dvé hustoty ndhodné veliciny X, pak
pw{x | f(x) # g(x)}) =0, kde p je Lesbegueova mira,

o funkce F' existuje skoro vsude vzhledem k Lesbequeové mire a je hustotou X,

e pro kaZdé a < b plati

/bf(x)dx:F(b)—F(a):P(a§X<b):P(angb):P(a<X<b).
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Priklad 19.10. Uvedme piiklady absolutné spojitych rozdéleni.

e Normdlni rozdéleni, X ~ N(u,0?),u € R, > 0, hustota je pro z € R tvaru

) = 1 e_%(%f
f@) = 7= :

o Gamma rozdeéleni, X ~ I'(u,a), u > 0,a > 0, hustota je tvaru

1 a—1,—%
fla) = {rt@® e w0
0 jinak,

kde I'(a) = [y 2% ‘e ®dz pro a > 0. Volbou a = 1 dostaneme ezponencidlni rozdéleni

e
Ex (i), volbou a = &, 1 = 2 dostaneme X% rozdéleni x3(v).

Definice 19.11. Necht (2, A, P) pravdépodobnostni prostor. Zobrazeni X = (X1, Xo,..., X,) :
Q — R"” takové, ze pro kazdé x € R™ plati

weQ|Xw) <x}eA

nazyvame n-rozmernym ndhodnym vektorem. Funkci F': R™ — R definovanou pro x € R" vzta-
hem F(x) = F(z1,22,...,2,) = P(X1 < 21,X2 < z9,...,X,, < x,) = P(X < x) nazyvame
distribucni funkci ndhodného vektoru X.

Pozndmka 19.12. Stejné jako u ndhodnych veli¢in, definujeme ndhodné vektory diskrétniho
a absolutné spojitého typu.

Definice 19.13. Rekneme, Ze nahodné veli¢iny X1, Xo, ..., X, jsou nezdvislé, jestlize jsou pro
libovolné z1,xa, ..., x, € R nezdvislé ndhodné jevy {X; < z1},{Xo < za},..., {Xn < z,}.

Véta 19.14. Necht X je ndhodnd velicina a g: R — R je borelovsky méritelné zobrazent,
tj. dplné vzory borelovskych mnozin jsou borelovksé mnoziny. Pak g(X) je ndhodnd velicina.
Podobne, pokud je X = (X1, Xo, ..., X,) nahodny vektor a g: R™ — R™ je borelovsky méritelné
zobrazeni, pak Y = (Y1,Ys,...,Y,,) = g(X) je ndhodny vektor.

Ciselné charakteristiky ndhodnych veli¢in a vektort: st¥edni hod-
nota, rozptyl, kvantily, kovariance, korelace

Definice 19.15. Necht X je ndhodn4 veli¢ina na (€2, .4, P). Pokud existuje a je konecny integral

/Q X(w)dP(w),

pak ho nazyvame stredni hodnotou nadhodné veli¢iny X a znac¢ime E (X). V opa¢ném pripadé
tikdme, ze stfedni hodnota X neexistuje.
Véta 19.16. Necht X ndhodny vektor na (2, A, P), g: R™ — R borelovsky meritelnd funkce.
o Pokud je X ~ (M, p) diskrétniho typu, pak plati, Ze stredni hodnota ndhodné veli¢iny g(X)
existuje, prave kdyz Y. g(x)p(x) absolutné konverguje a plati E (g(x)) = > g(x)p(x).
xeM xeM

o Pokud je X absolutné spojitého typu s hustotou f, pak plati, Ze stredni hodnota ndhodné
veliciny g(X) existuje, pravé kdyz je funkce g(x)f(x) integrovatelnd v Lebesgueové smyslu
a plati E (g(x)) = [gn 9(x) f(x).
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Poznamka 19.17. Ve specidlnim ptipadé, kdy X bude jenom ndhodna veli¢ina a funkce g bude
identita, nam predesld véta dava prakticky navod na vypocet stfedni hodnoty X.

Definice 19.18. Rozptylem nihodné veli¢iny X nazjvime &islo D (X) = E (X — E(X))?)
(pokud existuje). Kovarianci dvou ndhodnych veli¢in X a Y nazyvame ¢islo (pokud existuje)

CX,Y)=E(X-EX))(Y -E(Y))). Cislo R(X,Y) = % nazyvame korelacni koe-

ficient (pokud existuje).
Definice 19.19. Necht F': R — [0, 1] je distribu¢ni funkce a « € (0, 1). Potom funkci
Qa)=F Y a)=inf{z cR| F(z) > a}

nazyvame kvantilovd funkce a ¢islo x, = Q(«) nazyvame a-kvantil rozdéleni s touto distribu¢ni
funkei.

Véta 19.20 (Vlastnosti ¢iselnych charakteristik). Necht X, X1, X2,Y jsou ndhodné veliciny
definované na (2, A, P),a,a1,a2,b1,ba € R. Pokud existuji prislusné ciselné charakteristiky,
pak plati:

e P(X=0a)=1=E(X)=0a, D(X) =0,
o BE(a1X) + a2X2) = 1B (X)) + a2 (Xa),
e X1 <X,=E(X;)<E(Xa),
e P(X>0)=1=E(X) >0,
X) >

+ayX) = a3D (X),

D(

(a1

(X, X) =D (X), R(X,X) =1
(X,Y) =C(Y, X), R(X,Y) = R (Y, X),
(X,

D
C

e C
C(X,Y)=E(XY)-E(X)E(Y),
X, Y nezivislé = E(XY) = E(X)E(Y), D(X+Y) = D(X) + D(Y), C(X,Y) =
= R(X,Y) =0,

¢ C(X,Y)|<VDX)D(Y), [R(X,Y)| <L,
C (a1 + asX, by + baY) = aghoC (X,Y),

e D(X+Y)=D(X)+D(Y)+2C(X,Y),
R(

X,Y) =1<% existuji konstanty m an > 0 takové, Ze P(Y =m+nX) =1,
R(X,Y) = -1 < ewistuji konstanty m a n < 0 takové, Ze P(Y =m +nX) = 1.

Véta 19.21 (Cebysevova nerovnost). Necht X je ndhodnd velicina a necht existuje D (X).
Potom pro libovolné € > 0 plati

D (X)

P(X ~E(X)| > o < —%

€
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Asymptotické vlastnosti nahodnych velic¢in: zakon velkych cisel,
centralni limitni véta

Definice 19.22. Rekneme, 7e posloupnost ndhodnych velicin {X,,}3, konverguje podle prav-
dépodobnosti (konverguje slabé) k ¢islu 6 € R, jestlize plati

Ve>0 lim P(|X,—60]>¢)=0
n—oo
a piseme
P
X, — 0.

Definice 19.23. Rekneme, Ze posloupnost nidhodnych veli¢in {X;}2°, splituje slaby zdkon
velkgjch cisel, jestlize plati

1 n
—Z X, —E )£>0pron—>oo,
=1

3

tj. plati
Ve >0 lim P (|Y,| >¢€) =0.
n—oo

Definice 19.24. Rekneme, Ze posloupnost nahodnych velicin {X,,}5°; konverguje skoro jisté
(konverguje silné) k ¢islu 6 € R, jestlize plati
P(lim X,=0)=

n—0o0

a piseme
X, % 0.

Definice 19.25. Rekneme, e posloupnost ndhodnych veli¢in {Xk}72, spliuje silng zdkon vel-
kych cisel, jestlize plati

1 n
72 X —E )$Opron—>oo
k=1

3

tj. plati
P(lim Yn:O) —1

n—oo

Véta 19.26 (Chincinova). Necht { X}, je posloupnost nezdvislyjch nahodnych velicin se stej-
ngm rozdélenim pravdépodobnosti, jehoz stiedni hodnota p = E (X},) existuje. Potom { X},
splniuje slaby i silng zdkon velkijch cisel, tj. plati

1 n
fZngupron%oo,
nkl

—Zinupmn%oo
kl

Definice 19.27. Rekneme, Ze posloupnost nahodnych veli¢in { X} konverguje v distribuci
k ndhodné veli¢iné X s distribu¢ni funkci F', jestlize pro jeji posloupnost distribuc¢nich funkci
{F,}>2, plati, Ze ve vsech bodech spojitosti F je

a piseme
d
X, = X.
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Véta 19.28 (Lindebergova-Lévyho centralni limitni véta). Necht { Xy}, je posloupnost ne-
zavislych ndhodnych velicin se stejnym rozdélenim pravdépodobnosti se stredni hodnotou p a
nenulovym rozptylem o?. Potom posloupnost standardizovanich aritmetickyjch priméri konver-
guje v distribuct k ndhodné veliciné se standardizovanym normdinim rozdélenim, tj. plati

Vi i D (X v

1 n 1 n 1 n
= 1 X — = _+E(X = 1 X —
Us. = kb1 Xk — 5 21 B (Xk) nzk,lo BT Ao N(0,1).
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Kapitola 20

Zaklady statistiky

Nahodny vybér a statistiky jako odhady parametrickych funkci,
jejich vlastnosti: nestrannost a konzistence

Definice 20.1. Néhodny vektor X,, = (X1,... ,Xn)T nazveme ndhodnym vybérem z rozdéleni
pravdépodobnosti P, jestlize

e X1,..., X, jsou nezavislé ndhodné veli¢iny,
e Xi,..., X, maji stejné rozdéleni pravdépodobnosti.
Cislo n nazyvame rozsah ndhodného vibéru. Libovolny bod x,, = (1,. .., xn)T, kde x; je reali-

zace nahodné veliciny X;, budeme nazyvat realizaci nahodného vgbéru X,,.

Poznamka 20.2. Nasim cilem bude na zakladé ndhodného vybéru odhadnout néjaké parametry
rozdéleni pravdépodobnosti ndhodného vybéru, respektive funkce téchto parametri.

Definice 20.3. Libovolnou ndhodnou veli¢inu T}, ktera vznikne jako funkce nahodného vybéru
X, = {X1,...,X,}T nazyvame statistikou.

Poznamka 20.4. Necht 0 je néjaky parametr rozdéleni pravdépodobnosti P ndhodnych veli-
¢in X;. Funkci 7 () nazyvame parametrickou funkci. Odhadem parametrické funkce ~ (6) bu-
deme rozumét néjakou statistiku 7T),, kterd bude pro rizné ndhodné vybéry kolisat kolem ~ (6).
Podobné muzeme uvazovat vektor parametrii 6, jak to je naptiklad u binomického rozdéleni
Bi(n,p), 8 = (n,p), p(0) = np. Pro jednoduchost se tady ale omezime jenom na piipad jed-
noho parametru.

Definice 20.5. Necht X,, je ndhodny vybér z rozdéleni pravdépodobnosti Py. Necht ~ (0) je
dana parametricka funkce. Rekneme, 7e statistika T, je

nestranngm (nevychylenym) odhadem parametrické pokud V8 € O plati:

funkee ~y (0) EoT,, =~(0),
kladné vychylenym EyT,, >~ (),
zdporné vychglengm EgT, <~ (0),
asymptoticky nestrannym nlgrolo EyT, =~(9),
slabé konzistentnim Ve >0 lim Fp (T =~ (@) | >€) =0,
silné konzistentnim Py (7}1_{{.10 Tn =7 (9)) =1
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Definice 20.6 (Vybérové charakteristiky). Necht X,, je ndhodny vybér z rozdéleni s distribu¢ni
funkei F (z;0), 6 € ©. Statistika

X=X,= %
i
S? =52 = ﬁ > (Xz- — 7) se nazyva  vibérovy rozptyl,
i=1

S =52 se nazyva vgbérovd smérodatnd odchylka.

n
X; se nazyva  vybérovy prumer,
=1

Véta 20.7. Necht X,, je ndhodny vybér z rozdéleni, které md
e V0 € © stredni hodnotu i (0). Pak je X nestrannym odhadem p (6).
e V0 € © rozptyl 0% (). Pak je S* nestranngm odhadem o (6).
e V0 € © stredni hodnotu 11 (0) a rozptyl o* (). Jestlize

— 1 (0) < oo, je X silné (i slabé) konzistentnim odhadem i (0).

— 02 (0) < 00, je S? silné (i slabé) konzistentnim odhadem o (6).

Definice 20.8. Necht T}, je nestranny odhad parametrické funkce 7 (f) a pro vsechna 6 € ©

plati
DoT,, < DT,

kde T7¥ je libovolny nestranny odhad parametrické funkce v (#). Pak odhad T}, nazveme nejlepsim
nestranngm odhadem parametrické funkce v (6).

Konstrukce bodovych odhadti: metoda maximalni vérohodnosti

Pozndmka 20.9. Bud X,, ndhodny vybér z rozdéleni s distribuéni funkei F' (x;60), kde § € © C R.
Predpoklddejme, ze F'(x;0) lze vyjadrit ve tvaru

Fao)= [ o).
kde f (z;0) je hustota pravdépodobnosti vzhledem k mife v (prakticky je to bud obycejna

hustota nebo pravdépodobnostni funkce).

Definice 20.10. Sdruzenou hustotu pravdépodobnosti nahodného vektoru X,, znacime

i=1

a nazyvame veérohodnostni funkci ndhodného vijbéru.
Odhad 637 nazveme maximdlné vérohodny, jestlize V0 € © plati

L(éMLE;HZ'l,...,xn) ZL(Q,JJL,[BTL)

Pozndmka 20.11. Nalezeni hodnoty éM LE provadime pomoci metod matematické analyzy:

e Hledani maxima funkce L a jejiho logaritmu je ekvivalentni, proto mtzeme uvazit

1(0;21,...,2p) =InL(0;21,...,2p) :Zlnf(a?i;ﬁ).
i=1
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e Nalezneme staciondrni bod funkce ! (derivujeme podle 6 a vysledek polozime roven nule).

e Overime, zda se jednd o maximum.

Mizeme uvazovat pripad, kdy 6 bude vektor parametri. V takovém pfipadé postupujeme tplné
stejné, jen pii pocitani staciondrniho bodu uvazujeme parcidlni derivace a dostavame soustavu
rovnic, kterou nazyvame soustavou vérohodnostnich rovnic.

Intervalové odhady

Definice 20.12. Necht X,, je ndhodny vybér z rozdéleni pravdépodobnosti s distribu¢ni funkei
F (z;6), 6 € ©. Uvazujme parametrickou funkci v (0), o € (0, 1) a statistiky D = D (X1, ..., Xp)
aH=H(Xy,...,X,). Interval [D, H] nazveme 100- (1 — )% intervalem spolehlivosti pro v (6),
jestlize

Py(D(X1,...,Xp) <v(0) <H(Xq,...,.Xp)=1—q.
Podobné definujeme jednostranné intervaly spolehlivosti.
Definice 20.13. Necht F' je distribu¢ni funkce, o € (0,1). Funkee

Qo) =F(a) ' =inf{z eR| F(z) > a}

se nazyvéa kvantilovd funkce. Cislo x, = Q () se nazyva a-kvantil.

Véta 20.14. Necht X,, je ndhodny vibér z rozdéleni N (u,o?). Pak plati:

o 7NN(M,%2)7

U=%2N(0,1),
o K ="51622(n—1),
T

=28 t(n-1).

Pozndamka 20.15. Zkonstruujme oboustranny 90% interval spolehlivosti (a« = 0,1) pro stfedni
hodnotu p, kde nezname rozptyl o2.

e Hledame statistiku zavisejici na p, kterd ve svém vyjadieni nema rozptyl. To je statis-

tika T'.
e Vyjdeme ze vztahu P (t% <T<L tl_%) = 0,9. Dosadime za T a upravujeme
X —p
t% < S < tl*%?
v
S — S —
Zte - X< —p<—t; o« —X,
n 2 n 2
- S - S
X——ti_a <pu<X——ta.
N n 2
e Vyuzijeme-li vztahu te = —l1_g, dostavame interval spolehlivosti
- S - S
I=1X- 7751_%;X+ 7t1_% .

Vi Vi

S vyuzitim vhodné statistiky a ptislusnych kvantilti se zkonstruuji intervaly spolehlivosti i pro
ostatni parametry.
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Véta 20.16. Bud X,,, ndhodny vybér z rozdéleni N (u1, 0'%), X jeho vybérovy primer, S? jeho
vgbérovy rozptyl. Bud'Y , ndhodny vgbér z rozdéleni N (s, a%) .Y jeho vijbérovy primeér, S5 jeho
vybérovy rozptyl. Predpoklddejme ddle, Ze oba vibéry jsou stochasticky nezdvislé. Pak plati:

. U*:wwj\[(o’l),

2 2
Uil+072
ni ng

(n1—1)S?+(n2—1)52  Pak
ni+ns—2

e Necht 0? = 03 = 0. Oznacme S¥, =
(X=Y)—(p1—p2)

TR

2 2
e F=51% ~ F(ny—1,n9—2).

2 2
53 o7

Testy o parametrech normalniho rozdéleni

Poznamka 20.17. Uvazujme ndhodny vybér X,, = (X1,...,X,,) z rozdéleni s distribuéni funkei
F (z;0), 0 € ©. Predpokldddme, Ze o parametru 6 existuji dvé konkurujici si hypotézy: Hy
(tzv. nulovd hypotéza) a Hy (tzv. alternativni hypotéza). O platnosti hypotézy Hy se snazime
rozhodnout na zakladé realizace ndhodného vybéru X,,. Na testovani pouzijeme vhodnou testo-
vaci statistiku 7;, = T'(X,,). Mnozinu hodnot, kterych muze tato statistika nabyvat rozdélime
na dvé oblasti. Jednu z nich oznacime W, a nazveme ji kritickou oblasti, druhou pak nazveme
doplrnikovou oblasti. Na zakladé realizace x, ndhodného vybéru X,, spo¢itdme hodnotu testovaci
statistiky T}, (x,). Padne-li tato hodnota do kritické oblasti, zamitdme hypotézu Hy. Pokud
do kritické oblasti nepadne, hypotézu Hy nezamitame.

Definice 20.18. Chybu, kterd spociva v nespravném zamitnuti Hy nazveme chybou pruniho
druhu. Nejvyssi moznou pravdépodobnost toho, Ze se této chyby dopustime, tj. ¢islo

a = supgeg Py (T, (X,,) € Wy, | Hy plati), nazveme hladinou vyznamnosti.

Chybu, kterd spoc¢iva v nespravném prijeti Hy nazveme chybou druhého druhu.

Poznamka 20.19. Testovani hypotéz pro jeden ndhodny vybér.

Hy H, predpoklady | volba statistiky Wa

0?2 =0f | 0> >0} | neznidme u
2

02 =03 | 0 <0} | nezndme p

[xi—a(n —1),00)
(—OOaX?x(n — 1)]

f=rpio | p#po | zndme o’ U (—o0,ug]U[ug_g,00)
pw=po | p>po | zndme o> U (U1 g, 00)
p=po | w<po | znidme o? U (—00, Uuq)
pw=po | u#po | nezndme o? T (=00, ta(n—1)]U[t1_g(n —1),00)
=0 | p>po | neznime o> T [t1—a(n —1),00)
p=po | u<po | nezndme o> T (=00, ta(n —1)]
02 =03 | 02 # 03 | nezname p K (—o0, x%% (n—1)]U [X%_%(n —1),00)
K
K

Pozndamka 20.20. Analogicky provadime testovani hypotéz pro dva ndhodné vybéry X, Y, pri-

¢emz vyuzivime statistik Us, Ti a F. Hypotézy Hy jsou pak tvaru: g1 = ug nebo o} = o3.
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