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Kapitola 1

Teorie mnozin

Jazyk teorie mnozin je jazyk s rovnosti obsahujici jediny predikatovy symbol € arity dva. Teorie
je dana nésledujicimi axiomy (¢i schématy axiomu)

e Axiom extensionality: dvé mnoziny jsou si rovny pravé tehdy, kdyz maji stejné prvky
(Va,y)(@ =y o (V2)(z € 7 6 2 € y)
e Axiom dvojice: pro libovolné dvé mnoziny a, b existuje mnozina {a, b}

(Ve,y)(F2)(Vt)(t €z > (t=x Vi =1y))

e Schéma axiomu vyclenéni: z libovolné mnoziny A lze vybrat prvky spliujici néjakou for-
muli ¢ jazyka teorie mnozin

(Vz)(Fy)(V2)(z € y > (2 € 2 A p(2)))
e Axiom sjednoceni: pro libovolnou mnozinu A existuje mnozina |J.A

(Vz)(Fy)(V2)(z €y <> (Tt)(t € x Az € 1))

e Axiom poten¢ni mnoziny: pro libovolnou mnozinu x existuje jeji potenéni mnozina y =
P(x)
(Vo)(Jy)(Vz)(z € y < 2z C z)
e Axiom nekonec¢na: existuje mnozina prirozenych ¢isel

Fr)@exzAn(Vy)(yex) »yU{y} €x)

e Schéma axiomu nahrazeni: zadava-li formule F' zobrazeni, pak pro mnozinu a existuje
mnozina b obsahujici obsahujici pravé obrazy prvkl a ve zobrazeni F

V(z,y,2)(F(z,y) N F(z,2)) =y =2) = (Va)(3b)(Vw)(w € b <> (Fv)(v € a A F(v,w)))
e Axiom regularity (téz axiom fundovanosti): kazd4d mnozina vznika z prdzdné mnoziny.
(Vo) (z #0— Fy)y ez Ayna=10))

Vsimnéme si, ze jsme v axiomech pouzili i znaky (C, U, N, (), které nejsou symboly jazyka
teorie mnozin. Jednd se o syntaktické zkratky, které obdrzime nésledujicim zptisobem.
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e Diky schématu axiomu vyclenéni mé smysl hovorit o prazdné mnoziné
d={zxeAla#a},
podmnoziné
rCy+ (V2)(z€x—2€y),
pruniku
ANB={a€A|a€ B}

a mnozinovém rozdilu

A\B={ac A|a# B}
e Piimo z axiomu sjednoceni dostavame i sjednoceni mnozin

Predstavme si nékolik konstrukei, které nam dovoli pomoci takto malo obsahlého jazyka vytvorit

vvvvvv

i (a7 b) = {{a}7{a7 b}}7
e AxB={(a,b)|acAbe B}

1.1 Dobre usporadané mnoziny a ordinalni cisla

Definice 1.1.1. Rekneme, ze usporadand mnozina je dobre usporddand, jestlize libovolna jeji
neprazdna podmnozina ma nejmensi prvek.

Priklad. KazZdd dobre usporddand mmnozina A je téz linedrné usporadand. VZdyt pro libovolné
x,y € A md mnozina {x,y} minimdlni prvek, reknéme x. V tomto pripadé pak x < y.

Ne kazdd linedrné usporddand mmnozina je dobre usporddand. Napriklad 7 s klasickym linedr-
nim uspordddanim neni dobre usporddand mmnozina. Podobné treba ]Rar neni dobre usporddand
mnozina. Kazdy konecny retézec je dobre uspordidany.

Definice 1.1.2. Necht A, B jsou uspofddané mnoziny. Rekneme, 7e zobrazeni f: A — B je
izotonnd, jestlize Va,b € A plati

a<b= f(a) < f(b).

Jestlize je f bijekce takova, ze f i f~! jsou izotonni, fekneme, ze f je izomorfismus usporddaniych
mnozin.

Lemma 1.1.3. Bud A dobre usporddand mnozina f: A — A prosté izotonni zobrazeni, pak
Va € A plati a < f(a).

Definice 1.1.4. Necht A je usporddand mnozina. Mnozinu Z C A nazveme zacdtkem mnoziny
A, jestlize Ve € Aay e Zplati x < y = x € Z. Je-li navic Z C A, pak Z nazveme vlastnim
zacdtkem mnoziny A.

Lemma 1.1.5. Dobre usporidand mnozina neni izomorfni se svym vlastnim zacdtkem.

Véta 1.1.6. Budte A, B dobre usporddané mnoziny, pak existuje nejvyse jeden izomorfismus
fiA— B.



Véta 1.1.7. Necht A, B jsou dobre usporddané mnoziny, pak nastane prdvé jedna z ndsledujicich
moznosti

1. AZ B,
2. A je izomorfni s vlastnim zacdtkem B,
3. B je izomorfni s vlastnim zacdtkem A.

Definice 1.1.8. Necht A, B jsou dobfe usporddané mnoziny. Lexikografickym soucinem A - B
mnozin A, B rozumime kartézsky soucin A x B spolu s usporadanim

(a,b) < (c,d) = (a<e)V((a=c)A(D<d)).

Véta 1.1.9. Necht A, B jsou dobre uspordadané mnoZiny, pak je téZ A - B dobre usporddand
mnozina.

Poznamka. Lexikograficky soucin neni obecné komutativni. Napiiklad w -2 2 2 - w.
Lexikograficky soucin je asociativni v tom smyslu, ze A- (B-C) = (A-B)-C.

Definice 1.1.10. Souctem A + B dvou dobre usporadanych disjunktnich mnozin rozumime
jejich sjednoceni spolu s usporadanim

r<y & (ryed z<yV(zyeB, v<yV(eA, yehB)
Pozndmka. Soucet dobfe usporddanych mnozin neni komutativni, vzdyt w + 1 2 1 + w.

Definice 1.1.11. Kazdé dobre uspordadané mnoziné A priradime symbol A tak, ze A = B pravé
tehdy, kdyz A = B. Symboly A se nazyvaji ordindlni cisla.

V teci ZF bychom mohli definovat ordinélni ¢islo takto

Definice 1.1.12. Ordindlnim ¢islem rozumime tranzitivni mnozinu (tj. x € X < = C X)) dobre
usporadanou relaci €.

Definice 1.1.13. Polozme A < B, jestlize je A izomorfni s vlasnim zacatkem B.
Pozndmka. Diky vété 1.1.7 je relace < relaci linedrniho uspotradani.

Definice 1.1.14. Pro libovolné ordinélni ¢islo a polozme

W(a) ={p | B < a je ordindlni ¢islo}.

Lemma 1.1.15. Necht « je ordinalni ¢islo. Mnozina W («) je dobre usporddand a plati W («) =
a.

Véta 1.1.16. T7rida ordindlnich cisel je dobre usporddand relaci <.

Definice 1.1.17. Ordindlni ¢islo se nazyva limitni, jestlize mnozina W («) nemé nejvétsi prvek.
V opac¢ném ptipadé se ¢islo nazyva izolované.



1.2 Transfinitni indukce

Véta 1.2.1. Bud A dobre usporadand mnozina. Necht pro libovolny prvek a € A je dan virok
V(a). Predpoklidejme, Ze pro libovolné a € A plati

(%) Je-li pravdivy vyrok V(x) pro vsechna x < a, je pravdivy vyrok V (a).
Pak je vgrok V(a) pravdivy pro vsechna a € A.

Diikaz. Necht B = {a € A | V(a) neni pravdivy}. Pokud by B # (), pak B m4a nejmensi prvek.
To je spor s ().

Transfinitni indukce se nékdy formuluje pro ordinalni ¢isla nasledujicim zptusobem:
Véta 1.2.2. Necht On znaci tridu ordindlnich cisel. Pak
(XCOnAN(aeOn)(aCX=acX))=X=0n.

Véta 1.2.3. Necht On znaci tridu ordindlnich cisel. Necht

1. X C On,

2. 0e X,

3. (a€On)(a€e X = aU{a} €X),

4. pro kazdy limitn? ordindl o plati a C X = a € X,

pak X = On.

1.3 Kardinalni ¢isla a Cantorova-Bernsteinova véta

Definice 1.3.1. Ordinélni ¢islo a se nazyva kardindlnim cislem, jestlize kazdé mensi ordinalni
¢islo f < a m& mensi mohutnost (tj. neexistuje injekce o — f3).

Alternativné

Definice 1.3.2. Kazdé mnoziné A prifadime symbol |A| takovy, ze |A| = |B| pravé tehdy, kdyz
mnoziny A, B maji stejnou mohutnost, tj. existuje mezi nimi bijekce. Symboly |A| se nazyvaji
kardinalni ¢isla.

Polozime |A| < |B], jestlize existuje injektivni zobrazeni A — B.

Priklad. Nezdipornd celd c¢isla povazujeme za kardindlni c¢isla a sice za mohutnosti konecngch
mnozin.

Mohutnost spocetné mnoziny znacime Rg.

Mohutnost mnoziny redalnych cisel nazyvame mohutnost kontinuta a znacime ji c.

Véta 1.3.3 (Cantorova-Bernsteinova). Jestlize |A| < |B| a |B| < |A|, pak |A| = |B|.

Diikaz. Budte f: A — B a g: B — A prostd zobrazeni. Hleddme bijekci mezi A a B. Uvazme
zobrazeni

h: P(A) — P(A),
hi X A\g(B\ f(X)).



Snadno se nahlédne, Zze h je izotonni zobrazeni, kde usporddani je ddno mnozinovou inkluzi.
Protoze je P(A) tplny svaz, existuje podle Tarského véty pevny bod zobrazeni h, oznacme jej
W. Definujme

F:A— B,

F:a:»—>{f(x) veW,
g Hx) zeA\W.

Jellix e AW =A\h(W)=A\ (A\g(B\ f(X))) =g(B\ f(X)) C img. Dava tedy smysl
uvazovat g~ !(x). Protoze je g injektivni, je vzor nejvyse jednoprvkovy. Zobrazeni F je tedy
dobre definované. Zbyva ukazat, ze je bijekce.

Necht F(z) = F(y). Pokud z,y € W, pak z injektivity f je x = y. Pokud z,y € A\ W, pak je
opét x = y, vzdyt g je zobrazeni. Kone¢né pokud z € W ay € A\W, tj. f(z) = g~ '(y). Aplikaci
g dostavame g(f(z)) =y ¢ W. Pritom f(x) € f(W), tedy f(x) ¢ B\ f(W). Z injektivity g
dostavame, ze g(f(x)) ¢ g(B\ f(W)), tedy g(f(x)) € A\ g(B\ f(W)) =W, coz je spor. Nutné
je tedy F' injektivni.

Necht y € B a pritom y ¢ F(A). Pak y ¢ f(W), tedy y € B\ f(W), a proto g(y) ¢ W. Proto
y = F(g(y)), coz je spor. F je tedy hledana bijekce.

Pozndmka. Predchozi véta tedy rika, ze relace < na kardindlnich ¢islech je usporadani.

1.4 Operace s kardinalnimi a ordinalnimi c¢isly
Definice 1.4.1. Necht o = |A| a § = |B|. Klademe
l.a+p=|AUB|pro ANB =10,
2. a-f=|AxB],
3. o = |AB|,
4. > ier i = |Uer 4il, kde A; jsou po dvou disjunktni.
Véta 1.4.2. Plati
1. (a-B)T =a7- 7,
2. (aﬁ)y =aP7,
3 bt =a8.ar.
Dale plati
IL.a<f=a+y< B+,
2. a<f=a-v<fB-v
Véta 1.4.3 (AC). Pro libovolné nekonecné kardindlni ¢islo X plati X - X = X,
Dausledek 1.4.4 (AC). Pro libovolnd ordindlni ¢isla o, 8 plati

N, - Rz = max{Rq, Ng},
Ny + Nﬂ = max{Na, N/g}.

Pokud navic o < 3, pak
Rg _ on
o — 2 B.
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Definice 1.4.5. Necht o« = |A| a § = |B|, pak definujeme
. a+ B =|A+B|
2. a-f=|B-Al.

Véta 1.4.6. Plati

La-(B+y)=aB+a-7,

2. a+0=04+a=a,

S a-2=a+ .

Priklad. Operace +,- nejsou komutationd

lHw=w#w+1,

2rw=wHwtw=w-
Lemma 1.4.7. Pro libovolnd ordindlni cisla plati
I.a<fB=v+a<~vy+p,
2. a<f=a+y< B+,
S a<f=y-a<y-f,

4alfB=a-vy<B-7,

5. Va, B takové, Ze a < [ existuje jediné v takové, Ze o+ v = 3,

6. déleni se zbytkem: Vo, 0 < B existuji jedind 6, 0, kde o < «, takovd, Ze

a=p-0+p
7 aPtT =af . a?,
8. o =al,

9. kaZdé ordindlni cislo a lze zapsat v mocnindch w, tj.

Ya o, .o Ve Moy -,y € Nt = w

m0+

+w7’“ My



1.5 Axiom vybéru

Axiom vybéru: Bud I mnozina a A;,i € I neprdzdné mnoziny. Pak mnozina [],c; A; je rovnéz
neprazdna.

Axiom fika, zZe libovolnd mnozina neprazdnych mnozin {4; | i € I} ma tzv. vybérovou funkei,
tj. zobrazeni

el
takové, ze f(i) € A; pro libovolné i € I. (Uvédomme si, ze kartézsky soucin je pravé mnozina
vybérovych funkci, kterd je podle AC nepréazdna.)

Nékdy je AC téz formulovan takto:
VX (0 ¢ X —3f: X - [ JX VA€ X(f(A) € A)).
Véta 1.5.1. Ndasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
1. azxiom vybéru,
2. princip dobrého usporaddni (kaZdou mnoZinu lze dobre usporddat),

3. Zornovo lemma (kaZdd neprizdnd usporddand mnoZina, ve které md kazdy retézec horni
zavoru, obsahuje néjaky mazximdlni prvek),

4. kazdy vektorovy prostor md bdzi,

o

kazdy vlastni idedl netrividlniho okruhu lze vnorit do maximdlniho idedlu,

Tichonovova véta (soucin kompaktnich prostori je kompaktni),

NS

kazdy souwvisly graf md kostru.
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Kapitola 2

Matematicka logika

Nyni budeme chtit pro vyrokovou a predikatovou logiku popsat nasledujici
1. Vymezeni uzivanych symbola (abecedy)
2. Syntaxe formuli
3. Sémantika

4. Odvozovaci systém

2.1 Vyrokova logika

Definice 2.1.1. Abecedu vyrokové logiky tvori nasledujici symboly
e znaky pro vgrokové proménné A, B,C, ..., kterych je spocetné mnoho,
e logické spojky A, V,—, -,
e zivorky (,).

Definice 2.1.2. Formuli vijrokové logiky rozumime slovo ¢ nad abecedou vyrokové logiky, pro
které existuje vytvorujici posloupnost, tj. koneénd posloupnost slov, 91, ..., ¢k, kde k > 1, 9
je o a pro kazdé 1 < ¢ < k ma slovo ¢; jeden z nasledujicich tvarta

1. vyrokova proménna,
2. # 1; pro néjaké 1 < j <1,
3. (¢jo1fy) pro néjaka 1 < 4,1 < i, kde o € {A,V, —}.

Poznamka. PTi zapisu formuli se obvykle vynechavaji vnéjsi zavorky a casto i nékteré vnitini,
nevede-li vznikla syntaktickd nejednoznac¢nost k nejednoznac¢nosti sémantické.
Déle lze zavést zkratku ¢ <> 1) pro (p — ) A (¢ — @).

Definice 2.1.3. Pravdivostni ohodnoceni (valuace) je zobrazeni v, které kazdé vyrokové pro-
ménné prifadi hodnotu 0 nebo 1.

Indukci se pak valuace rozsiti na vsechny vyrokové formule uvdzenim vytvorujici posloupnosti,
kde logickym spojkdm prifazujeme vyznam standardnim zptsobem.

Definice 2.1.4. Rekneme, Ze vyrokova formule ¢ je
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e pravdivd (respektive nepravdivd) pri valuaci v, pokud v(yp) = 1 (respektive v(¢) = 0),
e splnitelnd, jestlize existuje valuace v takova, ze v(p) = 1,

e tautologie (respektive kontradikce), jestlize v(¢) = 1 (respektive v(¢) = 0) pro kazdou
valuaci v.

Soubor T' vyrokovych formuli se nazyva splnitelny, jestlize existuje valuace v takova, ze v(p) = 1
pro kazdé ¢ € T
Formule ¢, se nazyvaji ekvivalentni, piSeme ¢ = 1), jestlize pro kazdou valuaci v plati v(p) =

v(¥).

Definice 2.1.5. Formule je tautologickym dusledkem souboru formuli 7', pisSeme T' |= ¢, jestlize
v(p) = 1 pro kazdou valuaci v takovou, ze v(¢)) = 1 pro kazdou formuli ¢ € T. Je-i T = 0,

piSeme = .

Miuzeme pozadovat, aby nas logicky systém byl vytvoren z jinych logickych spojek. Za timto
ucelem zavedeme pojem vyrokové funkce.

Definice 2.1.6. Vyrokovou funkci rozumime funkei F': {0,1}" — {0,1}, kde n > 1.

Stejnym zpusobem nyni mizeme definovat abecedu, formuli a valuaci, pokud misto A, V,— a =
uvazime vyrokové funkce Fi, ..., Fi. Obdrzime tim logicky systém, ktery znacime L(F1,. .., Fy).
Uvazme na mnoziné vyrokovych proménnych pevné linearni usporadani. Pak kazda formule ¢
jednoznacné urcuje vyrokovou funkei Fi: {0,1}" — {0,1} (dosazenim 0,1 za vyrokové pro-
meénné).

Definice 2.1.7. Systém L(Fy, ..., F}) se nazyvéa plnohodnotny, jestlize pro kazdou vyrokovou
funkci F' existuje formule ¢ z tohoto systému takova, ze F' = F,.

Véta 2.1.8. Systémy L(V,A,—) a L(—,F#) jsou plnohodnotné.
Systémy L(V,—), L(V,A) plnohodnotné nejsou.

Definice 2.1.9. Vyrokova funkce F' se nazyva Schefferovskd, jestlize L(F') je plnohodnotny
systém.

Véta 2.1.10 (o kompaktnosti). Necht T je soubor formuli vjrokové logiky. T je splnitelny pravé
tehdy, kdyz je kazZdd konecnd cast T je splnitelnd.

Uvazme L(—, ) a nasledujici (Lukasiewiczuv) odvozovaci systém, kterd je ddn schématy axi-
omi

e Alip = (¥ = o),
¢ A2 (p = (¥ = 8) =2 ((p = ¥) = (¢ =)
o A3: (mp = ) = (Y — )
a odvozovacim pravidlem
e MP: Z p a o — 1 odvod ¥.
Definice 2.1.11. Bud T systém formuli.

e Dikazem formule ¢ z predpokladi T rozumime kone¢nou posloupnost formuli o1, ..., @k,
kde ¢ je 1 a pro kazdé ¢;, kde 1 <1 < k plati nékterd z nasledujicich podminek

12



— p; jeprvek z T,
— (p; je instanci jednoho ze schémat A1 — A3,

— p; vznikne aplikaci MP na formule ,,, @, pro vhodné 1 < m,n < i.

e Formule 9 se nazyva dokazatelnd z predpokladid T, piseme T F 1, jestlize existuje dikaz
1 z predpokladu T'. Je-li T' = (), fikadme, Ze 1) je dokazatelna a piseme F 1).

Véta 2.1.12 (o dedukci). Necht ¢, jsou formule a T soubor formuli. Pak T U {¢} F ¢ privé
tehdy, kdyz T 1 — .

Véta 2.1.13 (o korektnosti). Necht ¢ je formule a T soubor formuli. Jestlize T + ¢, pak T = ¢.

Véta 2.1.14 (o tplnosti). Necht ¢ je formule a T' soubor formuli. Jestlize T |= ¢, pak T F .

2.2 Predikatova logika

Definice 2.2.1. Jazykem (stejné jako jazykem s rovnosti) rozumime systém predikdtovych sym-
boli a funkcnich symboli, kde u kazdého symbolu je ddna jeho arita (¢etnost), ktery je nezé-
pornym celym cislem.

Predikatovym a funkénim symboltim se souhrnné iikd mimologické symboly a jazyk je jimi plné
urcen.

Definice 2.2.2. Abecedu predikatové logiky pro jazyk L tvoif nasledujici symboly:

e znaky pro promeénné x,y, z, ..., kterych je spocetné mnoho,

mimologické symboly

je-li L jazyk s rovnost, obsahuje abeceda specialni znak = pro rovnost,

logické spojky — a —,
e symbol V pro univerzalni kvantifikator,
e zivorky (,).

Definice 2.2.3. Termem jazyka L rozumime slovo t nad abecedou predikatové logiky pro
jazyk L, pro které existuje vytvorujici posloupnost slov ty,...,tx, kde k > 1, t je t a pro kazdé
1 <4 < k ma slovo t; jeden z nasledujicich tvaru:

e proménna
o f(tiy,...,ti,), kde 1 <iy,... i, <k, f je funkéni symbol jazyka L, a n je arita f.
Term se nazyva uzavreny, jestlize neobsahuje proménné.

Definice 2.2.4. Formuli predikdtového poctu jazyka L rozumime slovo ¢ nad abecedou predi-
katové logiky pro jazyk L, pro které existuje vytvorujici posloupnost slov ¥1, ..., ¢, kde k > 1,
Ui je o, a pro kazdé 1 < ¢ < k ma slovo v; jeden z nésledujicich tvart:

e P(t1,...,tn), kde P je predikdtovy symbol jazyka L arity n a ty,...,t, jsou termy jazyka
L,

e {1 = t9, je-li jazyk L s rovnosti a 1, t2 jsou termy jazyka L,

e —); pro n¢jaké 1 < 5 <1,
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e (1; — 1) pro néjakd 1 < j,1 <,
e Vz1)j, kde x je proménnd a 1 < j < i.
Poznamka. Pro prehlednost se obvykle vyuzivaji nasledujici zkratky:
e dxp znaci V-,
e V1 znaci - — P,
e © A1 znadl —(p — ),
e © < 1 znadi stejné jako ve vyrokové logice konjunkci obou implikaci.

Definice 2.2.5. Kazdy vyskyt proménné ve formuli predikdtového poctu je bud wolngy nebo
vazany podle nésledujiciho induktivniho predpisu

e Ve formuli P(ty,...,t,) jsou vSechny proménné volné.
e Vyrokové spojky neméni charakter vyskytu proménnych.

e Ve formuli Vae) je vyskyt proménné = (véetné vyskytu za kvantifikdtorem) vazany, vyskyt
proménné ruzné od x zustava stejny, jaky byl ve formuli .

Proménna se nazyva volnou (respektive vdzanou) ve formuli, ma-li v ni volny (respektive vdzany)
vyskyt.

Formule se nazyva otevrend, jestlize v ni zddnd proménna nemé vazany vyskyt.

Formule se nazyva uzavrend (téz sentence), jestlize v ni zddna proménna nemé volny vyskyt.

Zapis (x1, ..., x,) znadi, ze vsechny volné proménné ve formuli ¢ jsou mezi z1, ..., z, (pricemz
ne nutné kazda z téchto proménnych musi byt volna).
Univerzdlni uzdvér formule ¢ je formule tvaru Vz; ...Va,p, kde x4, ..., x, jsou pravé vsechny

volné proménné formule .

Definice 2.2.6. Term ¢ se nazyva substituovatelny za proménnou z ve formuli ¢, jestlize zadny
vyskyt proménné v termu ¢ se nestane vidzanym po provedeni substituce termu ¢ za kazdy
vyskyt x ve formuli ¢. Je-li ¢ substituovatelny za = ve ¢, znac¢i zapis ¢(z|t) formuli, kterd
vznikne nahrazenim kazdého volného vyskytu z ve ¢ za t.

Pfirozenym zpusobem rozsifime tuto definici na p(z1|t1,. .., zu|tn).

Prejdéme nyni k sémantice predikatové logiky.
Definice 2.2.7. Realizace M jazyka L je zadana

e Neprazdnym souborem M, ktery se nazyva univerzum ¢i nosic. Prvky univerza se nazyvaji
individua.

e Priifazenim, které kazdému n-arnimu predikatovému symbolu P pritadi n-arni relaci Py

na M.
e Priifazenim, které kazdému m-arnimu funkénimu symbolu funkei fpr: M™ — M.

Ohodnocenim rozumime zobrazeni prifazujici proménnym prvky univerza M.

Realizaci termu t p¥i ohodnoceni e v realizaci M, pséano tM[e] (pifpadné jen t[e], je-li M zfejmé
z kontextu), definujeme induktivné
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o f(t1,...,tm)le] = fu(tale], ..., tmle])

Definice 2.2.8. Bud M realizace jazyka M, e ohodnoceni a ¢ formule predikatového poctu
jazyka L. Ternarni vztah M = ¢[e] definujeme indukei ke struktute ¢

o M E P(ty,...,tm)]e] pravé tehdy, kdyz (t1]e], ..., tmle]) € P,

e je-li £ jazyk s rovnosti, definujeme M = (t1 = t2)[e] pravé tehdy, kdyz t1]e] a ta[e] jsou
stejna individua,

e M E —)e] pravé tehdy, kdyz neni M = 9le],
o M = (¢ — &)[e] prave tehdy, kdyz M = &[e] nebo neni M = 9le],
e M = Vai[e] pravé tehdy, kdyz M = vle(z|a)] pro kazdy prvek a univerza M.

Je-li M = ¢le], fikdme, ze ¢ je pravdivd v M pri ohodnoceni e.
Je-li M |= ¢le] pro kazdé e, fekneme, Ze ¢ je pravdivd v M, piSeme M |= .

Definice 2.2.9. Bud £ jazyk (pfipadné jazyk s rovnosti).

e Teorii (s jazykem L) rozumime soubor T' formuli predikatového poctu jazyka L. Prvky T
se nazyvaji axiomy teorie T

e Realizace M jazyka L se nazyva model teorie T', psdno M = T, jestlize M |= ¢ pro kazdé
pzT.

e Teorie se nazyva splnitelnd, jestlize ma model.

e Je-li M realizace jazyka L, pak Th(M) oznacuje teorii tvorenou praveé vSemi uzavienymi
formulemi, které jsou v.M pravdivé.

e Formule @ se nazyva semantickym disledkem teorie T, psano T |= ¢, jestlize ¢ je pravdiva
v kazdém modelu teorie T

Opét muzeme uvazit odvozovaci systém podobné, jako jsme tomu ucinili v predikatové logice.
Pribudou ndm zde dvé nova schémata axiomu a jedno odvozovaci pravidlo.

e Schéma axiomu specifikace Vzyp — ¢(x|t), kde t je substituovatelny za = ve ¢.
e Schéma axiomu distribuce (Va(¢ — ¢)) — (¢ — Va1)), kde x nema volny vyskyt ve ¢.
e Odvozovaci pravidlo generalizace: z ¢ odvod Vze.
Pro jazyk L s rovnosti je potfeba jesté pridat axiomy rovnosti
o =uz,

e (x1=y1 AN ANxp=yn ANP(x1,...,20)) = P(y1,-..,Yn), kde P je predikdtovy symbol
arity n,

o (X1 Ay, T = Ym) — (f(x1,...,2m) = f(y1,---,Ym)), kde f je funkéni symbol arity
m.

Definice 2.2.10. Bud T teorie jazyka L. Dikazem formule ¢ v teorii T rozumime konecnou
posloupnost formuli ¢, ..., Y, kde ¥ je ¢ a pro kazdé ;, kde 1 < i < k, plati alespon jedna
z nasledujicich podminek
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e ; je prvek T,
e 1); je instanci nékterého axiomu,

e ; vznikne aplikaci nékterého odvozovaciho pravidla na nékteré (¢i nékterou) z predchozich
formuli

Definice 2.2.11. Bud T teorie jazyka L.

e Formule v se nazyva dokazatelna v teorii T', pisSeme T F 1, jestlize existuje dukaz ¢ v T'.
Jestlize T+ 1, kde T je prazdna, rikame, Ze 1 je dokazatelnd a piSeme jen - 2.

e Formule 1 se nazyva vyvratitelnd v teorii T, jestlize T + —).

e Teorie T se nazyva spornd, jestlize je v T dokazatelna kazda formule predikatové logiky
jazyka L.

e Teorie je bezespornd, jestlize neni sporna.

Véta 2.2.12 (o dedukcei). Necht T je teorie jazyka L, 1 uzaviend formule jazyka L a ¢ libovolnd
formule jazyka L. Pak Tt — ¢ prdvé tehdy, kdyz T U {¢} F o.

2.3 Véta o uplnosti, véta o kompaktnosti a Lowenheimova-Skolemova
véta
Pozndmka. Shrnme si znaceni z predchozich definic
e M E ple] znadi, ze formule ¢ je pravdivd v modelu M pri ohodnoceni e
e M E ¢ znadi, ze formule ¢ je pravdivd v modelu M

e M =T znadi, ze kazda formule teorie T' je pravdivd v modelu M, pfitom fikdme, ze M
je modelem teorie T’

o T = ¢ znadi, ze ¢ je pravdivd v kazdém modelu teorie T
e T+ ¢ znaci, ze ¢ je dokazatelnd v T

Teorie je sporna, jestlize v ni muzeme dokdzat kazdou formuli. Teorie je bezespornd, jestlize
neni spornd.

Véta 2.3.1 (o korektnosti). Necht T je teorie a ¢ je formule jazyka teorie T. Jestlize T + ¢,
pak T = .

Véta 2.3.2 (o tplnosti). KaZda bezespornd teorie md model.
Necht T je teorie a ¢ je formule jazyka teorie T. Jestlize T = ¢, pak T F .

Véta 2.3.3 (o kompaktnosti). Teorie T md model pravé tehdy, kdyz kazdd jeji podteorie s
konecné mnoha axiomy (a s minimdlnim jazykem, v némz jsou tyto aziomy formulovatelné) md
model.

Dikaz. ,=“: Ziejmé.

»<=": Staci ukdzat, ze T je bezesporna. Kdyby T byla sporna (pripad, kdy £ je bez rovnosti
a neobsahuje jediny predikatovy symbol, tedy neexistuje zadna formule predikatového poctu
nad jazykem L, je zfejmy), existoval by dikaz formule ¢ A ) v T. Tento dukaz je je kone¢ny,
vyuziva jen konené mnoho axiomu T, které tvori spornou podteorii 7', spor.
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Véta 2.3.4. Necht'T je teorie a necht pro kazZdé n € N existuje model teorie T, jehoZ nosi¢ md
mohutnost alespont n. Pak T md nekonecny model.

Véta 2.3.5 (Lowenheimova-Skolemova). Necht T je teorie s jazykem L, kterd md nekonecni
model. Necht k je nekonecny kardindl takovy, Ze k > |L|. Pak T md model mohutnosti k.

2.4 Godelova véta o neuplnosti

Jazyk aritmetiky je jazyk s rovnosti obsahujici konstantu 0, unarni funkéni symbol S a dva
bindrni funkéni symboly - a +.

Vyznacnou realizaci jazyka aritmetiky je (Np, -, +), kde univerzem je soubor vsech nezdpornych
celych ¢isel, 0 je realizovana jako nula, S jako funkce naslednika, - jako nasobeni a + jako s¢itani.
Jednim ze zékladnich krokti Hilbertova programu formalizace matematiky mélo byt vytvoreni
rekurzivni a aplné teorie T' jazyka aritmetiky, tedy teorie T takové, ze

e formule dokazatelné v T jsou préavé formule pravdivé v (Ng, +, )
e pro kazdou posloupnost symbolt lze mechanicky ovérit, zda je ¢i neni dikazem v T

Peanova aritmetika

o Vz S(x)#0,

o VaVy S(z) = S(y) = x =y,
e Vx x4+ 0=ux,

o Yoy .+ S(y) = S(z +v),

e Vrz-0=0,
o VaVy z-S(y) = (z-y) +v,
e (p(0)AVZ (p(x) = ¢(S(x)))) — Vz ¢(x), kde ¢ je formule s jednou volnou proménnou x

Definice 2.4.1. Rekneme, 7e teorie T jazyka aritmetiky je rekurzivnd, jestlize jazyk tvoreny
zapisy vsech dikazi v T je rekurzivni.

Véta 2.4.2. Necht T je rekurzivni teorie jazyka aritmetiky. Pak jazyk tvoreny vsemi formulemi
dokazatelnymi v T' je rekurzivné vycislitelny.

Necht jazyk Valid (respektive Provable) znadi jazyky nad abecedou {v,+,-,0, 5, (,),V,—, ~, =},
kde proménné zapisujeme v, vv, vov, ..., obsahujici zapisy vsech formuli jazyka Peanovy aritme-
tiky, které jsou pravdivé (respektive dokazatelné) v realizaci (Ng, +, ), respektive dokazatelné
ze systéml axiomi Peanovy aritmetiky.

Jisté Provable C Valid, nebof Peanova aritmetika je korektni. Pritom Goédlova véta fika, ze
tato inkluze je vlastni.

Jazyk Provable je rekurzivné spocetny. D4 se ukéazat, ze jazyk Valid rekurzivné vyc¢islitelny neni.

Véta 2.4.3 (o neuplnosti). Neexistuje Zdidnd rekurzivni teorie jazyka aritmetiky, ve které jsou
dokazatelné pravé vsechny formule pravdivé v realizaci (Ng, +-).

Specidlné pro kazdou korektni rekurzioni teorii T (tj. pro teorii, kterd umoznuje dokdzat pouze
formule pravdivé v (No, +, -)) nutné existuje formule platnd v (No,+,-), kterd neni v'T dokaza-
telnd.
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Necht PA znadf teorii Peanovy aritmetiky a N znadi realizaci (Ng, +, ) jazyka aritmetiky.

Véta 2.4.4 (1. véta o netiplnosti). Lze sestrojit uzavrenou formuli o, kterd je pravdivd v N, ale
nend dokazatelnd v PA.

Necht CONSIS je formule vyjadiujici bezespornost PA

Véta 2.4.5 (2. véta o nedplnosti). Je-li PA bezespornd, pak CONSIS neni v PA dokazatelnd.
Zejména v ,dostatecne silné teorii“ lze dokdzat vlastni bezespornost jen v pripadé, Ze je tato
teorie spornd.

Pozndamka. Vyznam Godelovych vét je zhruba ten, Ze neexistuje teorie T' majici nasledujici
vlastnosti:

T je bezesporné

T je tplna

e T mé rekurzivné spocetnou mnozinu axiomu

v T lze zakédovat aritmetiku nezapornych celych ¢isel se sé¢itdnim a nasobenim
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Kapitola 3

Zakladni algebraické struktury

3.1 Grupy, okruhy, obory integrity, télesa

Definice 3.1.1. Mnozina G spolu s operaci -: G X G — G se nazyva grupa, jestlize
1. operace - je asociativni,
2. 3ee€GVgeG(g-e=e-g=g), prvek e znac¢ime 1 a nazyvame ho neutrdlnim prvkem,

3.Vge G3ahe H(g-h=h-g=1), prvek h zna¢ime g—! a nazyvame ho inverznim prvkem
k prvku g.

Je-li operace - komutativni, fekneme, ze grupa G je komutativni.

Definice 3.1.2. Necht (G, -) je grupa. Existuje-li pfirozené ¢islo n tak, ze a™ = 1, pak nejmensi
prirozené ¢islo n s touto vlastnosti se nazyva rdd prvku a v grupé G. Neexistuje-li zadné prirozené
¢islo s touto vlastnosti, fekneme, ze zad prvky a v grupé G je oc.

Véta 3.1.3. Necht (G,-) je grupa, a € G. Je-li 7ad a v grupé G prirozené ¢islo n, pak pro

libovolnd k,l € Z plati

a*=d o k=1 (modn).

Je-li naopak 7dad a roven oo, pak pro libovolnd k,l € Z plati
d=d o k=L

Definice 3.1.4. Necht G je konecna grupa. Nejmensi e € N takové, ze pro kazdé a € G plati
a® =1, se nazyva exponent grupy G.

Véta 3.1.5. Necht G je konecnd komutativni grupa, pak exponent grupy G je roven nejvétsimu
z Tddu vsech prvki grupy G.

Definice 3.1.6. Necht G je grupa, H podmnozina G. Rekneme, ze H je podgrupa grupy G,
piseme H < G, jestlize

1. 1€ H,
2. Va € H plati a=! € H,
3. Va,be Hplatia-be H.

Definice 3.1.7. Grupa G se nazyva cyklickd, jestlize existuje a € G takové, ze G = (a).
Rédem kone¢né grupy rozumime poéet prvki této grupy, znacime |G/.
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Definice 3.1.8. Necht G, H jsou grupy. Zobrazeni f: G — H se nazyvad homomorfismus grupy
G do grupy H, jestlize pro kazdé a,b € G plati f(a-gb) = f(a)-g f(b). Injektivni homomorfismus
se nazyva vnofend, bijektivni homomorfismus se nazyva izomorfismus.

Mnozina ker f = {a € G| f(a) = 1y} se nazyva jddro homomorfismu f.

Véta 3.1.9. Jddro homomorfismu je trividalni prdve tehdy, kdyZ je homomorfismus vnorend.

Definice 3.1.10. Necht G je grupa, H jeji podgrupa. Pro libovolny prvek a € G definujeme jim
uréenou levou tridu a- H rozkladu grupy G podle podgrupy H predpisem a-H = {a-h | h € H}.

Véta 3.1.11. Mnozina G/H wvsech levych trid grupy G podle podgrupy H tvori rozklad na
mnozine G.

Definice 3.1.12. Pocet |G/ H]| levych trid grupy G podle podgrupy H se nazyva index podgrupy
H v grupé G.

Véta 3.1.13. Nechit G je konecnd grupa, H jeji podgrupa, pak plati
G| = |G/H]-[H].
Disledek 3.1.14. Necht G je konecnd grupa, H jeji podgrupa, pak
1. rad podgrupy déli rad grupy (Lagrangeova véta),
rdd prvku déli rad grupy,

grupa prvociselného radu je cyklickd,

e

exponent grupy deli vdd grupy,
5. a#™ =1 (mod m) pro m €N, a € Z libovolnd nesoudélnd,

Definice 3.1.15. Bud G grupa, H jeji podgrupa. Rekneme, ze H je normdini podgrupou grupy
G, jestlize Yh € H a Vg € G plati ghg~! € H.

To umoznuje zavést strukturu grupy na levych tiidach rozkladu podle norméalni podgrupy.
Véta 3.1.16. Normdlni podgrupy grupy G jsou prdvé jadra homomorfismi vedouct z G.

Véta 3.1.17. Necht f: G — K je homomorfismus grup, H normdlni grupa takovd, Ze H C
ker f. Necht m: G — G/H je projekce na faktorgrupu. Pak existuje jediné zobrazeni g: G/H —
K takové, Ze gom = f. Navic plati

1. g je homomorfismus grup,
2. g je injekce pravé tehdy, kdyZ H = ker f,
3. g je surjekce prdveé tehdy, kdyz f je surjekce.

Véta 3.1.18. Necht G je konecnd komutativni grupa, |G| > 1. Pak existuji (ne nutné riznd)
prvocisla p1,...,ps a ki,...,ks € N tak, Ze

G= <Zp11cl,+) X -+ X (Zp§5’+)‘

Tento rozklad je ddn jednoznacné aZ na poradi ciniteld.

Definice 3.1.19. Mnozna R spolu s dvéma operacemi + a - se nazyva okruh, jestlize plati
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1. (R,+) je komutativni grupa,
2. (R,-) je monoid,
3. plati distributivni zakony: Va,b,c € R plati a(b+ ¢) = ab+ ac, (a + b)c = ac + be.

Rekneme, Ze okruh R je komutativni, jestlize je monoid (R,-) komutativni.

Neutralni prvek grupy (R, +) znac¢ime 0 a nazyvame nulou okruhu R. Neutrdlni prvek monoidu
(R, ) znac¢ime 1 a nazyvame jednickou okruhu R. Inverzni prvek k prvku a vuéi séitani se nazyva
prvek opacny, znacime —a. Mnozinu nenulovych prvka znac¢ime R*.

Definice 3.1.20. Prvky a,b okruhu R se nazyvaji délitelé nuly, jestlize a # 0 # b, ale ab = 0.
Netrividlni komutativni okruh R se nazyva obor integrity, jestlize nema délitele nuly.

Véta 3.1.21. Netrividlni komutationi okruh R je obor integrity prdveé tehdy, kdyzZ v ném plati
zdkon o krdcent, tj. Va,b,c € R, kde a # 0 plati ab = ac = b = c.

Definice 3.1.22. Bud R okruh. Invertibilni prvek monoidu (R, -) se nazyva jednotka okruhu
R. Mnozinu vSech jednotek znac¢ime R*.
Netrivialni komutativni okruh se nazyva téleso, jestlize R* = R*.

Veéta 3.1.23. Kazdé teleso je oborem integrity. Kazdy konecny obor integrity je télesem.

Definice 3.1.24. Bud R okruh. Prirozené ¢islo n takové, ze nl = 0, nazyvame charakteristika
okruhu R. Pokud takové n neexistuje, fekneme, ze charakteristika okruhu je nula.

Véta 3.1.25. Je-li R obor integrity, pak je jeho charakteristika bud R nebo nula. Pro a # 0
plati

e je-li charakteristika R nula, pak Vk € N plati ka # 0,
e je-li charakteristika R prvocislo p, pak rad prvku a v grupé (R,+) je p,
zejména véechny nenulové prvky maji v grupé (R, +) stejny rdd.

Dusledek 3.1.26. Je-li R konecné téleso charakteristiky p, pak grupa (R,+) je izomorfni s
grupot, (Zy, +) x -+ X (Zyp,+). Pocet proki konecného télesa je tedy mocninou jeho prvociselné
charakteristiky.

Definice 3.1.27. Necht R,S jsou okruhy, zobrazeni f: R — S se nazyva homomorfismus
okruhu R do okruhu S, jestlize

1. Ya,b € R plati f(a+b) = f(a) + f(b),

2. Ya,b € R plati f(a-b) = f(a)- f(b),

3. f(1)=1.
Mnozina ker f = {a € R | f(a) = 0} se nazyva jddro homomorfismu f.
Definice 3.1.28. Necht R je okruh. Neprazdnou mnozinu I C R nazveme idedlem okruhu R,
jestlize

1. Va,be I platia+ b€ I,

2.Vre RaVaelplatirael atézar € 1.

Rekneme, ze idedl I je hlavni, jestlize je generovany jedinym prvkem.
Rekneme, Ze idedl I # R je prvoidedl, jestlize Vr,s € Rplatirs € I = (r € IV s € I).
Rekneme, ze idedl I # R je maximalni, jestlize neexistuje idedl J takovy, ze I C J # R.

Véta 3.1.29. Bud R okruh. Idedly okruhu R jsou prdvé jadra homomorfismi vedoucich z R.
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3.2 Homomorfismy a faktorizace v teorii grup a okruhi

Definice 3.2.1. Bud G grupa, H jeji norméalni podgrupa. Na rozkladu G/H grupy G na levé
tfidy podle normélni podgrupy H definujeme operaci x pomoci reprezentantti nésledujicim
predpisem

(a-H)*x(b-H)=(a-b)-H.

Poznamka. Vime, ze nasledujici podminky jsou ekvivalentni

ea-H=b-H,
each-H,
e b lacH.

Chceme dokézat, ze nezdvisi na volbé reprezentantu. Predpokladejme, ze a- H =d' - H, b- H =
b - H,tj. a’ =ahy, b = ahs. Pak

(ahl)(th) -H=ab-H

pravé tehdy, kdyz b~ 'a~lahibho = b~ hibhy € H, coz jisté plati, vidyt hi,ho € H, kde H je
normalni podgrupa grupy G.

Definice 3.2.2. Bud R okruh, I jeho idedl. Protoze I je podgrupa komutativni grupy (R, +),
muzeme uvazit faktogrupu R/I. Na této faktorgrupé definujeme strukturu okruhu pomoci re-
prezentantl néasledujicim predpisem

(@+I)+(b+1)=(a+b)+1,
(@a+I)-(b+1I)=ab+ 1.

Véta 3.2.3. Necht R je netrividlni komutationi okruh, I jeho idedl. Pak plati
1. I je prvoidedl pravé tehdy, kdyz R/I je obor integrity,
2. I je mazimdlnd idedl pravé tehdy, kdyz R/ je téleso.

Zejména kazZdy mazximdini idedl je prvoidedl.

3.3 Vektorové prostory

Definice 3.3.1. Necht (V,+) je komutativni grupa (jejiz prvky nazyvame vektory) a (T, H, %)
¢iselné téleso (jeho prvky nazyvame skaldry). Rekneme, Ze grupa V spolu s operaci -: TxV — V
tvori vektorovy prostor (V,+,-) nad télesem T', jestlize

L.t-(ut+v)=t-u+t-v,
2. (tBs)-u=t-u+s-u,
3. (txs)-u=t-(s-u),
4. 1-u=u.

Neutralni prvek grupy (V,+) se nazyva nulovy vektor a oznacuje se symbolem o. Inverzni prvek
k vektoru v se nazvyva opacny vektor k vektoru v a oznacuje se symbolem —v.
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Definice 3.3.2. Necht V je vektorovy podprostor nad télesem 7T'. Neprazdnad mnozina U mno-
ziny V' se nazyva podprostor vektorového prostoru V, jestlize plati:

l.uuveU=u+vel,
2.teTuelU=t-uel.

Definice 3.3.3. Bud () # X C V mnozina vektort. Linedrnim obalem mnoziny X (piSeme [X])
rozumime mnozinu vSech linearnich kombinaci vektort z X, tj.

[X] ={aix1 +axa+ -+ anxy | n €Nyay,ag,...,a, € K,x1,X2,...,%X, € X}.
Pro X = () definujeme [X] = {o}.

Véta 3.3.4. Bud X C V. [X] je nejmensi linedrni podprostor vektorového prostoru V- obsahujict
X.

Definice 3.3.5. Bud V vektorovy prostor. Vektory vi,vo,...,v, € V se nazyvaji linedrné
nezavislé, jestlize Vai,ao,...,a, € T plati

aivi +asva+---+a,vp, =0 = a;=ay=---=a,=0.
V opa¢ném pripadé fekneme, ze vektory vi,vo,..., Vv, jsou linedrné zdvislé.
Véta 3.3.6 (Steinitzova véta o vyméné). Bud'V vektorovy prostor. Necht ui,ug, ..., Uy, V1, Ve, ..., Vi €
V. Jsou-li vektory ui, ua, . .., uy, linedrné nezdvislé a vsechny patri do linedrniho obalu [vi,va, ..., V],
pak n < m.

Definice 3.3.7. Mnozina M C V se nazyva bdze vektorového prostoru V', jestlize plati jedno z
nasledujicich (ekvivalentnich) tvrzeni:

e M je maximalni mnozina linedrné nezavislych vektoru
e M je minimélni mnozina generatorii vektorového prostoru V'

Bud déale v libovolny vektor. Pak existuji ai,a9,...,a, € T, vi,va,..., v, € M tak, ze v =
a1v1 + agvo + ...a,v,. Cisla aq, a9, ..., a, nazyvame souradnice vektoru v v bazi M.

Pozndmka. Bud o = {v1,va,...,v,} bdze vektorového prostur V. Libovolny vektor v € V lze
vyjadrit jako v = a1vy 4+ agvy + -+ 4+ apvy,. Symbolem (v), = (a1,as,...,a,) zna¢ime jeho
soutadnice v bézi a.

V prostoru R" znac¢ime € = {(1,0,...,O)T,(0,1,...,O)T,...,(O,O,...,l)T} tzv. kanonickou
bdzi.

«

Definice 3.3.8. Necht o = {uj,ug,...,u,}, 8 = {vi,va,...,v,} jsou baze vektorového pro-
storu V. Pak Vj: 1 < j < n lze vektor u; vyjadiit jako

n
Uj = Z a,'jvi
=1

pro vhodna a;;. Matici (id) s , = (aij); ; nazyvame matici prechodu od baze a k bazi .

,J

Véta 3.3.9. Budte «, 3, bdze vektorového prostoru V, v € V' libovolny vektor. Pak plati:

o (V)= (id)gq (V)as
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o (id), ;- (id)y, = (id), .

Definice 3.3.10. Popis podprostoru ) vy¢tem jeho bazovych vektori nazyvame parametricksy
popis podprostoru Q.

Podmnozina P C V vektord splnujicich homogenni soustavu nerovnic Ax = 0, kde A €
Matypsm (T), dim V' = m tvori vektorovy podprostor. Naopak pro libovolny vektorovy pod-
prostor lze takova soustava nalézt. Je-li vektorovy prostor zadan soustavou Az = 0, nazveme
tento popis analytickiy.

Pozndmka. Budte P, Q) vektorové podprostory. Pak P N Q tvori vektorovy podprostor, P U Q
jiz vektorovy podprostor tvorit nemusi.

Definice 3.3.11. Prunikem vektorovych podprostori P, () rozumime vektorovy podprostor
PNQ.
Souctem vektorovych podprostori P, Q) rozumime vektorovy podprostor P + Q = [P U Q).

Definice 3.3.12. Budte U, V vektorové prostory nad télesem T'. Zobrazeni f: U — V se nazyva
linedrni zobrazent, jestlize

e f(u)+ f(v) = f(u+v) pro vSechna u,v € U,
e af (u) = f(au) pro vSechna a € T,u € U.

Injektivni linedrni zobrazeni nazyvame vnoreni. Bijektivni linedrni zobrazeni nazyvame izomor-
fismus. Pokud mezi prostory U v V existuje alespon jeden izomorfismus, fekneme, ze U a V'
jsou izomorfni (piSeme U = V).

Véta 3.3.13. Vsechny vektorové prostory stejné dimenze nad pevné zvolenym télesem jsou
vzdjemné izomorfni.

Dusledek 3.3.14. Necht V' je vektorovy prostor nad telesem T a dimV =n. Pak V =2 T™.
Definice 3.3.15. Bud f: U — V linedrni zobrazeni. Jddrem zobrazeni f rozumime mnozinu
ker f={ueU| f(u)=o}.

Obrazem zobrazeni f rozumime mnozinu
imf={veV|JuelU: f(u)=v}

Véta 3.3.16. Bud f: U — V linedrni zobrazeni. Pak ker f tvori vektorovy podprostor U a im f
tvori vektorovy podprostor V. Navic plati dimker f + dimim f = dim U.

Definice 3.3.17. Matici linedrniho zobrazeni f: U — V vzhledem k bézim o = {uy,...,u,} C
UapB=A{vi,...,vi} CV rozumime matici

(fga= (f (u1)g, - -,f(un)ﬁ) € Maty,xn.
Véta 3.3.18. Bud f: U — V linedrni zobrazeni vzhledem k bazim «, . Pak Yu € U plati:

(f()g = (g (1),

pricemz (f)g, je jedind matice s touto vlastnosti.
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Kapitola 4

Svazy a univerzalni algebra

4.1 Modularni, distributivni a Gplné svazy

Definice 4.1.1. Svazem rozumime usporadanou mnozinu (G, <) v niz maji kazdé dva prvky
a,b € G své infimum a A b a své supremum a V b.

Priklad. Pro libovolnou mnozinu X je (QX, g) svaz, kde infimum je prinik mnoZin a supremum
jejich sjednocent.
(N, ) je svaz, kde infimem je nejuétsi spolecny délitel a supremem nejmensi spolecny ndsobek.

Poznamka. aVb=a<a>b& aNb=0.
V kazdém svazu plati

e V, A jsou idempotentni, tj. Va € G plati a Aa =a V a = a,

e V., A jsou komutativni,

e V., A jsou asociativni,

e V, A jsou svazany absorpénimi zdkony: Va,b € G plati

(avb)ANa=a, (aANb)Va=a

Véta 4.1.2. Necht (G,V, ) je mnozZina se dvéma idempotentnimi, asociativnimi, komutativ-
nimzi operacems, které jsou svdazdny absorpcnimi zdkony. Pak

1. pro kazdé a,b € G plati aNb=a < aV b=0b,

2. definujeme na G relaci < takto: pro libovolné a,b € G klademe

a<b <& aVb=hb,

pak je < usporadani na G takové, Ze (G, <) je svaz v némz pro libovolné prvky a,b € G je
prvek a V b jejich supremum a a A'b jejich infimum.

Véta 4.1.3. V libovolném svazu G plati pro kaZdou trojici a,b,c € G tzv. distributivni nerov-
nosti
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Je-li navic ¢ < a, plati tzv. modularni nerovnost
(anb)Ve<an(bVe).
Definice 4.1.4. Necht G je svaz. Podmnozina A C G se nazyva
e podsvaz svazu G, jestlize plati

Ya,be A:aVbe A aNbeA,

e idedl svazu G, jestlize je podsvazem a plati
Vaec AVge G:g<a=gcA,
idedal je tedy doli dédi¢ny podsvaz,
e filtr svazu G, jestlize je podsvazem a spliuje
YVae AVge G:g>a=gc A,
filtr je tedy nahoru dédi¢ny podsvaz.

Definice 4.1.5. Necht G, S jsou svazy. Rekneme, e zobrazeni f: G — S je homomorfismem
svazi, jestlize

flavb) = fla)V f(b),
flanb) = f(a) A f(b).

Je-li f bijekce a soucasné homomorfismus svazli, nazyva se izomorfismem svazi.

Definice 4.1.6. Necht (M, <), (N, <) jsou uspordadané mnoziny. Zobrazeni f: M — N se
nazyvéa izotonni, jestlize Ya,b € M a < b = f(a) < f(b). Je-li f bijekce a plati-li, ze f i f~*
jsou obé izotonni, nazyva se f izomorfismem usporddanych mnoZzin.

Pozndamka. Porovnejme nyni zavedené pojmy homomorfismi.

e Kazdy homomorfismus svazii je izotonni.
a<besaANb=a= f(a) = flanb) = fla) A f(b) & f(a) < f(b).

e Ne kazdé izotonni zobrazeni mezi svazy je homomorfismus
Uvazme svazy G = ({1,2,3,6},]), S = ({1,2,3,4}, <) a zobrazeni f: G — S dané pred-
pisem

f()=1,f(2) =2,f(3) =3,f(6) = 4,

pak f je izotonni, ale neni homomorfismus svaz.

e Inverzni zobrazeni k izomorfismu svazil je izomorfismus svazu.

T,y €S, J;:f(a)v y:f(b)a
FHaeny) =1 @A FO) =1 flanb) =anb=fHa) A fH(y).

e Kazdy izomorfismus svazu je izomorfismem usporadanych mnozin.
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e Kazdy izomorfismus usporadanych mnozin mezi dvéma svazy je izomorfismus svazii.
Definice 4.1.7. Svaz G se nazyva
o uUplny, jestlize zde ma kazdd podmnozina své infimum a supremum,

e moduldrni, jestlize pro libovolné a, b, c € G takové, ze ¢ < a plati

(aANb)Ve=aA (bVc).

e distributivni, jestlize pro kazdé a, b, c € G plati

(aVb)A(aVe)=aV (bAc)

Véta 4.1.8. Necht G je svaz. Ndsledujici podminky jsou ekvivalentni.
o (G je uplny svaz,

e G md nejmensi prvek a kazZdd neprdzdnd podmmnozina mnoziny G mada v G supremum,
tj. kazdd podmnoZzina md supremum,

o G md nejuétsi prvek a kaZdd neprdzdnd podmnozina mnozZiny G md v G infimum, tj. kazZdd
podmnoZzina md infimum.

Véta 4.1.9 (Tarski). Necht G je uplny svaz a f: G — G izotonni zobrazeni. Pak Ja € G f(a) =
a.

Diikaz. Oznaéme A = {z € G | < f(x)}, a = sup A. Jisté je A neprézdnd, vzdyt G ma
nejmensi prvek, ktery jisté lezi v A. Navic pro kazdé b € A plati, ze b < f(b), a z protoze je
f izotonni, je i f(b) < f(f(b)), zejména tedy f(b) € A. Ptitom pro kazdé b € A je b < a,
tedy b < f(b) < f(a). Proto f(a) je horni zavora A, pritom a je nejmensi horni zdvora, nutné
a < f(a), tedy a € A. Proto téz f(a) > a € A, coz dava a = f(a).

Véta 4.1.10. Bud H grupa. Oznacme N mnozinu vsech mormdlnich podgrup grupy H. Pak
(N, Q) je dplnd svaz, ktery je moduldrni.

Véta 4.1.11. Necht G je svaz. Ndasledujici podminky jsou ekvivalentni

1. G je moduldrni,

2. pro kazdé a,b,c € G plati (a ANb)V (aNc)=aAN(bV (aAc)),

3. pokud pro a,b,c € G plati c < a, cVb=aVb, cANb=aAb, pak a = c,

4. G neobsahuje podsvaz izomorfni s pétivhelnikem (tj. svazem N ).
Dusledek 4.1.12. Necht G je moduldrni svaz, f: G — S homomorfismus svazil.

e Soucin moduldrnich svazi je moduldrni.

e f(G) je moduldrni

o Systém wvektorovych prostori wvektorového podprostoru usporddany inkluzi je moduldrni
svaz.

Véta 4.1.13. Necht G je svaz. Ndsledujici podminky jsou ekvivalentni.
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1. G je distributioni,

2. pokud pro a,b,c € G plati aVb=cVb, aNb=cADb, pak a = c,

3. G neobsahuje podsvaz izomorfni pétivhelniku ¢i diamantu (tj. svazu N5 nebo Ms).
Véta 4.1.14. Necht G je distributioni svaz, f: G — S homomorfismus svazi.

e Soucin distributivnich svazu je distributivni.

e f(G) je distributivni.

o (G je moduldrni

o Je-li G konecny, pak je izomorfni s vhodnym podsvazem svazu vsech podmnozin néjaké
konecné mnoziny.

4.2 Booleovy algebry

Definice 4.2.1. Necht G je svaz

e Necht G ma nejmensi prvek, znacime 0, a nejvétsi prvek, znac¢ime 1. Necht a € G. Prvek
b € G nazveme komplementem prvku a, jestlize

aNb=0, aVvb=1.
e (G se nazyva komplementdrni, jestlize ma nejmensi a nejvétsi prvek a kazdy jeho prvek ma
komplement.
e Booleovou algebrou rozumime komplementarni distributivni svaz.

Pozndmka. V distributivnich svazich je komplement prvku a (pokud existuje) urcen jedno-
znacné. Budeme jej znadit a’.

Pi#iklad. Pro libovolnou mnozinu X je (2%, C) Booleova algebra.
Véta 4.2.2. Necht B je Booleova algebra. Pak plati

e 0/=1,1=0,

e ¢ =ua,

e (aVb) =d AV,

e (anb) =d V.

Definice 4.2.3. Podstav L Booleovy algebry B se nazyva Booleova podalgebra, jestlize 0,1 € L
a pro kazdé a € L je téz a’ € L.

Definice 4.2.4. Necht B, G jsou Booleovy algebry. Zobrazeni f: B — G nazveme homomor-
fismem Booleovych algeber, jestlize f je homomorfismus svazu spliujici f(0) =0 a f(1) = 1.

Definice 4.2.5. Okruh (R,+,-) se nazyva Booleovym okruhem, jestlize je idempotentni, tj.
Ve Rz -z =ux.

Véta 4.2.6. Netrividlni Booletuv okruh je komutativni charakteristiky 2.
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Véta 4.2.7. Necht B je booleova algebra. Definujme na B operace +, - takto:
r+y=@AY)V(@ Ay), z-y=xAvy,
Pak (B,+,-) je Booletiv okruh.

Véta 4.2.8. Necht (R,+,-) je Booletiw okruh. Definujme na R operace V a N takto:
rVy=z-yt+x+y, TANy=x-y.

Pak (R,V,N) je Booleova algebra, kde pro kazdé x € R plati ' =z + 1.

4.3 Variety algeber a Birkhoffova véta

Definice 4.3.1. Necht G je mnozina, n € Ny, n-arni operaci na mnoziné G rozumime libovolné
zobrazeni G" — G (piitom GY = {0}).

Definice 4.3.2. Typem rozumime libovolnou mnozinu €2 spolu se zobrazenim a: 2 — Ny, kte-
rému fikdme arita. Prvky f € Q nazyvame operacni symboly, ¢islu a(f) fikdme arita operacniho
symbolu f.

Definice 4.3.3. Necht 2 je typ. Univerzdlni algebrou typu ) (téz Q-algebrou) rozumime mno-
zinu A spolu se zvolenou n-arni operaci f4: A" — A pro kazdy operacni symbol f € Q arity
n.

Definice 4.3.4. Necht A je Q-algebra. Podmnozinu B C A nazyvadme podalgebrou 2-algebry
A, jestlize pro kazdy n-arni f € Q a kazdé by,...,b, € B plati fa(b1,...,b,) € B. Tedy B je
uzaviend na vsechny operace f € Q.

Véta 4.3.5. Priunik podalgeber je podalgebra.

Definice 4.3.6. Necht A je Q-algebra. M C A je libovolnd podmnozina. Pak podalgebrou
generovanou podmnozinou M, zna¢ime (M), rozumime prunik vSech podalgeber Q-algebry A
obsahujici M jako svou podmnozinu.

Definice 4.3.7. Necht Q je typ a A, B jsou Q-algebry a ¢: A — B je zobrazeni. Rekneme,
ze @ je homomorfismus (-algeber, jestlize pro kazdy mn-arni opera¢ni symbol f € Q a kazdé
ai...,a, € A plati

¢ (falar, ... an)) = fB (p(ar),. .., (an)) .

Injektivni homomorfismus se nazyza vnorent, bijektivni homomorfismus izomorfismus Q-algeber.

Definice 4.3.8. Necht  je typ. A je Q-algebra. Necht ~ je relace ekvivalence na mnoziné A.
Rekneme, ze relace ~ je kongruence, jestlize Vf € Q, f je n-érni, a Va1, ..., a, € A plati

ay ~by,..an~by = falar,...,an) ~ fa(br,....bn).

Véta 4.3.9. Necht ¢: A — B je homomorfismus Q-algeber. Definujme na nosné mnoziné -
algebry A relaci ~ takto:

Vay,as € A(a; ~ as < p(ar) = (ag))
Pro ~ je kongruence na Q-algebre A.

Definice 4.3.10. Kongruence z piredchozi véty se nazyva jddro homomorfismu .
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Definice 4.3.11. Necht ~ je kongruence na Q-algebre A. Definujme na rozkladu A/ ~ mnoziny
A podle kongruence ~ pro kazdy n-arni f € (2 operaci f,. pomoci reprezentanti. Mnozina
A/ ~ spolu s takto definovanymi operacemi tvori opét 2-algebru, kterou nazyvame faktoralge-
brou.

Véta 4.3.12. Necht A je Q-algebra, ~ je relace ekvivalence na A. Nasledujici podminky jsou
ekvivalentni

1. ~ je kongruence,
2. ~ je jdadro néjakého homomorfismus f: A — B pro vhodnou Q-algebru B,
3. ~ je podalgebra soucinu A x A.

Definice 4.3.13. Necht Q je typ. Oznactme Qy = {f € Q | f je nularni}. Polozme M, =
Qo U{x1,x9,...}. Pro kazdé n € N polozme

M, = {f(tl,...,tk) | e, fkdarmity,... .t € Mnfl}UM’n— 1.
Mnozina

F(Q) = fj M,
n=0

se nazyva mnozina vsech termau typu €.
Pro libovolné m € Ny oznac¢me

F, () ={t € F(Q) | vt se nevyskytuje x, pro r > m}.
Prvkam F,, fikdme m-arni termy typu €.

Definice 4.3.14. Necht Q je typ, t € F,,(2) prom € Ny. Pro libovolnou Q-algebru A definujeme
n-arni operaci t4: A™ — A takto:

e je-li t = x, pak k < m a klademe
ta(a,...,am) = ag,
o jellit = f €, pak
ta(ar,...,am) = fa,
o je-llit=f(t1,...,tk), kde f € Q, f je k-arni, t1,...,tx € F,,(Q), pak

tA(al, o ,am) = fA((tl)A(ab e, am), e, (tk)A(al, ey am)

pro libovolné ay,...,a, € A.

Definice 4.3.15. Vyraz t; = to, kde t1,t; € F(2) pro pevné zvoleny typ ) se nazyva rovnost
typu €.

Definice 4.3.16. Necht A je Q-algebra, m € Ny, t1,t2 € Fy, (Q). Rekneme, Ze rovnost t; = t5
plati v A, jestlize (t1)4, (t2) 4 jsou stejné m-&rni operace na A.

Priklad. Je-li Q = {-} bindrni, pak Q-algebry jsou pravé grupoidy.
Pologrupy jsou ty z nich, v nichZ plati rovnost x1 - (z2 - x3) = (x1 - x2) - 3.
Komutationi grupoidy jsou ty v nichz plati rovnost x1 - 9 = z9 - x7.
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Definice 4.3.17. Necht (2 je typ. Teorii typu §2 rozumime libovolnou mnozinu rovnosti typu €2.

Definice 4.3.18. Necht T je teorie typu ). Varietou -algeber urcenou teorii T' rozumime
tridu vSech Q2-algeber, v nichz plati vSechny rovnosti z teorie T'.

Piiklad. Q = {-, 71,1}, kde - je birdrni, ~' undrni a 1 nuldrni. Teorie

1'.%‘1:1,.%'1-1'1_1:1}

T={x; - (x2-23)= (21 -22) 23,21-1=21,1 21 =21,2]

ndm dd varietu vsech grup.
Piiklad. Q = 0. Teorie T = {x1 = x2} zaddvd varietu vSech nejvgse jednoprvkovych mnozin.
Definice 4.3.19. Necht V je t¥ida Q-algeber. Rekneme, ze V je uzaviend trida, jestlize plati

1. VA € V lezi ve V i vSechny podalgebry A,

2. pro kazdy surjektivni homomorfismus Q-algeber ¢: A — B plati, ze Ae¢ V=B eV,

3. pro kazdou I # ) takovou, ze Vi € I je ddna Q-algebra A; € V plati [[;c; 4i € V,

4. V obsahuje alespon jednu jednoprvkovou 2-algebru.

Véta 4.3.20 (Birkhoff). Necht V' je trida Q-algeber, pak V je uzaviend pravé tehdy, kdyz V je
varieta.
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Kapitola 5

Zaklady teorie kategorii

5.1 Definice a priklady kategorii, funktory a prirozené transfor-
mace
Definice 5.1.1. Kategorii K se skladé z t¥idy objekti ob(K) a tridy morfisma mor(K) tak, ze

1. morfismy lze skladat a toto slozeni je asociativni, tj. pokud f: A — B, g: B — C a
h: C — D, pak (fog)oh= fo(goh): A— D.

2. pro kazdy objekt A € 0b(K) existuje morfismus idg: A — A takovy, zZe pro libovolny
morfismus f: A — B plati foidg =idgof = f.

K(A, B) znaci tfidu morfismui z objektu A € ob(K) do objektu B € 0b(K).

Priklad.
Kategorie Objekty Morfismy
Set MnoZiny zobrazeni
Gp Grupy homomorfismy
Ab Abelovské grupy homomorfismy
PoSet Usporadané mnoziny | izotonni zobrazeni
Metrické prostory | Metrické prostory spojitd zobrazeni

Pozndamka. Uvédomme si, ze kategorie Set ma jako objekty vsechny mnoziny, nemé tedy mno-
zinu objektl, ale skutecné tiidu. Muze vsak nastat, Ze objekti bude pouze mnozina, nebo
morfismi mezi libovolnymi dvéma objekty bude pouze mnozina. Tyto pripady jsou podstatné,
a proto ma smysl definovat nasledujici pojmy.

Definice 5.1.2. Necht K je kategorie.
e Jestlize jsou 0b(K) a mor(K) mnoziny, nazyva se kategorie K mald.

e Jestlize je K(A, B) pro libovolné dva objekty A, B € 0b(K), nazyva se kategorie K lokdlné
mald.

e Jestlize pro vSechna A, B € K je |K[A, B]| < 1, nazyva se kategorie K tenkd.

Definice 5.1.3. Necht K je kategorie, A, B € ob(K) objekty. Morfismus f: A — B se nazyva
izomorfismus, jestlize g: B — A takovy, ze fog=1idp, go f =ida.

Definice 5.1.4. Pro libovolnou kategorii X mizeme definovat dudlni kategorii XC°P, pro kterou
plati
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1. ob(K) = ob(KCP),

2. pro libovolné A, B € ob(K) plati K(A, B) = K?(B, A).
Jedna se tedy o kategorii, kde oto¢ime vsSechny Sipky.
Definice 5.1.5. Necht K je kategorie.

e Objekt I € 0b(K) se nazyva inicidlni, jestlize pro libovolny objekt A € 0b(K) existuje
pravé jeden morfismus I — A.

e Objekt T' € ob(K) se nazyva termindlni, jestlize pro libovolny objekt A € 0b(K) existuje
pravé jeden morfismus A — 7.

Véta 5.1.6 (Zakladni véta teorie kategorii). Inicidlni objekt je urcet jednoznacné az na izo-
morfismus.

Priklad.

Kategorie ‘ Inicidlni objekt ‘ Termindlni objekt
Set 0 jednoprvkovd mnozina
Gp 0 0

0

MnoZiny a prostd zobrazeni

Priklad. o Uvazme kategorii A obsahujici jeding objekt A. Tuto kategorii pak mizZeme chd-
pat jako monoid, jehoz prvky jsou morfismy mor(A). Neutralnim prvkem je ida, operace
je skladani morfismu, kterd je z definice kategorie asociativni.

o Vzpomenme, Ze preduspordaddni je reflexivni a tranzitivni relace. Necht S je mnozina vy-
bavend predusporaddanim <. Uvazme kategorii K takovou, Ze

— ob(K) =S5,

1 A<B,

0 jinak

mame tedy kategorii IC, kde mezi libovolnymi dvéma objekty existuje nejvyse jeden mor-
fismus f: A — B a to pravé tehdy, kdyz A < B. Diky tomu jsou identity a kompozice
jednoznacnée ddany.

Definice 5.1.7. Necht K je kategorie, A, B € ob(K) objekty a f: A — B morfismus. Rekneme,
ze f je

o monomorfismus, jestlize pro kazdé u,v: X — A plati fou= fov = u =,

e cpimorfismus, jestlize pro kazdé u,v: B — X platiuo f =vo f = u=w.
Definice 5.1.8. Necht A, B jsou kategorie. Funktor F': A — B se sestava z

1. Fyp: ob(A) — ob(B),

2. Foor: A(A,B) — B(F(A),F(B)), tj. pro f: A — B dostavame F(f): F'(A) — F(B),
pritom plati

o F(fog)=F(f)oF(g),
° F(idA) = idF(A) pro A € A.
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Priklad. Uvazme funktor U: Gp — Set, ktery kaZdé grupé G priradi jeji nosnou mnoZinu a
homomorfismu f: G — H priradi tuto mnoZinovou funkci. Takovy funktor U nazijvame zapo-
minajici.

Podobneé lze wvazovat i jiné typy zapominajicich funktord. Napriklad funktor F: Ring — Ab
posilajici (R, +,-) na (R,+).
Priklad. Uvazme dva monoidy jakozto kategorie A,B s jednim objektem. Funktor F: A — B

posild jeding objekt kategorie A na jeding objekt kategorie B, takze je funktor F plné urcéen tim,
kam posle morismy. Zrejmé je funktor F' homomorfismem monoidu A do monoidu B.

Definice 5.1.9. Necht A, B jsou kategorie. Kontravariantnim funktorem z A do B rozumime
funktor F': AP — B.
Zejména zobrazi f: K1 — Ko na F(f): F(K3) — F(K;) a plati F(f og) = F(g) o F(f).

Definice 5.1.10. Necht K je lokalné malé kategorie kategorie, K € 0b(K).
e Funktor K(K,—): K — Set se nazyva homfunktor.
e Funktor K(—, K): K? — Set se nazyva kontravariantni homfunktor.

Definice 5.1.11. Funktor F': A — B se nazyva vérny (respektive plny), jestlize pro libovolné
A A € 0b(A) je

A(A, A') — B(F(A), F(A"))
f=E(f)

injektivni (respektive surjektivni).
Necht A je podkategorie kategorie B. Rekneme, ze A je plnd podkategorie, jestlize funktor
inkluze je plny.

Priklad. Ab je plnd podkategorie Gp.

Definice 5.1.12. Necht A4, B jsou kategorie a F, G: A — B jsou funktory mezi nimi. Prirozenou
transformaci o: F — G rozumime soubor morfismil (F(A) <2 G(A))aeca v B takovych, Ze pro
libovolny morfismus f € A(A, A") diagram

komutuje.

Pozndamka. Protoze prirozené transformace jsou Sipky mezi funktory, mizeme je téz chtit skla-
dat. Uvazme tedy kategorie A, B, funktory F, G, H: A — B a prirozené transformace a: F' — G
a f: G — H. Chceme definovat slozeni o «: F' — H. To lze udélat prirozené tak, ze polozime
(Boa)a = Baoaa pro kazdé A € ob(A). Protoze pro kazdy funktor F' mame prirozenou trans-
formaci F — F (identita), muzeme pro libovolnou dvojici kategorii A, B uvazovat kategorii,
jejiz objekty jsou funktory z A do B a jejiz morfismy jsou pravé prirozené transformace. Tato
kategorie se nazyva kategorie funktori A — B, znali se BA nebo té7 [A, B].

Definice 5.1.13. Necht A, B jsou kategorie. Prirozenym izomorfismem funktorua F,G: A — B
rozumime izomorfismus F, G jako objektu v kategorii [A, B].
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Lemma 5.1.14. Necht A, B jsou kategorie, F, G: A — B jsou funktory. Prirozend transformace
a: A — B je prirozeny izomorfismus pravé tehdy, kdyz as: F(A) — G(A) je izomorfismus pro
vSechna A € A.

Pozndmka. F(A) = G(A) pfirozené v A znamend, Ze existuje prirozeny izomorfismus mezi F' a

G.

5.2 Yonedovo lemma

Definice 5.2.1. Necht K je lokdlné mald kategorie. Funktor y: K — Set™” posilajici objekt
K € 0b(K) na kontravariantni reprezentovatelny funktor, tj.

y(C) = Homy(—,K): K — Set
a morfismus f: K — L na prirozenou transformaci
y(f) = Homg(—, f): Homg(—, K) — Homy(—, D),
se nazyva Yonedovo vnoreni.

Véta 5.2.2 (Yonedovo lemma). Necht K je lokdlné mald kategorie. Pro libovolny objekt K € K
a libovolny funktor F € Set™” existuje izomorfismus

Hom(y(K), F) = F(K),
ktery je prirozeny pro K i F.
Poznamka.

e Prirozenost pro K:
Hom(y(K), F) *— F(K7)

Hom(y(h)f)i lF(h)
Hom(y(K2), F') z— F(K3)

e Ptirozenost pro F:
Hom(y(K), F) — F(K1)

Hom(y(hml lF(h)
Hom(y(K), G) = F(K)
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5.3 Kartézsky uzaviené kategorie

Definice 5.3.1. Bud K kategorie, A, B € ob(K). Sou¢inem A, B rozumime diagram (tj. objekt
spolu s morfismy)

komutuje.

Definice 5.3.2. Necht je K kategorie s konecnymi souciny a necht pro libovolné objekty Y, Z €
0b(K) obsahuje téz objekt Z¥ spolu s morfismem

eval: Z¥ xY — Z

tak, ze libovolnému

f: XxY—>Z
priradime _
f: X —2z¥
a to jednoznacné. Pritom plati
FXY
Foxxy gy iy ed g

f: ($, y) - (f($)7y) - f($7y)
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Pozndmka. Alternativné: Kategorie K je kartézsky uzaviend pravé tehdy, kdyz méa konecné
souctiny a pro kazdé K € K ma funktor

 xK: A— A

zprava adjungovany funktor.

Zprava adjungovany funktor se v tomto pifpadé znaci (_)%. Adjungovanost tika, 7e
K(L x K, M) = K(L, M¥).
prirozené v L a M.
Priklad.
e Kategorie Set je kartézsky uzavrend.

o Necht C je mald kategorie, pak Set®, tj. kategorie funktori C — Set, je kartézsky uza-
vrend.

o Kategorie vektorovych prostoru Vectp nad télesem k neni kartézsky uzavrend. Bindrni
soucin je direktni soucet &. Termindlni objekt je trividlni vektorovy prostor. Pokud by
kategorie vektorovych prostori nad télesem k byla kartézsky uzavrend, pak by {0}®V = {0}
pro libovolny vektorovy prostor V.

Véta 5.3.3. Bud K kartézsky uzavrend kategorie s inicidlnim objektem 0 takovd, Ze
Az 0"

pro libovolné A € ob(K). Pak K je tenkd, tj. |[K(A, B)| < 1.
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Kapitola 6
Limity

6.1 Souciny, soucty, ekvalizatory, pullbacky, pushouty

Definice 6.1.1. Bud K kategorie, X, Y € 0b(K). Soucinem X,Y rozumime diagram (tj. objekt
spolu s morfismy)

pak existuje jediny morfismus h: A — P takovy, ze diagram

7

A——=P

I

Y

komutuje. Zobrazeni p, g se nazyvaji projekce. Souc¢in X,Y znac¢ime X x Y.

Véta 6.1.2. Necht K je kategorie. Soucin X,Y € ob(K) je ddn jednoznacné az na izomorfismus.
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Definice 6.1.3. Bud K kategorie, X,Y € 0b(K). Souctem X,Y rozumime diagram

komutuje. Soucet objekti X,Y znac¢ime X + Y.
Poznamka. Alternativné bychom mohli fict, Ze soucet je soucinem v dudlni kategorii.
Definice 6.1.4. Bud K kategorie, X, Y € 0b(K) a necht f,g: X — Y jsou morfismy mezi nimi.
Ekvalizdtorem morfismt f, g rozumime diagram
E—SsX—=Y
g
takovy, ze fe = ge a je-li dan libovolny objekt A spolu s morfismem h: A — X, kde fh = fh,

pak existuje jediny morfismus t: X — F tak, ze et = h, tj. nasledujici diagram komutuje

E—SsX—=Y

A g
tl
| h

A
Poznamka. Koekvalizatorem rozumime ekvalizator v dualni kategorii.

Definice 6.1.5. Necht I je kategorie. Necht je dan diagram

it

Y — X
f
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Pullbackem tohoto diagramu rozumime P € obK spolu s morfismy p1: P - Y apy: P — Z
tak, ze diagram

2
P2y

g

=
N=—"

N, 's

!

komutuje, pticemz pokud komutuje
A2, 7
J )
Y—X
f

pak existuje jediny morfismus h: A — P takovy, ze diagram

A
\ q2
n\ P—">Z
1\L ig
Y —— X
f

komutuje.

Definice 6.1.6. Pushoutem rozumime pullback v dudlni kategorii (tj. oto¢ime vSechny Sipky v
definici pullbacku).

Priklad. UvazZme kategorii Set.
e Soucinem mnozin X,Y je kartézski soucin X x Y.
e Souctem mnozin X,Y je disjunkini sjednoceni X LY.
e Necht f,g: X — Y. Fkvalizdtorem zobrazeni f,g je E = {x € X | f(x) = g(x)} spolu s
vnotenim E — X.
6.2 Limity, kolimity

V pfedchozim jsme predstavili t¥i specialni pfipady limit: souciny, ekvalizatory a pullbacky.
Nasim cilem bude tento koncept zobecnit. Pti konstrukei téchto limit jsme vzdy zacali s néjakymi
objekty a morfismy mezi nimi:

e u soucinu se jednalo o

e u ekvalizatoru se jednalo o

X—=Y
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e u pullbacku se jednalo o

Y — X
!

Objektem v libovolné kategorii K je funktor 1 — K, morfismem je funktor 2 — K, kde 2 je
kategorie s dvéma objekty, identitami na nich a jedinym dal$im morfismem mezi témito dvéma
objekty. V predchozim jsme uvazovali kategorie

T=e o E=0e=e P=e—e+ o

Nyni budeme uvazovat obecné funktor D: Z — K, kde Z je mala kategorie.

Definice 6.2.1. Necht I je kategorie, Z je mala kategorie. Funktor Z — K se nazyva diagram
v IC tvaru 7.

Definice 6.2.2. Bud K kategorie, Z mala kategorie a D: T — K diagram v K. KuZelem na D
rozumime objekt K € K spoleéné se souborem morfismt (K 2 D(I))er v K takovych, ze pro
libovolné zobrazeni I % J v T diagram

komutuje.
Limitou rozumime terminalni kuzel, tj. kuzel (L 2% D(I))jer s univerzalni vlastnosti, ze pro
libovolny kuzel K na D existuje jediné zobrazeni h: K — L tak, ze pjoh = q; pro kazdé I € 7.

Definice 6.2.3. Kolimitou rozumime limitu v dudlni kategorii.

Pozndmka. Alternativné mizeme udélat podobnou konstrukei jako u limity.

Necht K je kategorie a Z maléd kategorie, D: 7 — K je diagram v K. Dualnim kuzelem na D
rozumime objekt K € K spolecné s tiidou morfismu (D(I) — K)er tak, aby diagram

D(I)

K

K

%

D(J)

komutoval. Kolimitou pak rozumime inicidlni dudlni kuzel, tj. takovy dudlni kuzel (D(I) —
C)ez, 7e pro libovolny dudlni kuzel (D(I) — K)ez existuje jediné zobrazeni h: C' — K tak,
aby hpr = qr

Definice 6.2.4. Rekneme, 7e kategorie K je kompletni, jestlize ma vsechny limity.
Rekneme, Ze kategorie K je kokompletni, jestlize ma vSechny kolimity.
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6.3 Limity pomoci soucinti a ekvalizatora
Véta 6.3.1. Necht K je kategorie.
1. Ma-li K vsechny souciny a ekvalizdtory, pak md K vsechny limity.
2. Ma-li K bindrni souciny, ekvalizatory a termindlni objekt, pak mad K md konecné limity.

Véta 6.3.2. Funktor F: A — B zachovdvd limity prdve tehdy, kdyZ zachovdvd souciny a ekva-
lizdtory.
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Kapitola 7

Adjungované funktory

7.1 Definice a priklady
Definice 7.1.1. Necht A, B jsou kategorie, F': A — Ba G: B — A funktory mezi nimi. Jestlize
B(F(A),B) = A(A,G(B))

prirozené v A € A a B € B, fekneme, ze F je zleva adjungovany ke G a G je zprava adjungovany
k F, piseme F 4 G. Adjunkci mezi F' a G rozumime volbu pfirozeného izomorfismu.

Priklad. Algebraické struktury: volny - zapominajici
o Necht k je teleso. Uvazme nasledujici funktory. Necht U je zapominajici funktor

U: Vect, — Set

a F je volny funktor
F: Set — Vecty,

tj. mnoziné privadi vektorovy prostor nad télesem k, kde je tato mnozina bazi. Adjungo-
vanost 1ikd, Ze je-li ddna mnoZina S a vektorovy prostor V, pak linedrni zobrazeni

F(S)—V
je v podstate to stejné, jako funkce

S—=U(V).

e Necht U je zapominajici funktor Ab — Gp, ktery posild abelovkou grupu na sebe samu.
Funktor I posild grupu G na jeji abelizaci, pak opét F 4 U.

o Uvdzime-li kategorii Field téles, kde morfismy jsou homomorfismy okruhu, pak zapomi-
najict funktor U: Filed — Set nemd levou adjunkci.

7.2 Freydova véta

Definice 7.2.1. Necht K je kategorie. Rekneme, ze objekt I € 0b(K) je
e inicidlni, jestlize VX € ob(K) Af: I — X,

o slabé inicidlni, jestlize VX € ob(K) 31 — X,
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Rekneme, 7e mnozina J C ob(K) je slabé inicidlni mnoZina objekti, jestlize VX € ob(K)3I € J
a morfismus f: I — X.

Lemma 7.2.2. Necht je K lokdlné mald kategorie se souciny majici slabé inicidlni mnoZinu
objekti. Pak md K slabé inicidlni objekt.

Drikaz. Necht J je slabé inicidlni mnozina objektt. Slabé inicidlnim objektem je [[J. Protoze
pro libovolné A € ob(K) existuje I € J a J — A, dostavame slozenim s projekei morfismus

[[/—-1—-4

pro libovolné A.

Lemma 7.2.3. Je-li F' zleva adjungovany k U, pak je U zprava adjungovany k F.
Véta 7.2.4. Md-li funktor U: A — B zleva adjungovany funktor, pak U zachovdvd limity.
Pozndmka. Obracend implikace (tj. zachovava limity = ma4 zleva adjungovany) obecné neplati
e Uplné Booleovy algebry — tplné svazy,
e Uplné svazy — mnoziny.

Definice 7.2.5. Necht jsou dany kategorie A, B, C a funktory P: A — Ca @Q: B — C. Kategorie
P | Q se sestava z

e objektt: (A,h,B), kde Ac A, BeBah: P(A)— Q(B)vC(,
e morfismu (A, h, B) — (A’,h', B'): dvojic (f: A — A’,g: B — B’) tak, Ze diagram

pa) 2YL pra
hl ih/
Q(B) ——=Q(B')

Q(9)
komutuje.
Necht A € A, P: B — A je funktor. Kategorii K | P rozumime kategorii danou diagramem
B
|»
1 — A
e objekty: dvojice (B € B, f: A — P(B))

e morfismus (B, f) — (B’, f') je zobrazeni q: B — B’ takové, ze diagram

A—1 pB)
§>\im@
P(B)
komutuje.

Véta 7.2.6 (Freydova véta o adjungovanych funktorech). Necht A je kategorie a B je uplnd a
lokdlné mald kategorie. Necht G: B — A je funktor takovy, Ze pro kazdé A € ob(A) md kategorie
A | G slabé inicidlni mnoZinu objekti. Pak G md levou adjunkci pravé tehdy, kdyz G zachovdvd
limity.
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Kapitola 8
Rozsireni téles

Definice 8.0.1. Necht je K, L jsou télesa a nechf K je podokruh L. Pak fekneme, ze K je
podtélesem télesa L, téz L je rozsirenim télesa K.

Necht aq, ..., a, € L. Podtéleso télesa L generované mnozinou K U{aq, ..., ay,} budeme znadit
K(ag,...,op).

Véta 8.0.2. Bud K téleso charakteristiky p # 0. Pak K obsahuje jako svoje podtéleso téleso
izomorfni s Z/pZ. Je-li K téleso charakteristiky 0, pak K obsahuje jako svoje podtéleso téleso
1zomorfni s Q. Toto podtéleso se nazjvd zéikladové téleso.

8.1 Algebraicka a konecna rozsireni

Definice 8.1.1. Necht K C L je rozsifeni téles. Rekneme, ze o € K je algebraicky nad L,
jestlize existuje nenulovy polynom f € K][x] takovy, ze f(a) = 0. V opaéném piipadé se o
nazyva transcendentni prvek nad K.

Definice 8.1.2. Necht K C L je rozsiteni téles, o € L je algebraicky nad K. Normovany
polynom f € Klz|, ktery je ireducibilni nad K a mé kofen « nazyvame minimdlni polynom
prvku o nad K.

Definice 8.1.3. Necht K C L je rozsireni téles. Stupném rozsireni L nad K rozumime dimenzi
vektorového prostoru (L, +) nad télesem K, znacime [L : K].

Definice 8.1.4. Necht K C L je rozsifeni téles. Rekneme, Ze toto rozsfieni je
e jednoduché, jestlize existuje o € L algebraické nad R takové, ze L = K(«),
e konecné, jestlize stupen rozsiteni [L : K] je konecny,
e algebraické, jestlize kazdy prvek a € L je algebraicky nad R.

Véta 8.1.5. Kazdé jednoduché rozsiteni je konecné.

Kazdé konecné rozsiveni télesa charakteristiky O je jednoduché.

Kazdé konecné rozsiveni je algebraickeé.

8.2 Rozkladova télesa a normalni rozsireni, algebraicky uzaveér
Definice 8.2.1. Rekneme, ze téleso K je algebraicky uzaviené, jestlize kazdy nekonstantni

polynom f € K[z] md v K kofen.
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Véta 8.2.2. Necht K je téleso. Ndsledujici podminky jsou ekvivalentni
o K je algebraicky uzavrené,
o kazdy nekonstantni polynom f € K[z] se v K[x] rozklddd na soucin linedrnich ciniteli,
o kazdy ireducibilni polynom nad K je linedrni,
e pro L konecné rozsireni K plati, Ze L = K,
o pro kazZdé algebraické rozsiteni K C L plati K = L.

Definice 8.2.3. Necht K je téleso. Téleso L se nazyva algebraicky uzdvér télesa K, jestlize
K C L je algebraické rozsireni a soucasné L je algebraicky uzaviené téleso.

Definice 8.2.4. Necht K je téleso, f € K|x]| nekonstantni polynom. Téleso L se nazyva roz-
kladové téleso polynomu f nad K, jestlize K C L je rozsifeni, f se v L[z] rozkladd na souéin
linedrnich ¢initelt a pro kazdé téleso T, K C T C L plati, ze f se v T'[x] nerozklad4 na soucin
linearnich cinitela.

Definice 8.2.5. Rozsifeni K/F se nazyva normdlni, jestlize existuje mnozina M C F[x] ne-
konstantnich polynomu takova, Ze kazdy polynom z M se v K[x] rozkladd na linedrni ¢initele,
ale pro kazdé podtéleso F' C L C K existuje f € M, ktery se na linearni ¢initele nerozlozi.

Pozndmka. Rozsiteni K/F je tedy normalni pravé tehdy, kdyz K je rozkladové téleso néjaké
mnoziny polynomu z F[x].

Véta 8.2.6. Kazdé téleso F lze vnorit do algebraicky uzavreného télesa.

Driikaz. Pro kazdy normovany polynom f € F[z] uvazme proménnou zy. Ozna¢me R = F|[... xy,..

Necht I je ideal generovany vSemi z; pro f € F|[z] normovany. Ukazme, ze idedl Ije vlastni.
Predpokldadejme sporem, ze tomu tak neni, pak 1 € I, tj. 1 = g1 fi(x1) + - - - + gnfn(zy), pritom
v rozkladovém télese fi ... f, existuji oy takové, ze f;(a;) = 0. Odtud

1=gi(a1,...,0n,0,...,0)fi(c1) + -+ gn(a1,...,an,0,...,0) frn(an) =0,

spor. I je tedy vlastni, lze jej vnorit do maximélniho idedlu M. Pak Fy = R/M je téleso. Stejnou
konstrukei z F; obdrzime F5. Oznac¢me

oo
T =] Fn
=1

Pak T je algebraicky uzaviené téleso obsahujici F' (jisté kazdy polynom g € T pochézi z néjakého
F, a v F,;1 mé koren).

Dusledek 8.2.7. Ke kazZdému télesu existuje jeho algebraicky uzdver.

Diikaz. Algebraicky uzavér je mnozina vsech algebraickych prvki algebraicky uzavieného télesa.
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8.3 Separabilni a neseparabilni rozsireni

Definice 8.3.1. Necht K je téleso. Nekonstantni polynom f € K[x] se nazyva separabilni,
jestlize nemé ve svém rozkladovém télese nasobny koren.

Véta 8.3.2. Necht K je téleso, f € K|x] nekonstantni polynom. Pak f je separabilni prdvé
tehdy, kdyz (f, f) = 1.

Véta 8.3.3. Necht K je teleso charakteristiky nula, pak kazdy ireducibilni polynom f € K|[x] je
separabilni.

Definice 8.3.4. Rekneme, Ze rozsiteni téles K/F je separabilni, jestlize
1. K/F je algebraické
2. pro kazdé a € K plati, ze minimélni polynom prvku a je separabilni.

Definice 8.3.5. Necht K je téleso, charK = p > 0. Zobrazeni ¢: K — K urcené predpisem
p(a) = aP pro kazdé a € K se nazyva Frobeniuv endomorfismus.

Priklad. Je-li K konecné téleso, pak je Frobenitv endomorfismus dokonce automorfismem.
Definice 8.3.6. T¢leso K se nazyva perfekini, jestlize plati nékterd z podminek

e charK =0,

e charK = p > 0 a Frobenitv endomorfismus je automorfismem.
Véta 8.3.7. Necht K/F je algebraické rozsiteni a F perfekini téleso, pak K/F je separabilni.
Priklad. UvazZujme ndsledujici rozsireni:

e R/Q neni algebraické = neni separabilni,

e C/R je separabilnt,

° @/@, kde Q je algebraicky uzdvér Q, je separabilni rozsivent,

e K konecné téleso charakteristiky p, pak K/Z, je separabilni,

e Bud p prvocislo, Zy(y) téleso raciondlnich funkci nad Z,. Polozme t = yP, pak

Z(y)/ Zyp(1)

je algebraické rozsitent (minimdlni polynom prvkuy nad Z,(t) je xP—t, coz je neseparabilni
polynom. Toto rozsiveni tedy je algebraické, ale neni separabilni.

e Necht F/L a L/K jsou rozsireni téles. Je-li F/K separabilni, pak jsou separabilni i L/ K
a F/L.
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8.4 Klasické konstrukce pravitkem a kruzitkem

Necht 1 udava délku, kterou mame danou. Budeme chtit urcit, kterda dalsi ¢isla a € R jsme
schopni sestrojit, tedy které vzdalenosti mtizeme z 1 ziskat poze s vyuzitim pravitka a kruzitka.
Bod (z,y) € R? je zkonstruovatelny pravé tehdy, pokud jsou zkonstruovatelné jeho souiadnice
x,y € R. Mnozinu vSech prvku a € R, které muzeme zkonstruovat, spolu s prvky opa¢nymi
budeme nazyvat zkonstruovatelné prvky R. Pfitom muzeme

1. vést primku dvéma body,

2. narysovat kruznici, kdyz mame dany polomér a stied,

3. nalézt prusecik dvou primek, dvou kruznic ¢i kruznice a primky.
Mame-li dany délky a,b € R, jsme schopni zkonstruovat:

1. axb, abaprob# 0 téz 3,

2. /a (uvdzime Thaletovu kruznici o poloméru a + 1, zbytek plyne z Euklidovy véty o vysce:
v =a-1,tj. v=a).

Diky tomu, Ze tyto konstrukce umoznuji ¢isla s¢itat, od¢itat, nasobit a miuzeme i délit nenulovym
¢islem, tvori zkonstruovatelné prvky téleso, které je podtélesem realnych cisel. Protoze mizeme
konstruovat druhé odmocniny, je Q vlastnim podtélesem hledaného télesa.

Pokud resime prinik dvou primek, dostavdme soustavu dvou linedrnich rovnic tvaru

ar+by+c=0
pro a,b,c € F. Takto neziskdme zadny bod, ktery by lezel mimo F'. Kruznice je zadana rovnici
(= h)?+(y—k)* =7

pro h, k,r € F. Resime-li prunik kruznice a primky, muzeme dosadit z linearni rovnice. Obdrzime
kvadratickou rovnici v jedném proménné. Ziskame tak nejvyse kvadratické rozsiteni F'. Konec¢né
uvazme, co lze ziskat, kdyz budeme uvazovat prunik dvou kruznic.

(€ —h)?+(y —k)* =1
(x— )+ (y — k)2 ="
Odectenim druhé rovnice od prvni dostavame
(€ —h)* +(y —k)* =77,
20 —h)x + 2K —k)yy =12 —h? — k> — 2 + B + K,

coz opét zadava prisecik piimky s kruznici. Vidime, ze kazda z operaci vytvori nejvyse kva-
dratické rozsiteni. Je-li prvek a € R zkonstruovatelny, musi lezet v télese F' takovém, ze
[Q(a) : Q] = 2™ pro n&jaké n € Ny. Navic se k tomuto télesu musime postupné dostat z Q
pomoci rozsifeni, ktera jsou stupné pravé 2. To ndm dava néasledujici tvrzeni:

Véta 8.4.1. Zddny z klasickijch Reckijch problémii (zdvojeni krychle, kvadratura kruhu, trisekce
thlu) neni resitelny pomoci pravitka a kruzitka.
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Diikaz. Zdvojeni krychle o hrané délky 1 vyzaduje vytvoreni krychle o hrané délky /2. Pfitom

[Q(V2: Q)] =3.
Kvadratura kruhu o poloméru 1 vyzaduje vytvoreni ¢tverce o strané délky +/m, pfitom 7 neni
algebraické ¢islo.
Trisekci nékterych specidlnich thlu (napiikald piimy thel ¢i pravy thel) jsme schopni udélat.

Musime nalézt thel, u kterého toto neni mozné. Ekvivalentné muzeme tento problém zadat

takto: je-li ddn cos @ zkonstruujte cos g. Zvolme 6 = 5. Vime, Ze cos § = % Vyjdeme ze vzorce

0
C059:4C053§ —3COS§

Polozme 8 = cos g, dostdvame
1
4% =35 — 5 =0,
2
coz muzeme prepsat pomoci substituce a = 23 jako
a® —3a—1=0.

Protoze polynom z® — 3z — 1 nemé koien v Q, je ireducibilni, je to tedy miniméalni polynom c.

Proto [Q(a) : Q] = [Q(5) : Q] = 3.

Véta 8.4.2. Pravidelny n-tihelnik jde sestrojit pravitkem a kruZitkem pravé tehdy, kdyz ¢ (n)
je mocnina dvou.
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Kapitola 9

Galoisova teorie

Definice 9.0.1. Necht K je téleso. Oznaéme Aut(K) mnozinu automorfismu télesa K, tj.
izomorfismtt K — K. Necht K/F je rozsieni téles. Rekneme, ze o € Aut(K) fizuje F, jestlize
Va € F: o(a) = a. Mnozinu automorfismu télesa K fixujicich F' ozna¢ime Aut(K/F).

Lemma 9.0.2. NechT K/F je rozsivend, pak (Aut(K), o) je grupa, (Aut(K/F), o) jeji podgrupa.

Lemma 9.0.3. Necht K/F je rozsiteni téles, « € K je algebraicky nad F, f € F[x] minimdlni
polynom prvku «. Pak Vo € Aut(K/F): f(o(a)) = 0.

Disledek 9.0.4. Je-li K/F rozsiteni téles, pak o € Aut(K/F) permutuje mnozinu koreni
feFz]vK.

Lemma 9.0.5. Necht K je téleso, H < Aut(K). Fix(H) = {a € K | VYo € H: o(a) = a} je
podtéleso telesa K.

Lemma 9.0.6. Necht K je teleso.
e Pro kazdé dvé podtélesa Fy C Fy C K plati Aut(K/Fy) < Aut(K/Fy).
e Pro kazdé dvé podgrupy Hy < Ho < Aut(K) plati Fix(Hy) 2 Fix(Ha).

Véta 9.0.7. Necht F je téleso, f € Flx] nekonstantni polynom. NechT K je rozkladové téleso
polynomu f nad F. Pak plati
| Aut(K/F)| < [K : F]

pricemz rovnost nastdvd, jestlize polynom f je separabilni.
Definice 9.0.8. Necht K/F je kone¢né rozsifeni. Rekneme, Ze toto rozsiteni je Galoisovo,
jestlize

| Aut(K/F| = [K : F).
V takovém pripadé budeme psat Gal(K/F') misto Aut(K/F'), abychom tento fakt zdiraznili.
Grupa Gal(K/F) se nazyva Galoisova grupa.

Definice 9.0.9. Necht K/F je Galoisovo rozsiteni s Galoisovou grupou G = Gal(K/F), a € K.
Prvky o (o) pro a € G nazyvame konjugované s a nad F. Je-li E podtéleso K obsahujici F
(takovym télesim budeme fikat mezitélesa), pak podtéleso o(F), o € G nazyvame podtéleso
konjugované s E nad F'.

Definice 9.0.10. Rozsiteni K/F se nazyva normdlini, jestlize je K rozkladové téleso néjaké
mnoziny polynomu z F[x].
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Véta 9.0.11. Bud K/F rozsireni téles. Nasledujici podminky jsou ekvivalentni
1. K/F je Galoisovo (tj. | Auwt(K/F)| = [K : F]),
2. K je rozkladové téleso vhodného separabilniho polynomu f € Flz| nad F,
3. F =Fix(Aut(K/F)), kde K/F je konecné,
4. K je konecné, normdlni, separabilni rozsirent télesa F'.

Priklad.

e Q(v/2)/Q neni Galoisovo. | Aut(Q(¥/2)/Q)| = 1 < 3[Q(v/2) : Q]. Minimdini polynom
23 — 2 md neredlné koveny, pritom Q(3/2) obsahuje pouze redlnd cisla. Aut(Q(4/2)/Q) =
{id} o Fix(Au(Q(¥2)/Q)) = Q(V2).

e Uvazme polynom x3 — 2. Oznacme K = Q(V/2,w) jeho rozkladové téleso (w = § — lé)
Protoze |[K : Q| =6, md je | Gal(K/Q)| = 6.

Vo € Gal(K/Q): 0(V/2) € {V2,wV?2,w?V2},

o(w) € {w,w?}.

Protoze ma Galoisova grupa 6 prvku, kazdd z téchto voleb zaddvd néjaky automorfismus.

QYD Qw¥2) Qw2 QW)
/

Kazdé o € Gal(K/Q) zaddvd jednu permutaci mnoZiny {3/2,w/2,w?/2}, proto

Gal(K/Q) = Sy

9.1 Zakladni véta (Galoisovy teorie

Véta 9.1.1 (Hlavni véta Galoisovy teorie). Necht K/F je Galoisovo rozsiteni s Galoisovou
grupou G. Pak mdme bijekci mezi mnoZinami

{H|HCG}— {E|E téleso, FC EC K},
H — Fiz(H),
Aut(K/E) = E.

Pro libovolné mezitéleso E a jim urcenou H = Aut(K/E) plati

e K/FE je Galoisovo, Gal(K/E) = H,
[K:E|=|H|, [E:F]=|G: H].

e E/F je Galoisovo pravé tehdy, kdyz H je normalni podgrupa grupy G. V tomto pripadé
je Gal(E/F) = G/H, pricemz izomorfismus je ddn restrikci.
Obecné (H nemusi byt normdlni) restrikce urci bijekci mezi rozkladem G/H na levé tridy
rozkladu a mnoZinou vsech vnoreni télesa E do pruné zvoleného algebraického uzdaveru
telesa K nechdvajici na misté vsechny proky v F.
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o Jsou-li Fy, By libovolnd mezitélesa a Hy, Hy jimi urcené podgrupy, pak
FE1 C Ey < Hy < Hip.

Tedy popisovand bijekce je izomorfismus svazu ({H | H < G},Q) a svazu dudlniho k
({E | E téleso, F C EC K}, Q).

Véta 9.1.2. Necht F, Ki, Ky jsou podtélesa daného télesa T takovd, ze K1/F a Ka/F jsou
Galoisova rozsireni. Pak plati

e (K1 NKs)/F je Galoisovo,

e K1Ky/F je Galoisovo, navic Gal(K1Ka/F) je izomorfni s ndsledujici podgrupou soucinu
grup Gal(K,/F) x Gal(K3y/F), totiz s podgrupou

H={(o,7) | OKiNKy = TKlﬂKz}
Zejména je-li K1 N Ko = F, pak
Gal(K1 Ky /F) = Gal(K; /F) x Gal(K3y/F).

Dausledek 9.1.3. Necht K/F je konecné separabilni rozsirent, pak ve zvoleném algebraickém
uzdveru télesa K ezistuje téleso E obsahujici K takové, Ze E/F je Galoisovo.

Definice 9.1.4. Nejmensi takové F v ramci zvoleného algebraického uzavéru nazveme Galoistiv
uzdvér rozsiteni K/F.

Véta 9.1.5. Necht K/F je konecné rozsireni. Pak plati, Ze K/F je jednoduché prdvé tehdy,
kdyz existuje jen konecné mnoho meziteles.

Ddsledek 9.1.6. Kazdé konecné separabilni rozsireni je jednoduché.

9.2 Kruhova a abelovska rozsireni télesa racionalnich cisel

Definice 9.2.1. Rozsitfeni téles K/F nazveme abelovské, jestlize je Galoisovo a mé komutativni
Galoisovu grupu.

Véta 9.2.2. Pro libovolné n € N je Q((,)/Q abelovské.
Dausledek 9.2.3. Pro libovolné podtéleso K C Q((,,) plati, Ze K/Q i Q((,)/K jsou abelovskd.

Véta 9.2.4 (Kroneckerova-Weberova). Je-li K C C takové, Ze K/Q je abelovské, pak existuje
n € N takové, Ze K C Q((p)-

Priklad. Necht m,n € N. Pak plati

Q(Gr) NQ(Gm) = QC(mn))-

Definice 9.2.5. Rozsiteni K/F se nazyva cyklické, jestlize je Galoisovo a jeho Galoisova grupa
je cyklicka.
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9.3 Resitelna a radikalova rozsireni, Galoisova grupa polynomu,
resitelné grupy, souvislost s vyjadrovanim korent polynomii
v radikalech

Definice 9.3.1. Rozsiteni K/F nazveme jednoduché radikdlové, jestlize existuje a € K tak, ze
K = F(a) a a" € F pro vhodné n € N.

Rozsiteni K/F nazveme radikdlové, jestlize existuji télesa Fy = F C Fy C--- C F, = K tak, ze
Vie{l,...,r} je F;/F;_1 jednoduché radikalové.

Definice 9.3.2. Necht F je téleso, g € F[x] nekonstantni polynom. Rekneme, Ze polynom g je
resitelny v radikdlech, jestlize existuje radikalové rozsiteni K /F' takové, ze v K[x] se g rozkldda
na linedrni ¢initele.

Definice 9.3.3. Grupa G se nazyva jednoduchd, jestlize jeji jediné normélni podgrupy jsou {1}
aG.

Definice 9.3.4. Necht G je grupa. Posloupnost jejich podgrup
G=Go>Gi > >G, =11}
se nazyva
e normdlni rada, jestlize Vi =1,...,r je G; < G,
o subnormdlni rada, jestlize Vi =1,...,7 je G; I G;_;1.

Definice 9.3.5. Subnormdlni fada G = Gy > G; > --- > G, = {1} grupy G se nazyva
kompozicni tada grupy G, jestlize pro kazdé i = 1,...,r je G;_1/G; jednoduché. Faktorgrupy
Gi—1/G; se nazyvaji kompozicni faktory.

Véta 9.3.6. Kazdd konecnd grupa md kompozicni tadu.
Ma-li G kompozicni radu, pak libovolnd jeji normdlni podgrupa md kompozicni radu.

Definice 9.3.7. Rekneme, ze dvé kompoziéni fady téze grupy G jsou ekvivalentni, pokud maji
stejnou délku r a po pripadné permutaci maji izomorfni kompozic¢ni faktory.

Definice 9.3.8. Necht G je grupa, z,y € G. Definujeme komutdtor [x,y] = xyz~'y~1. Komu-
tatorovou podgrupou G’ grupy G rozumime podgrupu generovanou komutétory, tj.

G ={lz.yl | z,y € G}).
Pozndmka. Ztejmé G’ = {1} < G je komutativni.
Véta 9.3.9. Necht G je grupa, N < G. Pak G/N je komutativni prdvé tehdy, kdyz N > G'.

Definice 9.3.10. Necht G je grupa. Polozme G = G’ a G = (GU=1). Grupa G se nazjva
reditelnd, jestlize existuje r € N takové, ze G = {1}.

Véta 9.3.11. Ndsledujici podminky jsou pro grupu G ekvivalentnd
o (G je resitelnd,
e GG md normdlni radu s komutativnimi faktory,

o G md subnormdini radu s komutativnimi faktory,
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je-li navic G konecnd, pak

e G md subnormdlni radu s cyklickymi faktory,

o G md subnormdini radu s faktory prvociselného rddu.
Véta 9.3.12.

o G resitelna, H < G = H resitelnd,

e G resitelnd, N I G = G/N resitelnd,

e G grupa, N <G, N,G/N resitelné = G resitelnd,

o GG, H resitelné = G x H resitelnd.

Véta 9.3.13. Grupa majici kompozicni radu je resitelnd prdavé tehdy, kdyz jeji faktory jsou
konecné prvociselného rddu.
Zejména zZadnd nekonecnd resitelnd grupa memd kompozicni radu.

Pozndmka.
e Kazdé konec¢na grupa lichého radu je resitelna.
e Necht p, ¢ jsou prvoéisla. Kazda grupa fadu p®q?, kde ¢, d € N, je fesitelna.

e Necht G je koneénd grupa. Jestlize pro kazdé m € N takové, ze m | |G|, (m, %) =1
existuje v G prvek radu m, pak je G Tesitelna.

e Konecna grupa G neni resitelnd pravé tehdy, kdyz existuji prvky z,y,z € G takové, ze
xy = z a Tady prvku x, ¥y, z jsou po dvou nesoudélné.

Véta 9.3.14. Polynom f(x) je resitelny v radikdlech pravé tehdy, kdyz je jeho Galoisova grupa
resitelnd.

Dusledek 9.3.15. Obecny polynom stupné n > 5 nend resitelny v radikdlech.

Priklad. Uvazme f(z) = 2° — 62+ 3 € Q[z]. Tento polynom je ireducibilni podle Eisensteinova
kritéria pro 3. Bud K rozkladové téleso polynomu f. Snadno se rozmysli, Ze f md prdvée tri
redlné koreny. Jiste Gal(K/Q) C Ss. Bud o € K koren f, pak [Q(«) : Q] =5, tedy 5 | Gal K/Q.
Galoisova grupa tedy obsahuje prvek rddu 5, navic obsahuje komplexni konjugovanost. Proto

H=1((1,2),(1,2,3,4,5)) C Gal(K/Q),

pritom H = §5. ProtoZe §5 neni resitelnd, neni f(x) resitelny v radikdlech.
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Kapitola 10

Zaklady teorie modula

10.1 Moduly, homomorfismy, zakladni konstrukce

Definice 10.1.1. Bud (R, H, -) okruh. Levym R-modulem rozumime komutativni grupu (M, +)
spolu s akei R na M, tj. zobrazenim R x M — M (kde obraz (r, m) znac¢ime rm), spliujici pro
vSechna r,s € R a m,n € M nasledujici podminky:

L. r(m+n)=rm+rn,
2. (rBs)m=rm+ sm,
3. (r-s)ym=r(sm),

4. 1pm = m.

Akci R na M nazyvame ndsobeni prvky z okruhu R. Vyuzivdme navic konvenci, ze ndsobeni
ma pirednost pred séitanim.

Definice 10.1.2. Necht R je okruh a M je levy R modul. Podmodulem modulu M rozumime
podgrupu N grupy M, kterd je uzaviend na nésobeni prvky z okruhu R, tj. pro vSechna r € R
aneNjerne N.

Definice 10.1.3. Necht R je okruh a M, N levé R-moduly.

1. Zobrazeni f: M — N se nazyva homomorfismus R-moduli, jestlize

(a) Yo,y € M plati f(z+y) = f(x) + f (y),
(b) Yz € M, Vr € R plati f (rz) =rf (x).
2. Homomorfismus R-moduli se nazyva izomorfismus R-moduli, jestlize je injektivni i surjek-

tivni. Rekneme, 7e moduly M, N jsou izomorfni, piseme M =2 N, jestlize existuje izomor-
fismus R-modult f: M — N.

3. Necht f: M — N je homomorfismus R-moduli. Jddrem homomorfismu f rozumime mno-
zinuker f = {m e M| f (m) =0}.

4. Necht f: M — N je homomorfismus R-moduli. Obrazem homomorfismu f rozumime
mnozinu im f = {n € N | 3m € M: f(m) = n}. Obraz homomorfismu budeme nékdy
znadit téz f (M).
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Véta 10.1.4. Bud R okruh, M levy R-modul a N jeho podmodul. Na faktorgrupé M/N lze
zavést strukturu R-modulu tak, Ze definujeme ndsobeni prvky z R predpisem

r(e+N)=re+N VreR, z+ N € M/N.

Kanonicka projekce p: M — M/N definovand vztahem p(x) = x + N je homomorfismem R-
modult s jadrem N.

Definice 10.1.5. Modul M /N z pfedchozi véty se nazyva faktorovy modul. Homomorfismus p
se nazyva kanonickd projekce na faktoromodul.

Definice 10.1.6. Bud R okruh, M levy R-modul, N1, Na,..., N, jeho podmoduly.

1. Souctem (téz vnitrnim souctem) podmodulu Ny, N ..., N, rozumime mnozinu

Ni+No+---+N,={ar+as+---+ay|a; € N; prokazdé i =1,2,...,n}.

2. Necht A C M je libovolnd podmnozina. Pro A # () definujme
RA={ra;+mras+ - +rmam |1 € R, a; € A, m € N},
pro A = () klademe RA = {0}. Je-li A= {a4,...,a,} koneénd mnozina, piSeme
RA = Ray + Ras + - - + Ray,.

Mnozina RA je podmodulem modulu M a nazyva se podmodul generovany mnozinou A.
Mnozinu A nazyvame mnozinou generdtorty podmodulu RA. Snadno lze rozmyslet, ze RA
je nejmensi podmodul obsahujici mnozinu A.

3. Podmodul N se nazyva konecné generovany, jestlize existuje konetna mnozina A C M
takova, ze N = RA.

4. Podmodul N se nazyva cyklicky, jestlize existuje a € M takové, ze N = Ra.

5. Je-li podmodul N koneéné generovany, pak existuje d € Ny takové, ze N je generovany
d prvky, ale uz neni generovany zadnymi d — 1 prvky. Cislo d se nazyva minimdlni pocet
generdtori.

Definice 10.1.7. Bud R okruh, I neprazdnd indexovd mnozina a pro kazdé j € I bud M; levy
R-modul.

1. Souinem R-modulu (Mj,+;) pro j € I rozumime modul
11 ;.
Jjel
s operacemi definovanymi po slozkach.

[1jer Mj je mnozina vsech vybérovych funkei f: I — U;e; My, f(j) € M;. Operace s¢itdni
a ndsobeni prvky okruhu z R zavddime nasledujicim zptsobem. Pro f, g € [[;c; M;, kde
f(j) = aj a g(j) =b; pro kazdé j € I, tedy definujeme

f+g:I—>UMj,
jel
f+g:7—aj+b;
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rf: 1 — U M;,
Jjel
rf:jrrr-a;.
V pripadé soudinu koneéného poc¢tu modulu, tj. I = {1,2,...,n} pro néjaké n € N,
budeme standardnim zpusobem ztotoznovat f = (ai,...,ay).
2. Primym souctem R-modult M; pro j € I rozumime modul
D <[] M
Jel jel
vSech prvka majicich jen koneéné mnoho nenulovych slozek.

Dostavame

@Mj ={f:I— UMj | f(j) € Mj a f(j)# 0 jen pro konecné mnoho j € I'}.
jel jel

Je-li tedy I konetnd mnozina, pak [[;c; M;j = @,cr M.

3. Homomorfismus modulil ix: My — @;er M; (respektive My — [];c; Mj), ktery posila
a € My na prvek majici na k-té sloZzce a a ostatni slozky nulové, nazyvame kanonickym
vnorenim (téz kanonickou injeket).

4. Homomorfismus modultl pg: @,cr Mj: — My (respektive [Tjer M; — My,), ktery posila
kazdy prvek na jeho k-tou slozku, nazyvame kanonickou projekci.

Definice 10.1.8. Necht R je okruh, I neprazdna indexovd mnozina a M, M; jsou R-moduly
pro kazdé i € I. Necht jsou dale dany homomorfismy R-modul

¢iiﬂ4i4% M.
Primym souctem homomorfismu y; rozumime homomorfismus

6{)(pii 6}9‘A4% — M

il iel

definovany pro f € @,c; M; pfedpisem

D i) =D _wi (f(0)),

icl iel
coz je korektni zapis, nebot v sumé na pravé strané je jen konecné mnoho nenulovych s¢itanci.
Definice 10.1.9. Bud R okruh. R-modul F' se nazyva volngy nad mnozinou A C F, jestlize
pro kazdy nenulovy prvek x € F existuje n € N a jednoznacné danad n-prvkovd podmnozina
{ai,a9,...,a,} € A a jednoznaéné dané nenulové prvky ri,ro,...,r, € R takové, ze v =
riai + reas + - - - + rpa,. Mnozina A se nazyva bdze modulu M.
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10.2 Projektivni moduly a kratké exaktni posloupnosti

Definice 10.2.1. Bud R okruh. R-modul P nazyvame projektivni, jestlize pro libovolné R-
moduly M, N a libovolné homomorfismy h: M — N a f: P — N, kde h je surjektivni, existuje
homomorfismus g: P — M takovy, ze hg = f, tj. existuje homomorfismus g takovy, ze diagram

P
39,7 X
Ve
}
M N
h
komutuje.
Definice 10.2.2. 1. Rekneme, Ze posloupnost
ALBSc

R-modulu (pfipadné grup) a homomorfismiu mezi nimi je exaktni v B, jestlize ker g = im f.

2. Posloupnost
= X1 2 Xy =2 X — -

se nazyva exakini, jestlize je exaktni ve vsech svych ¢lenech, kde je tento pojem definovan
(tj. ve vSech clenech mezi dvéma homomorfismy).

3. Krdtkou exaktni posloupnosti rozumime exaktni posloupnost tvaru
0—+A—-B—-C—0.
Véta 10.2.3. Necht je din R-modul P. Ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:
1. R-modul P je projektivni.
2. Je-li posloupnost 0 - A - B — P — 0 exaktni, pak A® P = B.

3. R-modul P je primym scitancem vhodného volného R-modulu.

10.3 Tenzorovy soucin

Definice 10.3.1. Bud K komutativni okruh, M, N, L jsou K-moduly. Bimorfismem rozumime
zobrazeni f: M x N — L splnujici

1. fla+b,c)= f(a,c)+ f(b,c),
2. f(a,e+d) = f(a,c) + f(a,d),
3. f(ra,c) = f(a,rc) =rf(a,c).

Modul M ® N z néhoz vychazi univerzalni bimorfismus f takovy, ze

M x N f M®N

7
h P
y2 9

L

pro libovolny bimorfismus A existuje jediny homomorfismus g takovy, ze h = g o f, tj. diagram
vyse komutuje, nazyvame tenzorovym soucinem moduld M a N. Tenzorovy soucin je touto
vlastnosti urcen jednoznacné.
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Pozndamka. Alternativné mizeme definovat tenzorovy soudcin takto
M &N = F(M x N)/A,
kde F(M x N) je volny modul nad mnozinou M x N a modul A je generovany rovnostmi
(a+0b,¢) = (a,c)+ (b,c),
(ra,c) =r(a,c),
(a,rc) =r(a,c),
(a,c+d) = (a,c)+ (a,d).

Pozndamka. Je-li R podokruh okruhu S, pak kazdy S-modul mizeme chapat téz jako R-modul.
Tenzorovy soucin nam umozni ucinit opacny postup. Mame-li R-modul M, pak M ® S ma
dokonce strukturu S-modulu (diky tomu, ze v druhé slozce méme prvky okruhu S). Tato kon-
strukce zadava v jistém smyslu nejlepsi mozné rozsiteni skalart.

10.4 Ploché moduly, Lazardova véta

Pozndamka. Necht h: N1 — N je surjektivni homomorfismus K-moduli, pak
idpyy ®h: M @ N1 - M ® No
je surjektivni. Podobné tvrzeni vsak obecné neplati pro injektivni homomorfismy.
Definice 10.4.1. R-modul M se nazyva plochy, jestlize M ® __ zachovava monomorfismy, tj.
h: Nt = Ny = idy®h: M ® Ny — M & No.

Definice 10.4.2. Direktni usporddanou mnozinou (téZ usmérnénou mnozinou) rozumime uspo-
Ffadanou mnozinu, kde libovolna konectnd podmnozina ma horni zavoru.
Definice 10.4.3. Necht I je direktni usporddand mnozina, M;, i € I jsou R-moduly, f;;: M; —
M; pro i < j takové, Ze

fikofij=fixproi <j<k, fu=1idy;.

Direktni kolimitou M; rozumime modul colimM; dany jako univerzalni kompatibilni kuzel, t;j.

fij colimM;

M;
kde u; o fij = w; (colimM; je kompatibilni). Pro libovolny kompatibilni kuzel g;: M; — M
existuje pravé jeden homomorfismus g: colimM; — M tak, ze gu; = g; (colimM; je univerzélni),
tj.
M; . colimM;

-
9 -
~
9i -
~

M

komutuje.

Véta 10.4.4 (Lazardova). Ploché R-moduly jsou pravé direktni kolimity volngjch (projektivnich)
R-moduli.
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10.5 Injektivni moduly a injektivni obal

Definice 10.5.1. R-modul E se nazyva injektivni, jestlize pro libovolny injektivni homomorfis-
mus R-modult f: M — N a pro libovolny homomorfismus g: M — FE existuje homomorfismus
h: N — E takovy, ze hf = g.

M N

Ve
\ P
7/
g A=

E

Véta 10.5.2. Soucin injektivnich moduli je injektivni. Primy scitanec injektivniho modulu je
injektivnd.

Véta 10.5.3 (Baerovo kritérium). R-modul E je injektivni pravé tehdy, kdyz pro libovolny levy
idedl I v R lze libovolng homomorfismus I — E rozsirit na R.

Véta 10.5.4. Libovolny R-modul lze vnorit do injektivniho R-modulu.

Definice 10.5.5. Rekneme, ze podmodul L modulu M je podstatny, jestlize L NN # 0 pro
libovolny 0 # N C M. V tomto pripadé fikdme, ze M je podstatné rozsiteni L.

Lemma 10.5.6. Jsou-li L C N a N C M podstatnd rozsirent, pak L C M je podstatné rozsirend.

Definice 10.5.7. Bud L C M. Rekneme, ze N je podstatny komplement L, pokud L NN = 0
a L+ N C M je podstatny.

Véta 10.5.8. Bud M podmodul modulu E. Ndsledujici podminky jsou ekvivalentni.
1. E je mazimdlni podstatné rozsirent,
2. E je injektivni modul a podstatné rozsireni M,
3. E je minimdlni injektivni modul obsahujici M

navic libovolng modul M je obsaZen v takovém E (tj. takové E existuje).

Definice 10.5.9. Modul FE splnujici podminky z predchozi véty se nazyva injektivni obal mo-
dulu M.

Véta 10.5.10. Injektioni obal E modulu M je urcen jednoznacné azZ na izomorfismus.

Véta 10.5.11. Bud M C E, E injektivni. Pak E je injektivni obal M prdve tehdy, kdyz libovolng
homomorfismus f: E — E takovy, Ze f|y = idyy, je izomorfismus.
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Kapitola 11

Komutativni algebra a algebraicka
geometrie

11.1 Rezultant polynomu, polynomy vice proménnych

Lemma 11.1.1. Nechl k je téleso, f,g € k[x]. Polynomy f, g maji spolecny faktor prdvé tehdy,
kdyz existuji nenulové polynomy k,l € k[zx] takové, Ze
kf+1g=0,
kde navic degl < deg f a degk < degg.
Definice 11.1.2. Necht f,g € A[z] jsou polynomy nad okruhem A, ozna¢me
g =bpx™ 4 -+ brw + bo.

f=apz" + -+ a1z + ag,

Definujeme Sylvesterovou matici jako matici (n + m) X (n +m) pomoci koeficientu f a g:

A, 0 0 b, 0 0
Ap—1 an 0 bm—l bm 0
an—1 0 bm—l 0
Sul(f.0) ay an by bm
y\J,g) =
ag ax an—1  bo by bm—1
0 a 0 bo :
: ay : b1
0 0 ao 0 0 bo

Determinant Sylvesterovy matice nazyvame rezultantou polynomu f, g a zna¢ime Res(f, g).

Véta 11.1.3. Necht k je téleso, f,g € klx| nekonstantni polynomy. Potom f,g maji spolecni
faktor prave tehdy, kdyz Res(f,g) = 0.

Véta 11.1.4. Necht f = ap(z — 1) ...
Res(f,g)

(x — an) a,g:bm(x—ﬁl)...
=anby, H
Véta 11.1.5. Necht f,g € klz1,...,z,]. Chdpejme f,g

okruhem klz1,...,x,—1]. Jsou-li f,g nekonstantni, pak maji spolecny faktor s kladngm stupném
v proménné x, pravé tehdy, kdyz Res(f, g;z,) = 0.

(x — Bm). Pak

jako polynomy v promeénné x, nad
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Pozndmka. Vime, ze Res(f, g;x,) € k[x1,...,x,—1]. Kofenem Res(f, g;x,) je bod (p1,...,pr—1)
takovy, ze bud

e f(p1,...spr—1,—) a g(p1,...,pr—1,—) maji spoleény kotfen, nebo
e vedouci koeficient f ¢i g je nulovy.

Druhé moznost nenastane, pokud je vedouci ¢len f (respektive g) x)' (respektive "), ¢ehoz lze
zménou souradnic dosdhnout.

Duasledek 11.1.6. Necht je k algebraicky uzavrené téleso. Pokud f,g memaji spolecny faktor,
maji rovnice f(x,y) = 0, g(z,y) = 0 pouze konecné mnoho spolecnijch Teseni, a to nejvyse
deg f - degg.

11.2 Lokalizace okruhu, noetherovské okruhy a moduly, Hilber-
tova véta o bazi a Grobnerova baze
Definice 11.2.1. Necht R je okruh. Rekneme, ze S C R je multiplikativni podmnoZina, jestlize
1.1€85,
2. pro vSechna a,be S platia-be S.

Definice 11.2.2. Necht R je komutativni okruh, S C R jeho multiplikativni podmnozina. Na
mnoziné R x S definujeme relaci ekvivalence ~ predpisem

(r1,81) ~ (re,s2) < ds€S:s(risg —rysy) =0.

Rozklad R x S podle ekvivalence ~ budeme zna¢it S~!R. T¥idu obsahujici (r, s) budeme znaéit
<. Na mnoziné S ~1 R zavedeme operace + a - nasledujicim predpisem:
71 n T2 T1S2 + 1281 Ty Ty Tir

S1 52 5152 ' S1 82 5152.

Mnozina S~ R tvoii spolu s témito operacemi komutativni okruh, ktery budeme nazyvat loka-
lizaci okruhu R vzhledem k mmnoZiné S.

Véta 11.2.3. Necht R je netrividlni komutationi okruh, S jeho multiplikativni podmmnozina
neobsahugjici nulu a S™'R lokalizace okruhu R vzhledem k mnoziné S. Pak zobrazeni

A R— SR,
A r%f
1

je homomorfismus okruhi. Navic plati, Ze
1. X je injektivni prdvé tehdy, kdyz S neobsahuje nulu ani Zddného délitele nuly okruhu R.

2. Necht S neobsahuje nulu ani Zidného délitele nuly, pak A je surjektivni pravé tehdy, kdyz
S obsahuje pouze jednotky okruhu R.

Véta 11.2.4. Bud R komutativni okruh a S jeho multiplikativni podmnoZina. Necht ¢: R — T
je homomorfismus okruhi takovy, Ze ¢ (r) € T je jednotka pro kazdé r € S. Pak existuje jedinyg
homomorfismus okruhi 1: ST'R — T takouvy, Ze p =1p o \.
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Poznamka. Specialni piipady lokalizace
e S=1{1,a,a?, ...}, pak ST'R vznikne z R ptiddnim inverze k prvku a.

e S=R\ P, kde P je ndjaky prvoidedl. Potom S™!R zna¢ime Rp a nazyvame lokalizaci v
prvoidedlu P.

e Je-li R obor integrity, pak 0 je prvoideal a Ry je podilové téleso okruhu R.

Definice 11.2.5. Rekneme, ze R-modul M je noetherovsky, jestlize neexistuje nekoneéns ros-
touci posloupnost podmoduli

MycMyC---CM,C...

Rekneme, ze okruh R je noetherovsky, je-li noetherovsky jako R-modul, tj. neexistuje nekone¢na
rostouci posloupnost idealu.

Lemma 11.2.6. Necht R je okruh. Nasledujici podminky jsou ekvivalentni
1. R je noetherovsky,
2. kazdy idedl okruhu R je konecné generovany,
3. kaZdad neprdizdnd mnoZina idedlu okruhu R obsahuje maximdlni prvek.

Véta 11.2.7. Necht 0 - M’ — M — M" — 0 je krdtkd exakini posloupnost R-moduli. Pak
M je noetherovsky pravé tehdy, kdyzZ M’ a M" jsou noetherovské.

Disledek 11.2.8. Je-li R noetherovsky okruh, pak je kazZdy konecné generovany R-modul no-
etherouvsky.

Véta 11.2.9 (Hilbertova véta o béazi). Je-li R noetherovsky okruh, pak je také R|x] noetherovsky.

Drikaz. Sporem predpokladejme, ze existuje ideal I, ktery neni konecné generovany. Uvazme
polynom 0 # f; € I nejmensiho stupné. Nésledné uvazme polynom fo € I\ (f1) nejmensiho
stupné, pak f3 € I\ (f1,f2) atd. ProtoZze I neni konecné generovany, lze toto vzdy udélat.
Dostavame posloupnost

(fi) C(fi,fo) T C(f1,fo,---rfn) C...

Pritom plati deg f1 < deg fa... Uvazme idedly J; C R generované vedoucimi koeficienty. Pro-
toze R je noetherovsky, bude platit bude platit J;_1 = J; pro vhodné . Pak jsme ale schopni
nalézt misto polynomu f; polynom mensiho stupné, coz je spor s vybérem f;. Okruh R[z] je
proto noetherovsky.

Definice 11.2.10. Necht I C k[zy,...,z,] je idedl, necht je ddno usporddani na monomech.
Vedouci monom polynomu f zna¢ime LM f. Definujeme

LTI={LMI|feI}

Véta 11.2.11 (Grobnerova béze). Necht I C klzy,...,x,] je idedl a g1,...,9x € I. Jestlize
LTI =(LMg,...,LMgx), pak I = (g1,...,9x). MnozZina prvki g1, ..., g € I s touto vlastnosti
vZdy existuje a nazyvd se Grobnerova béaze.
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Diikaz. Ziejmé (g1,...,9x) C I. Predpoklddejme, Ze inkluze je ostra. Existuje tedy f € I\
(g1,---,9k) nejmensiho stupné. Protoze jsme v okruhu polynomi nad télesem, muZzeme pro
jednoduchost predpokladat, Zze vSechny polynomy jsou normované. Protoze LM f € LTI a
LM f je monom, musi byt LM f = % LM g;. Pak ale

f—2%i €I\ {g1,..., 9}

je mensiho stupné nez I. To je spor s minimalitou deg f.
Necht LTI = (h1,...,h;). Pak kazdy ¢len h; je vedoucim ¢lenem néjakého polynomu g; € 1.
Uvéazenim vsech téchto g; dostavame Grobnerovu bazi.

11.3 Afinni a projektivni variety

Definice 11.3.1. Necht S C k[z1,...,x,] je libovolnd podmnozina. Afinni varietou rozumime
libovolnou mnozinu tvaru

V(S)={z e A" |VfeS: f(x) =0}

Pozndmka. V(S) je mnozina bodu, kde se nuluji vSechny polynomy f € S. Ziejmé je-li I = (.5)
idedl generovany mnozinou S, tak

Definice 11.3.2. Definujme
I(X)=A{f €klxi,...,zp] | Vo € X: f(z) =0}

Definice 11.3.3. Varieta V se nazyva ireducibilni, jestlize nelze psat jako sjednoceni V =
ViUV, kde Vi C V, Vo C V jsou afinni variety.

Véta 11.3.4. Varieta V' je ireducibilni pravé tehdy, kdyz 1(V') je prvoidedl.
Véta 11.3.5. KazZdou varietu lze psdt jako konecné sjednocent ireducibilnich variet.

Definice 11.3.6. Na A" definujeme Zariského topologii tak, ze uzaviené mnoziny jsou pravé
afinni variety.

Topologicky prostor se nazyva noetherovsky, jestlize neexistuje nekonec¢na klesajici posloupnost
uzavienych mnozin.

Definice 11.3.7. Bud f € k[x, ..., z,] homogenni polynom. Definujme
V(f)={(xg:x1:-:2y) € P"| f(mo,...,x,) =0}

Bud S C k[zo,...,x,] mnozina homogennich polynomu. Projektivni varietou rozumime pod-
mnozinu P" tvaru

V(s)= V()

fes

11.4 Radikal idealu, Hilbertova véta o nulach, vztah mezi idealy
a algebraickymi podmnozinami afinniho prostoru, véta o
Noetherovské normalizaci

Definice 11.4.1. Necht J C R je ideal. Radikdl idedlu .J definujeme predpisem
VJi={feR|3keN: fFeJl
Idedl J se nazyva radikdlovy, jestlize J = /J.
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Véta 11.4.2 (Hilbertova véta o nulach). Necht k je algebraicky uzaviené téleso.

o Maximdlni idedly k[z1,...,x,] jsou v bijekci s body A™. Bodu P = (pi,...,pn) € A"
odpovidd idedl mp = (x1 — p1,...,Tn — Pn)-

o Idedl J C k[x1,...,xy,] je viastni prdvé tehdy, kdyz V(J) # 0.
e Proidedl J C k[xy,...,x,] plati IV(J) =+/J.

Definice 11.4.3. Necht A je podokruh okruhu B, pak B nazveme A-algebrou.
Rekneme, 7e B je konecnd A-algebra, jestlize B je koneéné generovany A-modul.

Rekneme, ze B je konecné generovand A-algebra, jestlize existuji bi,...,b. € B takové, 7ze
B = Alby,...,b], tj. B je generovany jako okruh okruhem A a jen koneéné mnoha dalsimi
generatory.

Véta 11.4.4 (o noetherovské normalizaci). Necht A je konecné generovand k-algebra. Existuje
podalgebra B C A izomorfni k[t1,...,t,] takovd, Ze A je konecnd B-algebra.

Pozndamka. Véta o noetherovské normalizaci riké

A

konec¢né rozsiteni

kone¢né generované | B

volné rozsiteni

k

Definice 11.4.5. Necht B je podokruh okruhu A. Rekneme, Ze A je integralni nad B, jestlize
kazdy prvek z A je kofenem normovaného polynomu f € Blx].

Véta 11.4.6. Necht je A konecné generovand B-algebra. Pak A je integrdlni nad B prdvé tehdy,
kdyz A je konecénd B-algebra.

Véta 11.4.7. Necht B je podokruh télesa A. Necht A je integrdlni nad B, pak B je také téleso.
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Kapitola 12
Algebraicka topologie

Definice 12.0.1. Zobrazeni f,g: X — Y se nazyvaji homotopickd, pisSeme f ~ g, jestlize
existuje zobrazeni h: X x I — Y takové, ze

hz,0) = f(z), h(z,1)=g(z).

Zobrazeni h se nazyva homotopii mezi f a g.

Prostory X, Y se nazyvaji homotopicky ekvivalentni, jestlize existuji spojita zobrazeni f: X —
Y ag: Y — X tak, ze jejich slozeni jsou identity

Definice 12.0.2. Necht X je topologicky prostor, A < X, Rekneme, Ze A je retraktem X,
jestlize existuje spojité zobrazeni
r: X —A

takové, ze ri = id4. Zobrazeni r nazyvame retrakci.

12.1 Definice singularnich homologii a kohomologii a jejich apli-
kace

Definice 12.1.1. Retézcovym komplexem {C},, 0} rozumime posloupnost abelovskych grup (¢i
modult nad okruhem R) a jejich homomorfismu, které indexujeme celymi Cisly

Ont2 Ont1 I5) On—1
I Cppl S5 Cy S Ol L

tak, ze 6,—10, = 0, to znamend, ze im 0,, C ker 0,,_1. Homomorfismus 0,, se nazyva hranicni
operdtor.

Retézcovym homomorfismem fetézcovych komplext (C,9¢), (D, ) rozumime posloupnost ho-
momorfismu abelovskych grup (¢i modult nad okruhem R) f,,: C,, — D, ktery komutuje s
hrani¢nim operdtorem, tj. pro kazdé n diagram

g
Cp——Ch

fnl lfnl
0%

Dy ——Dp
komutuje.
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Definice 12.1.2. Necht (C, 0) je Fetézcovy komplex. Jeho n-tou homologickou grupu definujeme
jako
H,(C) =ker0,/im Op41.

Prvky ker 0, = Z,, se nazyvaji cykly dimenze n a prvky im 0,41 = B, hranice dimenze n.

Komponenta f, fetézcového homomorfismu zobrazuje cykly na cykly a hranice na hranice.
Miuzeme proto definovat

H,(f): H,(C) — H,(D),
[c] = [fu()]-
Poznamka. Je-li fetézcovy komplex exaktni, pak jsou vSechny homologické grupy trivialni.

Definice 12.1.3. Rekneme, Ze posloupnost fetézcovych homomorfismi - -- — A Lpso
... je exaktni, jestlize pro kazdé n € Z je

~~—>An&>Bnﬂ$Cn—>...
exaktni posloupnost abelovskych grup.

Véta 12.1.4. Necht0 = A5 B C =0 je krdtkd exaktni posloupnost Tetézcovijch komplexi,
pak existuje svazujici homomorfismus d.: H,(C) — H,—1(A) takovy, ze

20 RO

2 m,4) Y b)Y 0, (B) 2 H, 1 (4)

je exaktni.
Podivejme se nyni na dualni pojem k pojmu homologie

Definice 12.1.5. Koretézcovym komplexem (C,d) rozumime posloupnost abelovskych grup (¢i
modult) a homomorfismu indexovanych celymi ¢isly

5n—2 _ 5n—1 o 5"+1
s ol o ot L

takovou, ze 6”91 = 0. Zobrazeni § se nazjva kohrani¢ni operator.

Koretézcovgm homomorfismem koretézcovych komplexu (C,d0¢) a (D,dp) rozumime posloup-
nost homomorfismu abelovskych grup (modulu) f™: C™ — D™ tak, ze f komutuje s kohrani¢nim
operatorem, tj. diagram

Cn 68’ Cn+1

fni lfn-ﬁ»l

D" i) Dn+1

komutuje.

Definujeme n-tou kohomologickou grupu kofetézcového komplexu (C,d) jako
H™(C) = ker 6" /im 6™ 1.

Nasim cilem bude nyni popsat, jak mtizeme topologickym prostortim priradit homologické grupy.
Vyuzivaji se dva postupy: simplicidlni homologie a singuldrni homologie. V tomto textu se
budeme zabyvat singuldrnimi homologiemi.
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Definice 12.1.6. Standardnim n-simplexem rozumime n-simplex
n
A" = {(to, ..., ta) ER™ | t; =1,t; > 0}.
i=0
Singuldrnim n-simplexem v topologickém prostoru X rozumime spojité zobrazeni A™ — X.
Pozndmka. Definujme zobrazeni
j —1
1 AT A
(to, . ,tn_l) — (tg, c. ,t]’_l, O,tj, N ,tn_l).

Lemma 12.1.7. Plati
k j i+1 _k
Ent18, = 551+1€n
pro k < j.

Definice 12.1.8. Oznac¢me volnou abelovskou grupu generovanou vSemi singularnimi n-simplexy
Cpn(X) a definujme hraniéni operdtor

Op: Cp — Cpq
o~ Z(—l)iaeg
=0
pro n > 0. Polozme Cp,(X) =0 pro n < 0.

Retézcovy komplex (C,,, 0,,) se nazyva singuldrni vetézcovy komplex topologického prostoru X.
Singuldrnimi homologickymi grupami rozumime homologické grupy singularniho fetézcového
komplexu.

Definice 12.1.9. Redukované singularni homologie nazveme homologie singularniho fetézco-
vého komplexu doplnéného v dimenzi —1 grupou Z. Znac¢ime je H,(X).

Véta 12.1.10. Jsou-li X, Y homotopicky ekvivalentni prostory, pak H,(X) = H,(Y).

Priklad. Budn € N, pak plati

7Z®7Z k=0
Hy(S°) = v

0 k>0

Z k=0,n
Hp(S5") = { 3

0 jinak.

Z n=0,2
H,(T)=<7? n=1

0  jinak

Z p=20 an pron liché
Hi(P") = Z/27 pliché, 0 <p<n

0 jinak
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Uvedme si nékteré aplikace homologii
Priklad.

o S" ! nend retrakt D™,
Sn-le > pn o ndukuje 7 = Hp—1(S" 1) —— H,_1(D") =0
st Hy 1 (S =17
coZ je spor.

e Browerova véta o pevném bodu: kaZdé spojité zobrazeni D™ — D™ md pevny bod.

Necht f nemd pevny bod. Pak muZeme definovat zobrazeni D™ — 0D™ tak, Ze bod x
posleme na priseciky poloprimky danou body x, f(x) s hranici. Toto zobrazeni je prosté a
je retrakct, coZ je spor.

o UCR" VCR™ jsou otevrené a homeomorfni, pak n = m.
e Na S" existuje nenulové tecné vektorové pole prdvé tehdy, kdyz n je liché.

Definice 12.1.11. Uvazme dvojici topologickych prostora (X, A) (tj. mdme vnotfeni A do X).
Pak C,,(A4) < C,(X). To ndm dava kratkou exaktni posloupnost

0 = Co(A) 55 Cp(X) L Cn(X)/Cn(A) — 0.
Protoze je hrani¢ni operator Cp(A) restrikce hrani¢niho operatoru C,(X), mtzeme definovat
On: Cr(X)/Ch(A) = Cr—1(X)/Cr_1(A)

Tento Fetézcovy komplex budeme znacit (C(X, A),d) a jeho homologické grupy H, (X, A).

12.2 Vypocet pro CW-komplexy
Definice 12.2.1. Bud f: S" — S™. Uvazme f.: H,(S") — H,(S")
f«(x) =azx, ac€lZ.
Cislo a se nazyva stupern zobrazeni f.
Véta 12.2.2. Stupen zobrazeni md nadsledujici vlastnosti
o degid=1

e homotopickd zobrazeni maji stejny stupen

pokud f neni surjektivni, md stupen 0

deg(fg) = deg f -degg

flxo,x1, ... x0) = (—x0, 21, ...,2y) md stuper; —1

e f(x) = —x md stupen (—1)"+!
e pokud f nemd pevny bod, pak deg f = (—1)"*!

Stupen zobrazeni je ¢asto vyhodné pocitat pomoci tzv. lokalniho stupné. Jeho definici zde vsak
uvadét nebudeme.
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Definice 12.2.3. CW-komplexem rozumime prostor, ktery lze obdrzet nasledujici konstrukei.
1. Za¢neme s diskrétnim prostorem X. Body XV se nazyvaji busiky dimenze 0.

2. Pfedpokladejme, Ze jsme zkonstruovali X"~ !. Pro kazdy prvek o« idexové mnoziny J,
uvazme zobrazeni

fo: 8"t =0D] — X!

a polozme
X" =Jx" 1 uy, D2).

(0%
Vnitrky diski D], se nazyvaji n-dimenziondlni burnky a znaci se ey.
3. Tuto konstrukci lze provadét do néjakého n € N, pak pokladame X = X", ale i do
nekonecna, v takovém piipadé klademe X = J, oy X™.
V druhém piipadé je topologie na X nasledujici: A C X je oteviend (resp. uzaviend) je-li

AN X" oteviend (resp. uzaviend) v X" pro vSechna n.

Priklad. Sféra S™ je CW-komplex s jednou busikou e® dimenze 0 a jednou burikou e™ dimenze
n spolu s konstantnim lepicim zobrazenim f: S™~1 — €0,

Redlny projektivni prostor dimenze n je CW-komplex majici jednu burnku ve vsech dimenzich
0,...,n.

Necht mame dany prostor X u néhoz zndme jeho strukturu jakozto CW-komplexu. Uvazme
nasledujici posloupnost grup a homomorfismi mezi nimi

(Ho (X", X" dy),

kde
dn: Ho(X™, X" O gy (xn=1y ot g, (XL, xm2)

Véta 12.2.4. Je-li X CW-komplex, pak (H,(X™ X" 1), d,) je retézcovyj komplex a pro jeho
homologie plati

HEY(X) = H,(X).

Plati
PaZ n =k,

Hil(X7, X7 = {o n#k

Zabyvejme se nyni vypoctem d,,.
Necht e} a egfl jsou bunky dimenze n a n—1 CW-komplexu X. Zobrazeni d,, je dano kompozici

Ho(X™, X" Oy (xn=Y) 222 g, (xnL, X2,

pritom
Hp (X", X" EBZ Hp (X" X" = P2
Bunky el a eg_l proto miizeme povazovat za generdtory téchto grup. Uvazme
Po: 0D — X1

lepici zobrazeni pro buiiku el.. Pak

Z dage” ",
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kde d,p je stupenl kompozice
SPl=0D) £ X o XX XY /(XM P | e ) = 9
V#B

Priklad. Vime, Ze sféra S™ md jako CW-komplex jednu bunku dimenze 0 a jednu dalsi burnku
dimenze n. Retézcovy komplex pro n > 2 je tvaru

0= —>0-Z2%0—. 50250

[e"] [e]

zrejme tedy
7Z k=n,0

H(S™) =
K(5) {O jinak

Pro S° je komplex tvaru

0—---—=0—-Z&Z—0

[ea, €3]
Zrejme tedy
7Z®7Z k=0
Hy(s0) = {07 T
0 jinak

Zbyjvd rozebrat pripad jednodimenziondini sféry (tj. dvou bodii). Retézcovy komplex je tvaru

0—7Z gZ — 0,
[e'] [e"]
musime proto urcit stupen zobrazeni di. Mdme X' = {e°} a X© = {e°}. Stupern kompozice
SO - X% = X090 — X0/0 = XOu {x}

je nula, vZdyt tato kompozice neni surjektivni, proto vsechny hranicni operdtory jsou trividlni,
tj. imd; = 0. Odtud
7Z k=01,

Hk(Sl) - {0 jinak

12.3 Homotopické grupy a jejich zakladni vlastnosti

Definice 12.3.1. Necht X je topologicky prostor s vyzna¢nym bodem xg, I = [0, 1]. Necht
(X, 2¢) homotopické tiidy zobrazeni

(I",0I") = (X, x0)
Pro n > 1 definujeme na m, (X, z9) = [(I",0I"), (X, zo)] operaci

f(Qtl,tQ,...,tn) t1 € [0, %],
1].

(f+9)(t1,...,tn) = {g(%l —1,ty,...,tn) t1 € [%7 ]

Tato operace dava na 7, (X, zg) strukturu grupy. Tuto grupu nazyviame n-tou homotopickou
grupou.
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Poznamka. Plati

e 7o(X, zo) je mnozina komponent kiivkové souvislosti s vyznaénym prvkem, tj. komponen-
tou obsahujici xg

e m1(X,xz0) grupa jejiz prvky jsou t¥idy: smycky zacinajici (a koncici) v xp / homotopie,
obecné nemusi byt komutativni

e mo(x, ) je pro n > 2 komutativni grupa
Definice 12.3.2. Totdlné nespojitou akci gurpy G na prostoru Y rozumime akci

GxY =Y
(9,y) — gy

pritom
o 92(91)y(9291)y a 1y =y (je to akce)
e Vy Y 3U 3y tak, ze g1(U) Nga(U) # 0 = g1 = g2 (je totélné nespojitd)
Véta 12.3.3. Necht' Y je krivkove souwvisly prostor s totdlné nespojitou akci grupy G, pak
o Y = Y/G je nakryti
o G=m(Y/G, p(Y))/m(Y,y).
Piiklad. Uvazme Y =R, G =7 a akci (n,x) — = +n, pak R/Z = S, Véta rikd, Ze
7 = 1y (Sh).

ProY =R?, G = 7Z x Z wvazme akci ((n,m), (z,y)) — ((n + ), (m +y)). Pak R?/Z x 7 je
torus. Dostdvdame, Ze
m(T) 2 Z x Z.

Definice 12.3.4. Prostor X se nazyva n-souvisly, jestlize Vxg € X je
mi(X,29) =0
pro 0 < < n.
Veéta 12.3.5. Necht X je n — 1 souvisly prostor, pak pro kazdé k < mn, n > 2 plati
Hy(X) = mp(X)

a H1(X) je abelizace 7 (X).

72



Kapitola 13

Teorie graft

13.1 Orientované a neorientované grafy a jejich reprezentace

Definice 13.1.1. Neorientovanym grafem rozumime uspordadanou dvojici G = (V| E), kde V
je mnozina vrcholi a E je mnozina hran, tj. mnozina vybranych dvouprvkovych podmnozin
mnoziny vrchola. Je-li u,v € V znacime hranu {u, v} jen wv. Vrcholy spojené hranou nazyvame
sousedni.

Orientovanym grafem rozumime usporadanou dvojici D = (V, E), kde V' je mnozina vrcholi a
E CV xV je mnozina hran. Mnozinu vrchola grafu G zna¢ime V(G), mnozinu hran E(G).

Pozndmka. Alternativné muzeme definovat hrany neorientovaného grafu jako ireflexivni sy-
metrickou relaci na V' x V. V pripadé orientovaného grafu odstranime podminky ireflexivity
(umoznime smycky) a symetrie (hrany nemusi byt oboustranné).

Definice 13.1.2. Bud G = (V, E) (neorientovany) graf.

o Stupném vrcholu v € V(G) rozumime pocet hran vychazejicich z v, znac¢ime dg(v).

e Sledem délky n v grafu G rozumime posloupnost vrcholii a hran v, €1, v1, €2, v2, ..., €pn, Un,
kde €; = V;i—10;.

e (lestou délky n rozumime sled délky n, ve kterém se neopakuji vrcholy.

Podobné bychom mohli definovat orientovany sled, cestu (i tah). V pripadé stupii rozlisujeme
vystupni stupeii df,(u) vrcholu u a vstupn{ stupeit vy, (u).

Pozndamka. Dalsi moznost pohledu na graf je tzv. incidencni model, kde hrany jsou samostatné
objekty (tj. ne relace R C V x V, mnozina E C 2V, kde e € E ma dva prvky ¢i dvojice
E C V x V). Misto relace sousednosti mezi dvojicemi vrcholui pak tento model zavadi relaci
incidence mezi dvojici vrchol-hrana.

Pozndmka. Zabyvejme se nyni reprezentaci v pocitaci. Je-li graf husty (tj. ma-li hodné hran),
miize byt vyhodné zadat graf matici sousednosti. Réddek zde reprezentuje vychozi vrchol a
sloupec cilovy vrchol (na pozici i,5 je 1, pokud existuje hrana z i do j, 0 jinak). Snadno
muZeme tuto matici upravit tak, aby hodnoty v ni udavaly vzdalenost vrcholu (0o respektive
néjaka maximalni konstanta udéva neexistenci hrany). Je-li naopak graf ridky, je ¢asto vyhodné
reprezentovat graf seznamem néasledniki, kde mame seznam vrcholtl a ke kazdému z nich mame
seznam sousednich vrcholi. Dalsi moznost je ulozeni celé relace incidence jakozto incidenéni
matice.

Podivejme se na ¢asovou slozitost nékterych operaci pti jednotlivych reprezentacich. Oznacme
n=|V]am=|E|

73



Operace Seznam naslednikii  Matice sousednosti Inciden¢ni matice
Uloz graf O(m+n) O(n?) O(mn)
Pridéni vrcholu o(1) O(n?) O(mn)
Pridani hrany 0(1) O(1) O(mn)
Odebrani vrcholu O(m) O(n?) O(mn)
Odebrani hrany O(m) 0(1) O(mn)
Dotaz na sousednost O(n) O(1) O(m

13.2 Eulerovské a hamiltonovské grafy

Definice 13.2.1. Tahem rozumime sled, ve kterém se neopakuji hrany.

Rekneme, 7e tah je uzavieny, jestlize kondl ve stejném vrcholu, ve kterém zaéini. V opaéném
pripadé fekneme, ze tah je otevreng.

Rekneme, Ze tah je eulerovsky, jestlize je uzavieny a obsahuje vSechny hrany grafu G.

Graf G se nazyva eulerovsky, jestlize v ném existuje eulerovsky tah.

Véta 13.2.2. Graf G je eulerovsky praveé tehdy, kdyz je souvisly a vsechny vrcholy v G jsou
sudého stupmeé.

Diikaz. ,=*“: Je-li graf eulerovsky, pak je jisté souvisly a kazdy vrchol mé sudy stupen, nebot
uzavieny tah kazdym prichodem ,ubere* dvé hrany.

»<="“: Uvazme nejdelsi uzavieny tah T' v grafu G. Sporem ukazme, ze T je eulerovsky tah. Necht
tedy T neni eulerovsky. Uvazme graf G’ takovy, ze V(G) = V(G') a E(G') = E(G) \ E(T).
Protoze G’ mé4 vSechny stupné vrcholt sudé, lze libovolnd jeho komponenta C' (z indukéniho
predpokladu) nakreslit jednim uzavienym tahem T¢. Protoze G je souvisly, proting kazda kom-
ponenta C' C G’ tah T' v nékterém vrcholu w. Tah T lze prodlouzit o tah T (pFipojime ho ve
vrcholu w). To je spor s maximalitou 7.

Disledek 13.2.3. Graf G lze nakreslit jednim uzavrengm tahem prdvé tehdy, kdyz je G souvisly
a vSechny vrcholy v G aZ na dva jsou sudého stupné.

Definice 13.2.4. Necht G je graf.
o (lesta se nazyva hamiltonovskd, jestlize navstivi kazdy vrchol grafu G pravé jednou.
e Kruznice se nazyva hamiltonovskd, jestlize navstivi kazdy vrchol grafu G praveé jednou.
o Graf G se nazyva hamiltonovsky, jestlize obsahuje hamiltonovskou kruznici.

Véta 13.2.5 (Dirac 1952). (Neorientovany) graf G majici alespori 3 vrcholy je hamiltonovsky,
jestlize je kazdy vrchol stupné alespori n/2.

Véta 13.2.6 (Ore 1960). Graf G magjici alespori 3 vrcholy je hamiltonovsky, jestlize pro kaZdou
dvojici nesousednich vrcholi plati, Ze soucet jejich stupni je alespori n.

Pozndmka. Na rozdil od eulerovskych grafi je rozhodovaci problém, zda je graf hamiltonovsky,
velice obtizny. Jednd se o N P-tuplny problém.
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13.3 Miry souvislosti grafu

Definice 13.3.1. Bud G neorientovany graf. Relace ~C V' x V' definovana tak, ze u ~ v &
existuje sled z u do v, je relace ekvivalence. Ttidy této relace se nazyvaji komponenty souvislosti
grafu G.

Definice 13.3.2. Graf G se nazyva souvisly, jestlize je tvofen jedinou komponentou souvislosti,
tj. pokud jsou v ném kazdé dva vrcholy spojené cestou.

Definice 13.3.3. Graf G se nazyva hranové k-souvisly, k > 1, jestlize zlstane souvisly i po
odebréani libovolnych (nejvyse) k — 1 hran.

Graf G se nazyva vrcholové k-souvisly, k > 1, jestlize ztistane souvisly i po odebrani libovolnych
(nejvyse) k — 1 vrcholu.

Pozndmka. Hovorime-li o k-souvislém grafu, mame na mysli vrcholové k-souvisly graf.
Graf je souvisly praveé tehdy, kdyz je 1-souvisly.

Véta 13.3.4. Bud G neorientovany graf.

e G je hranové k-souvisly < mezi libovolnymi dvéma vrcholy lze vést alespon k hranové
disjunktnich cest (vrcholy mohou byt sdilené).

e (G je vrcholové k-souvisly < mezi libovolngmi dvéma vrcholy lze vést alespon k disjunktnich
cest (ruznygch aZ na dva spojované vrcholy).

Definice 13.3.5. Bud D orientovany graf. Slabé souvislou komponentou rozumime komponentu
souvislosti grafu, ktery vznikne z D zapomenutim orientace.

Relace =#C V' x V definovana tak, ze u =~ v < existuji orientované sledy z u do v a z v do u, je
relace ekvivalence. TFidy této ekvivalence se nazyvaji silné souvislé komponenty.

13.4 Rovinné grafy: Eulerav vzorec a jeho dusledky, obarveni
rovinného grafu péti barvami

Definice 13.4.1. Rovinngm nakreslenim grafu G rozumime zobrazeni, ve kterém jsou vrcholy
znazornény jako ruzné body v roviné a hrany jako oblouky spojujici body svych koncovych
vrcholi. Pritom hrany se nesmi nikde krizit ani prochézet jinymi vrcholy nez svymi koncovymi
body.

Rekneme, 7e graf G je rovinny, jestlize existuje jeho rovinné nakreslen.

Definice 13.4.2. Sténami rovinného nakresleni grafu nazyvame (topologicky) souvislé oblasti
roviny ohranic¢ené timto nakreslenim.

Definice 13.4.3. Dudlni (multi)graf rovinného nakresleni grafu G ziskdme tak, Ze stény na-
hradime vrcholy a hranami spojime sousedici dvojice stén.

Véta 13.4.4. Bud G sowvisly rovinng graf. Oznacme f pocet stén néjakého rovinného nakresleni
grafu G. Pak
V(G)|+ f—EG)=2.

Diikaz. Oznacme h pocet hran, v pocet vrcholti. Dikaz povedeme indukei k po¢tu vrcholu. Je-li
G strom, pak h = v — 1 a sténa je jedina. Plati tedy v+ 1 — (h — 1) = 2. Uvazme néjaké rovinné
nakresleni. Vypusténim jedné hrany se snizi pocet stén o 1, pocet vrcholi se nezméni. Zbytek z
indukc¢niho predpokladu.
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Disledek 13.4.5. Jednoduchy rovinng graf na v > 3 vrcholech mad nejvyse 3v — 6 hran.
Jednoduchy rovinng graf na v > 3 wvrcholech bez trojuhelnikid md nejvyse 2v — 4 hran.

Drikaz. Muzemep predpokladat, ze graf G je souvisly, jinak bychom pridali hrany. Kazda sténa
ma v libovolném nakresleni na obvodu alespon 3 hrany, kazd4 hrana se zapocitd do dvou pfi-
lehlych stén. Proto h > %f, tj. %h > f. Vime v + f — h = 2, dostavame

2 1
2:v+f—h§v+§h—h:v—§h,

tedy h < 3v — 6.

Podobné druhé tvrzeni. Protoze graf neobsahuje trojihelniky, plati h > % It %h > f. Opét

dosadime ] 1
2:v+f—h§v+§h—h:v—§h,

tedy h < 2v — 4.

Dusledek 13.4.6. Kazdy jednoduchy rovinng graf obsahuje vrchol stupné nejvyse 5.
Kazdy jednoduchy rovinng graf obsahuje vrchol stupné nejvyse 3.

Dusledek 13.4.7. K5 a K33 nejsou rovinné.

Definice 13.4.8. Podrozdelenim grafu G rozumime graf, ktery vznikne z G nrahazenim nékte-
rych hran novymi cestami libovolné (kladné) délky.

Véta 13.4.9. Graf G je rovinny prdve tehdy, kdyz neobsahuje podrozdéleni grafi K5 nebo K3 3.
Véta 13.4.10. Kazdy rovinng graf (bez smycek) lze (vrcholové) obarvit cétyrmi barvami.

Pozndmka. Dukaz této véty je velice slozity. K jeho tplnému provedeni bylo vyuZito pocitace (a
doposud neni znam zadny jednodussi dukaz). Uvedeme si proto slabsi tvrzeni, které i dokazeme.

Véta 13.4.11. Kazdy rovinng graf (bez smycek) lze (vrcholové) obarvit péti barvams.

Drikaz. Indukci vzhledem k velikosti grafu. Protoze G je rovinny, existuje vrchol v stupné nejvyse
5. Uvazme graf G’ vznikly odebranim vrcholu v. Ten lze z indukéniho predpokladu obarvit péti
barvami. Pokud vsichni sousedi v jsou obarveni dohromady nejvyse ¢tyfmi barvami, muzeme v
obarvit zbyvajici barvou a jsme hotovi. Predpokladejme tedy, Ze vy, . .., vs (zapsiny v cyklickém
poradi, jak jsou okolo v nakresleny) jsou vSechny obarveny postupné barvami 1,2,...,5.

Uvazme indukovany podgraf G135 C G’ sestdvajici se jen z téch vrcholu, které jsou obarveny
barvami 1 a 3. Pokud vrcholy vy, vs lezi v riznych komponentach souvislosti, mizeme v kom-
ponenté obsahujici v; zaménit obarveni a uvolnénou barvu 1 prifadit vrcholu v. V opac¢ném
pripadé lezi v1, v3 ve stejné komponenté souvislosti, 1ze je tedy spojit cestou (na které se stridaji
barvy 1 a 3).

Podobné uvazme podgraf G 4 C G’. Nyni vSak nemiize existovat dvoubarevné cesta z vg do vy,
protoze by protinala cestu z v; do vs. Proto va, vy lezi v rliznych komponentach. V jedné z nich
muzeme prohodit obarveni a uvolnénou barvu prifadit vrcholu v.
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13.5 Prohledavani grafu do sirky a do hloubky

Vsem vrcholim budeme prifazovat tfi stavy podle toho, zda jsme je uz nalezli a zpracovali ¢i
nikoli. Témi budou

e FRESH - jesté nenalezeny
e OPEN - nalezeny, ale nezpracovany
e CLOSED - zpracovany
Dale si pro kazdy vrchol v budeme pamatovat
e predchudce p[v],
e vzdalenost od pocatecniho vrcholu d[v].

V pribéhu celého algoritmu budeme vyuzivat datovou strukturu, ktera nam bude drzet nalezené
vrcholy. Touto tschovnou bude v pripadé

e prohledavani do sitrky fronta,
e prohledavani do hloubky zdsobnik.

Pro jednoduchost budeme tuto tschovnu nazyvat (. Operace vkladani bude push, vybirani
pop (striktné vzato se jedna o operace zasobniku, u fronty se nazyvaji jinak, nebudeme to vsak
rozliSovat).

VSTUP: Graf G, vrchol s

1 foreach (v e V(G)){

2 stav [v] = FRESH; d[v] = oo; plul] = null;
3 }

4 stav[s] = OPEN; d[s] = 0; pls] = null;
5 Q.push(s);

6 while (!Q.Empty (0){

7 u = U.pop(O);

8 for ((u,v) € E(G)){

9 if (stav[v] == FRESH){
10 stav[v] = OPEN;
11 dlv] = dlul+1;
12 plv]l = w;

13 Q.push (v);

14 }

15 }

16 stav[u]l] = CLOSED;

17 }

VYSTUP: Strom prochdzeni zadany seznamem ndsledniki spolu se vzdalenosti od kofene.
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Kapitola 14

Grafové algoritmy

14.1 Minimalni kostry: algoritmy Kruskala a Prima
V této ¢asti budeme znacit m = |E| an = |V]|.

Definice 14.1.1. Kostrou souvislého grafu G rozumime podgraf grafu G, ktery je stromem a
obsahuje vSechny vrcholy grafu G.

Necht je dana funkce w: E — R. Minimdlni kostrou grafu G rozumime takovou kostru T, pro
kterou je hodnota 3¢ () w(e) minimdlnf.

Kruskaltv algoritmus:
1. Sefad hrany vzestupné podle ohodnoceni, tj. w(e;) < w(ez) < -+ < w(ep).
2. Zacneme s prazdnou mnozinou hran 7.

3. Proi=1,2,...,m vezmeme hranu e;. Pokud 7' U {e;} nevytvori kruznici, pfiddme ji do
T. Jinak ji zahodime.

4. Na konci mnozina T obsahuje hrany minimalni kostry vazeného grafu G, w.

Casova slozitost tohoto algoritmu je O(mlogm) = O(mlogn). Cas potiebny na sefazeni hran
dominuje Cas na zbytek algoritmu.
Jarnikiv-Primiv algoritmus:

1. Vyber ndhodny vrchol v € G a pridej ho do T'.
2. 'V kazdém kroku vyber nejmensi hranu z T' do zbytku grafu a tu pridej.

Casova slozitost tohoto algoritmu je O(m 4 nlogn) pii pouziti Fibonacciho haldy (n extract
min, m decrease key operaci).

Bortivkiv algoritmus je podobny algoritmu Jarnika a Prima, pficemz hleda nejkratsi cestu ze
vsech komponent souvislosti, které doposud nalezl, soucasné. V takovém piipadé potrebuje cas
O(mlogn) (po kazdé fazi klesne pocet komponent na nejvyse polovinu, potfeny ¢as pro kazdou
fazi je O(m)).

Bortuvkuv algoritmus s kontrakcemi, kde po kazdé fazi vezme komponentu a udéla z ni jeden
vrchol, m4 ¢asovou slozitost O(min(m logn,n?).

Kombinaci Jarnikova a Bortuvkova algoritmu s kontrakcemi (tj. na zac¢atku se provede nékolik
fazi Bortivkova algoritmu, byl-li graf fidky, tak se zahusti a pak se vyuzije efektivita Jarnikova
algoritmu) obdrzime Tarjanuv algoritmus s ¢asovou slozitosti O(mloglogn).
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14.2 Nejkratsi cesty z jednoho vrcholu: Dijkstrav algoritmus,
Bellmantiv-Fordav algoritmus

Cilem této ¢asti je dat popis algoritmi, které naleznou nejkratsi cestu (respektive vzdélenost) z
pevné daného vrcholu s € G do vSech ostatnich dosazitelnych vrcholi v € G. Predpokladejme,
ze délka hrany je dana funkci w: £ — R.

Bellman-Fordtv algoritmus: funguje pro libovolné ohodnoceni hran. Ma-li graf dosazitelny za-
porny cyklus, algoritmus to rozpozna a skoné¢i. Jinak vypocita vzdélenost nejkratsi cesty z
daného vrcholu do vsech ostatnich dosazitelnych vrcholu.

Ozna¢me d[u| doposud nejlepsi vzdélenost od poéateéniho vrcholu do vrcholu u. Cilem bude
postupné zlepSovat hodnoty d[u].

Jestlize se zlepsi d[u], je nutné prezkoumat, zda pomoci u nemuzeme zlepsit d[v] pro (u,v) € E.

Inicializace (G,s);
for veV{
dlv] = oo;
plv]l = null;
}
dls] = 0;

Relaxace (u,v,w)
if (dlv] > dlul + w(u,v)){
dlv]l = dlul + wlu,v);
plv]l = u;
}

Bellman-Ford (G,w,s)
for (i=1, i<|V|, i++)
foreach ((u,v) € E)
Relaxace (u,v,w) ;
foreach ((u,v) € E)
if(dlv] > dlu]l + w(u,v)) return false;

Casova slozitost je O(mn).
Dijkstriav algoritmus: vyzaduje nezdporné ohodnoceni hran. Jedna se o algoritmus velice po-
dobny BF'S a DF'S s tim rozdilem, ze nepouzivame klasickou frontu ani zasobni, ale Fibonacciho

haldu, ze které bereme ten nezpracovany vrchol, ktery je nejbliz vychoziho vrcholu.
Casova slozitost je dana O(m + nlogn) (n-insert, n-extract min, m-decrease key).

14.3 Nejkratsi cesty mezi vsemi dvojicemi vrcholi: nejkratsi
cesty a nasobeni matic, Floydav-Warshalltiv algoritmus

Méjme nyni graf G zadany matici sousednosti W = (wj;), tj.

0 i=j
wij = { délka hrany ij i # j, (i,§) € E
00 i#3, (i,)) ¢ E

Oznac¢me (i, j) délku nejkratsi cesty z i do j. Pfedpoklddejme, Ze graf neobsahuje zaporné cykly.
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Algoritmus nasobeni matic:
(c)

Oznacme l;;” minimalni délku cesty z ¢ do j, kterd ma nejvyse c hran. Plati

© 0 1=
Yool i#
,1)

/@ _ )

= min{lgjc-

e ~ minfl©D
i Jmin{l ™ 4 2 = min{l T+ 2}

Protoze nejkratsi cesta nemuze mit vice nez |V| — 1 hran, plati di, j = lg.%l). Pocitdme matice
JAO I A
Nyni popiseme algoritmus. Jedna se o algoritmus velice podobny algoritmu nasobeni matic
(odtud nézev algoritmu). Vyjdeme z matice L() = W a déldme

LW erM o... .0 (1)
kde e se pocitd jako soucin matic s tim rozdilem, ze prvek na dané pozici nepocitame jako
soucet soucint, ale jako minimum souc¢tu. Protoze je tato operace asociativni, mtuzeme misto
prinasobovani{“ matice L) vyuzit jiz existujici matice L©) a aplikovat tuto operaci na ni.
Ziskavame tedy L), L) L™ Téchto krokt ndm staci jen O(logn).
SloZitost tohoto algoritmu je O(n?logn).

Warshalliv-Floyduv algoritmus:

e Nejkratsi cesta p z vrcholu ¢ do vrcholu j obsahuje jako svoje vnitini vrcholy libovolné
vrcholy z V', oznacme je {1,2,...,k}.

e Vyberme vrchol k cesty p.

e Cesta p se rozpada na nejkratsi cesty z i do k a z k do j. Ani jedna z téchto cest neobsahuje
jako vnitini vrchol k (to by dévalo existenci nekladného cyklu, je-li cyklus délky 0, tak ho
muzeme vypustit).

e Algoritmus vyuzivd vztah mezi mnozinou cest z ¢ do j obsahujici vrcholy {1,...,k} a
mnozinou cest z i do j, jejichz vnitini vrcholy jsou jen z mnoziny {1,...,k — 1}.

Popisme si postup algoritmu:

1. Oznaéme dl(f) délku nejkratsi cesty z i do j s vnitfnimi vrcholy z mnoziny {1,2,... k}.
2. Plati
g — Wi k=0
Y min{dj; ", dit + 47 k> 1

3. dl(?) = 417, zvolime-li vhodné potadi, mizeme kazdou z hodnot dgf) vypocitat v konstant-

nim z hodnot, které jsme jiz spocitali diive (postupné zvySujeme k)

Casova slozitost Warshallova-Floydova algoritmu je O(n?).
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14.4 Maximalni toky v sitich: sité, Fordova-Fulkersonova me-
toda, maximalni parovani v bipartitnich grafech

Definice 14.4.1. Siti rozumime c¢tverici S = (G, z, s,w), kde G je graf, z,s € V(G) jsou

vrhocholy, které nazyvdme zdroj a stok. Funkce w: E(G) — RT je kladné ohodnoceni hran,

které nazyvame kapacitou hran.
Tokem v siti S = (G, 2, 5,w) rozumime funkci f: E(G) — R{ spliujici

e Vee E(G): 0 < f(e) <wf(e) - respektuje kapacitu hrany,
o Yo e V(G)\{s,2z}: Y., fle) => ., f(e) - zachovani substance
Velikosti toku f rozumime hodnotu |f| =3, f(e) — > ._,, f(e).

Fordav-Fulkersoniiv algoritmus pro hledani maximélniho toku:

Definice 14.4.2. Rezidualni sit pro tok f je dana
e Rezidudlnim grafem Gy = (V, Ey), kde pro kazdou hranu e = (u,v) € E obsahuje E

— hranu (u,v) je-li f(e) < w(e),
— hranu (v,u), je-li f(e) > 0.

e a rezidudlnimi kapacitami cy

w(uwv) — flww) wv € E
wy(uv) =

f(uv) vu e E
V priabéhu algoritmu pak hleddme cestu ze zdroje do stoku v rezidudlnim grafu. Jakmile tako-
vou cestu najdeme, zvysime tok f o tolik, kolik je minimélni rezidualni kapacita.

Edmonstv-Karpiiv algoritmus je zalozen na podobné myslence, jen cestu v rezidudlnim grafu
berou nejkratsi moznou (mysleno co do poé¢tu projitych vrcholi), tj. vyuzivaji BFS. Protoze se
délka této cesty nikdy nezkrati a navic je zaruceno, ze se po nejvyse m krocich zvysi, musi tento
algoritmus skoncit.

Casova slozitost Edmonsova-Karpova algoritmu je O(m?n).

Dalsi vylepseni této myslenky nabizi Dinictiv algoritmus. Cilem je v rezidudlnim grafu nasytit
vSechny mozné cesty soucasné. Hleda tedy tok v rezidualnim grafu takovy, ze kazdé cesta ze
zdroje do stoku obsahuje plné nasycenou hranu timto tokem.

Casova slozitost Dinicova algoritmu je O(mn?).

Dalsim zndmym algoritmem, ktery stavi na podobné myslence je M PM algoritmus (téz three
Indians algorithm). Hlavni myslenkou je plné nasitit vSechny vstupni ¢i vystupni hrany uréitého
vrcholu (s nejmensi kapacitou) v jednom kroku. Diky tomu m4 tento algoritmus ¢asovou slozitost

o(n?).

Definice 14.4.3. Necht G je graf, mnozinu M C E nazveme pdrovdnim, jestlize zadné dvé hrany
z M nemaji spolecny vrchol. Mazimdlnim pdrovanim rozumime parovani s nejvétsi kardinalitou.
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Necht G je bipartitni graf. Mizeme tedy uvazit rozklad mnoziny jeho vrchold V na dvé pod-
mnoziny Vi, Vo, kde mezi libovolnymi dvéma vrcholy z téze podmnoziny nevede v G hrana.
Pridejme ke G dva vrcholy - z,s. Kazdé hrané grafu G ptridame orientaci a to tak, aby vedla
z V1 do Vs. Pfidejme hrany ze zdroje do kazdého vrcholu ve Vi a hrany do stoku z kazdého
vrcholu ve Va. VSem hranam dejme kapacitu 1.

Maximélni tok zadava maximalni parovani bipartitniho grafu G.
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Kapitola 15

Linearni programovani

15.1 Ulohy linearniho programovani, dualita v linearnim pro-
gramovani

Definice 15.1.1. Budte b, ¢ redlné vektory, A realnd matice. Ulohu

e max{cx | Az = b, x > 0} nazyvame ulohou linedrniho programovdni ve standardnim
tvaru,

e max{cx | Ax < b,z > 0} nazyvame tlohou linedrniho programovdni v kanonickém tvaru,
pritom v teorii se ¢asto vyuziva tloha linedrniho programovéani ve tvaru
max{cz | Az < b}.

Funkce cx se nazyva ucelovd funkce, x pripustné reseni. Optimdlnim resenim x* rozumime takové
b

pripustné feseni, ze cx < cx* pro kazdé pripustné reseni xz. Hodnotu cz* nazyvame optimdini

hodnotou ucelové funkce.

Lemma 15.1.2. Vsechny tlohy linedrniho programovani z predchozi definice jsou ekvivalentnd.
Definice 15.1.3. Dudlni dlohou k dloze linedrniho programovani
e max{cx | Az = b, x > 0} rozumime tlohu

min{yb | yA > ¢},

e max{cx | Az < b,z > 0} rozumime tlohu

min{yb | yA > ¢, y > 0},

e max{cx | Ax < b} rozumime tlohu

min{yb | yA =¢, y > 0}.

Véta 15.1.4 (Farkasovo lemma). Soustava linedrnich nerovnic Ax < b ma reseni pravé tehdy,
kdyzVy > 0: yA=0= yb > 0.

Véta 15.1.5 (o dualité v linedrnim programovani). Necht max{cz | Az < b,z > 0} a min{yb |
yA > ¢, y > 0} jsou vzdajemné dudlni dlohy linedrniho programovdni. Pak pro vSechna pripustnd
reseni x a y plati cx < yb. Pritom nastdvd prdvé jedna z ndsledujicich podminek
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1. Obé ilohy maji optimalni reseni a optimdlni hodnoty jsou si rovny.

2. Jedna z uloh nemd pripustné resent a druhd dloha md pripustné resent, ale nemd optimdlni
resent kvili neohranicenosti ucelové funkce.

3. Ani jedna iloha nemd pripusiné resend.

15.2 Geometrie polyedri

Definice 15.2.1. Polyedrem rozumime mnozinu tvaru P = {x | Az < b}.
Dimenzi polyedru P = {z | Az < b} rozumime dimenzi jeho afinniho obalu.

Definice 15.2.2. Necht P je polyedr a c libovolny nenulovy vektor takovy, ze tloha
max{cz | Az < b}

mé optimaln{ FeSeni s optimalni hodnotou §. Afinni nadrovina {x | cx = 0} se nazyva opérnd
nadrovina polyedru P.
Sténou polyedru P rozumime sdm P nebo jeho prunik s opérnou nadrovinou.

Véta 15.2.3. Steny polyedru P jsou pravé neprdazdné mnoziny tvaru
{x | Az <b, Alz =1},
kde A’z <V je podsystém Ax < b (tj. nékteré nerovnice prohldsime za rovnice).

Véta 15.2.4. Kazdad sténa krom P samého je prunikem maximdlnich stén.
Kazdd sténa krom P samého je obsaZena ve sténe dimenze o 1 vyssi.

Véta 15.2.5. Bud P = {x | Ax < b} polyedr dimenze n, pak kaZdd minimdlni sténa je afinnim
podprostorem dimenze n — h(A) se zamérenim {x | Ax = 0}.

Definice 15.2.6. Polyedr se nazyva bodovany, jestlize h(A) = n.
Minimalni stény maji dimenzi 0, nazyvaji se vrcholy.
Stény dimenze 1 se nazyvaji hrany, jsou to usecky a polopfimky.

15.3 Simplexova metoda a dopravni problém

Simplexova metoda se pouziva k reseni tlohy linearniho programovani ve standardnim tvaru
max{cz | Ax =b, = > 0}.
Zakladni myslenka:
e Nalézt néjaky vrchol polyedru P
e Postupovat po hrandch z vrcholu do vrcholu a pritom zlepsovat tcelovou funkci.

Ozna¢me hodnost h(A) = m, A = (a1,aq,...,a,), tj. a; je i-ty sloupec matice A, T FeSeni
soustavy Ax = b. Polozme

My ={je{1,2,....,n}| 7; £ 0}

Vektor z nazveme bazické reseni soustavy Ax = b, jestlize sloupce a; pro j € Mz jsou linedrné
nezavislé.
Je-li & bazické feseni, kde |Mz| < m, nazveme toto TeSeni degenerované.
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Priklad. Uvazme

110
A<101>

Aby mohl byt néejaky vektor bazickym resenim, musi mit nékterou slozku nulovou. Snadno zis-
kdme dvé moznosti:

z=1(1,0,0) = Mz = {1},

y=1(0,1,1) = My = {2,3}
pricemz jeden nenulovy sloupec je jisté linedrné nezdvisly a sloupce (1,O)T a (0, 1)T jsou také
linedrné nezdvislé. Vektory x, y jsou tedy bazickd teSeni. Pritom T je degenerované bazické
resend.
Definice 15.3.1. Pripustngm bazickym resenim rozumime bazické reseni splnujici z € P.
Lemma 15.3.2. Pripustnd bazickd reseni jsou prdave vrcholy polyedru.
Bud z pripustné bazické feseni. Predpoklddejme, ze Mz C M C {1,2,...,n} tak, ze sloupce a;
pro j € M tvori bazi m-dimenziondlniho vektorového prostoru

M ={p1,....pm}, Av = (ap,,-..,au,)
s pevné danym poradim indexia p1, ..., fy. Zvolme k € {1,2,...,n} \ M. Uvazme soustavu
Ax =b, z; =0 pro j ¢ M U{k}.
Tato soustava ma hodnost n — 1. Pokud pridame predpoklad xj > 0, dostavame polopfimku
h={x| Az =b,2 >0,2; =0 pro j ¢ M U{k}},

kterd je sténou polyedru P. Pokud Z neni degenerované bazické reseni, je h hrana, po které se
muzeme posunout k lepsimu reseni.

Priklad (Dopravni problém). Uvazme ndsledujici problém
e p zdrojiu

® a; proi=1,...,p je mnozstvi surovin v i-tém zdroji

q spotrebicu

bj pro j =1,...,q je mnozstvi suroviny, které mame dodat do j-tého spotrebice

e c;; cena za dopravu jednotkového mnoZstvi suroviny z i-tého zdroje do j-tého spotrebice

x;j hledané mnoZstvi dopravené z i-tého zdroje do j-tého spotrebice
P q
min Z Z CijLij
i=1j=1

q
za podminek Z rij=a; proi=1,...,q
Jj=1

P
inj:bj proj=1,...,p
=1

zij >0 Vi, j

pritom predpokladdme, Ze ze zaddni je a;,b; > 0.

7 . v s v v . , . . 1 v v . Yo o q .
Uloha md pripustné reseni < loha md optimdlni reseni < >, a; = ijl bj.
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Kapitola 16

Hry v normalni formeé

16.1 Hry n hrac¢d v normalni formé: koncepty rovnovahy

Definice 16.1.1. Necht n € Nyn >2a N = {1,2,...,n} je mnozina vSech hrdci. Bud i € N.
e Neprazdna mnozina X; se nazyva mnozina strategii i-tého hrace.
o Funkee u;: [[;en X; — R se nazgva vgherni funkce i-tého hréce.

Usporadanou dvojici G = ((X;)ien, (ui)ien) nazyvame hrou n hrdaci v normdlnim formé.
Prvky mnoziny X = [[;cy X; nazyvame situace.

Pozndmka. Abychom se vyhnuli zbyteénym technickym detailtim, budeme se v dalsim vyjadio-
vat méné formalné, stale vsak presné.

Porovnani dvou situaci z pohledu daného hrace znamend porovnani hodnot jeho vyherni funkce
(vyssi = lepsi). Porovnani dvou strategii daného hrace v dané situaci znamend, ze zafixujeme
strategie vSech ostatnich hract a porovnavame situace, kdy se méni jen dvé strategie daného
hrace.

Definice 16.1.2. Rekneme, e strategie z; € X; dominuje strategii y; € X;, jestlize je alespon
tak dobra v kazdé situaci a existuje situace v niz je z; ostre lepsi nez y;.

Strategie x; € X; se nazyva nedominovand, jestlize neexistuje strategie ji dominujici.
Rekneme, Ze situace z € X dominuje podle Pareta situaci y € X, jestlize je « neni horsi pro
zadného hrace nez y, pritom pro nékterého z hracu je x lepsi nez y.

Situace x € X se nazyva optimdlni podle Pareta, jestlize neni dominovana podle Pareta.

Poznamka. Vidime, ze Paretovo optimum nam nabizi globalni pohled na vyhry vsech hraca. To
je vsak z hlediska teorie her velice slaby pojem. Chceme se zabyvat zejména tim, jak mize hrac
maximalizovat vlastni zisk bez ohledu na zisky ostatnich.

Definice 16.1.3. Situace x € X se nazyva rovnovdznd podle Nashe, jestlize se zadnému hraci
nevyplati zménit svou strategii pri zachovani strategii ostatnich hraca.

Poznamka. Situace v Nashové rovnovaze se nékdy povazuji za feSeni hry. Jejich vyhodou je,
Ze jsou stabilni, tj. jakmile se jednou ustanovi, nikdo neméa divod strategii ménit. Nevyhodou
tohoto konceptu reseni je fakt, ze téchto rovnovaznych poloh mize existovat vice a vyhry pro
jednotlivé hrace se v nich mohou lisit (dokonce mohou byt pro vSechny ztucastnéné vyssi v
jedné rovnovazné poloze nez v jiné). Nashovo equilibrium navic nedovoluje zadné dohody mezi
jednotlivymi hraci, coz je pri aplikacich pomérné podstatny pozadavek.
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Definice 16.1.4. Necht G = ((X,Y), (u,v)) je hra dvou hrac¢a v norméalni formé. Pro tuto hru
definujeme Stackelbergiv model G' = ((X,Y"), (u/,v")), kde

Vi={g: X =Y}, (z,9) =ulr,g9(x)), v'(z,g) =0z g().

Rekneme, 7e situace (z,g(z)) € X x Y (respektive (z,9) € X x Y') je v silné Stackelbergové
rovnovdze, jestlize

1. Vo' € X:u(z,g(x)) > u(2!,g(2)),
2. VyeY:v(x,g(x) >v(x,y),
3. VyeY:v(x,gx) =v(z,y) = u(z,gx) >u(x,y).

Poznamka. Vyhodou Stackelbergova equilibria oproti Nashovu je mimo jiné to, Ze existuje na
vétsi tiidé her. Navic hodnota v kazdém Stackelbergova equilibriu je pro prvniho hrace stejna
a vzdy alespon tak dobra jako pfi libovolném Nashové equilibriu (pokud toto existuje).

Pozndmka. Je-li hra G koneéné (tj. mnozina strategii kazdého hrace je konecnd), pak definu-
jeme tzv. pravdépodobnosini rozsiteni hry G. Strategiemi je pak pravdépodobnostni rozlozeni
na strategiich ptivodni hry G (tzv. ¢istych strategiich). Vyherni funkce je pak prirozené rozsiteni
puvodni vyherni funkce (vaZeny soucet pres vyhry ze vsech situaci, které nastaly, kde vahy jsou
pravdépodobnosti, s jakou tyto situace nastaly).

Vsimnéme si, ze lze predpokladat, ze strategie druhého hrice ve Stackelbergové modelu bude
¢ista. To casto zjednodusi ivahy, které vedou k reseni hry.

16.2 Hry 2 hrac¢d v normalni formé: antagonistické hry, opti-
malni stratégie

Definice 16.2.1. Rekneme, Ze hra G je antagonisticks, jestlize Va,y € X x Y plati
u(z) < u(y) < v(z) = v(y).
Je-li navic u = —v, pak rekneme, ze hra G je s nulovym souctem.

Pozndmka. Hra je tedy antagonisticka, jestlize zvyseni vyhry jednoho hréice nastava prave tehdy,
kdyz se snizi vyhra hrace druhého.

V antagonistickych hrach plati, ze vSechny situace v Nashové equilibriu davaji stejnou vyhru
vsem hractm.

Definice 16.2.2. Necht G = ((X,Y), (u, v)) je hra dvou hra¢t v normalni formé. Dolni hodnotu
hry pro prvniho hrace definujeme vztahem

hy = sup inf u (x,
1 xe)gyEY (z,y)

a horni hodnotu hry vztahem

hi = inf sup u (x, 7).
! yGYxe)B ( ’y)

Analogicky pro druhého hrace.

Definice 16.2.3. Strategie € X se nazyva optimdlni, jestlize existuje y € Y takové, ze (z,y)
je rovnovazna situace (podle Nashe). Analogicky pro druhého hrace.
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Véta 16.2.4. Necht G je antagonistickd hra, (x,y) rovnovdznd situace. Pak plati

hy =hi =u(z,y) = inf u(z,y) = sup u(2’,y).
y'ey zeX

Definice 16.2.5. Strategie x € X se nazyva opatrnd, jestlize

inf =h7.

inf u(z,y) =hy
Pozndmka. V kazdé hie si mize hrac¢ e-zajistit hodnotu h; v tom smyslu, Ze pro libovolné € > 0
existuje strategie takova, ze at soupeti zahraji cokoli, jeho vyhra bude alespon h; —e. Strategie
je opatrnd, jestlize s jeji pomoci hrac zajisti dokonce hj .
V pripadé, ze antagonistickd hra ma Nashovo equilibritum, plati opatrnd = optimélni.

16.3 ReSeni maticovych her

Definice 16.3.1. Necht je ddna matice A = (ai;) typu m x n. Maticovou hrou s matici A
rozumime hru dvou hrac¢t s nulovym souctem, kde

o X ={1,...,m},
o Y ={1,...,n},

i u(l,j) = Qj; = 7,0(1’])
V pravdépodobnostnim rozsiteni je u(z,y) = =T Ay.

Véta 16.3.2 (von Neumann). Pravdépodobnostni rozsiteni libovolné maticové hry md rovno-
vdznou situaci.

Piiklad (ReSen{ maticovych her). Necht A = (a;;) je matice m x n. Bez djmy na obecnosti
muzeme predpoklddat, Ze A > 0. V opacném pripadé bychom pricetli ke vsem prvkim matice
né&jakou konstantu, o kterou se zvysi vghra proniho hrdce a po vyreseni hry (strategie zistanou
stejné) tuto hodnotu zase odecteme, abychom ziskali skutecné vyhry pruniho hrace. Predpokld-
ddme tedy, Ze vyhra pruniho hrdce je kladnd.

Necht x = (x1,...,%m) je optimdlni strategie proniho hrdce. Pak si tento hrd¢ pomoci x zajisti
hodnotu hry v proti jakékoli strategii y druhého hrdce, zejména proti kazdé cisté strategii druhého
hrice. To ddvd soustavu

m
Zaijxi >v proje{l,...,n}.
=1

Abychom se zbavili nezndmého v na pravé strané, uwvaime substituci t; = 7.

mauzeme obé strany vsech nerovnic vydélit v. Dostdvame

Protoze v > 0,

m
Zaijti21 pro j € {1,...,n}.
=1

Pritom plati
1= sz = thi = Uzti-

Cilem je nalézt takovou strategii x abychom maximalizovali v. FEkvivalentné se na to muzZeme
divat tak, Ze chceme minimalizovat % Pritom

17

v 5
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Dostdvdme tedy ndsledugjici problém linedrniho programovdni:

min ty 4+ -+t
za podminek tA =1,
t>0.

16.4 Neantagonistické hry 2 hraca: bimaticové hry, teorie uzi-
tecnosti, llohy o dohodé, vyhrozovani

Definice 16.4.1. Necht jsou ddny matice A, B tvaru m x n. Bimaticovou hrou s maticemi A, B
rozumime hru dvou hracua, kde

o X ={1,...,m},
o Y ={1,...,n},
o u(i,]) = a,
e v(i,j) = bjj.
V pravdépodobnostnim rozsiteni mtizeme psat u(x,y) = 27 Ay a v(z,y) = 2T By.

Pozndmka. Ekvivalentné mtizeme tici, ze bimaticové hry jsou pravé konec¢né hry dvou hraca.
Je-li A = —B jedné se vlastné o maticovou hru s matici A.
Je vidét, Ze v tomto pfipadé nemusi byt hra antagonistickd (natoz s nulovym souctem).

Necht U je mnozina udélosti, ktera je uzaviena na formélni konvexni kombinace. Na U uvazujme
vzajemné inverzni relace <, > a relaci ||.. Relace A < B chépeme jako davat prednost udédlosti B
pred udélosti A. Relaci || Ze neddvame prednost zddné udalosti. Necht jsou splnény nasledujici
axiomy

1. YA, B € U nastava pravé jedna z moznosti: A < B,A > B, A || B.
2. || je relaci ekvivalence
3. < je tranzitivni

4. jestlize A< B | C, pak A< C
jestlize A || B< C,pak A< C

5.1-A+0-B=A

6. 1AL+t A =1o)Ac) + 1 F To(n)Ao(n) Pro kazdou permutaci o
7.7A+(1—=r)(sB+(1—5)C)=17A+(1—r)sB+(1—r)(1—-3s)C

8. TA+(1-rA=A

9. jestlize A || C, pak pror € [0,1]a Be U platirA+ (1 —r)B ||rC+ (1 —r)B
10. jestlize A < C,pak pror >0a Be U platirA+ (1 —r)B<rC+ (1 —r)B

11. jestlize A < B < C, pak existuje r € [0, 1] takové, ze rA+ (1 —r)C || B
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Véta 16.4.2. Exustuje funkce u: U — R takovd, Ze VA, B € U, r € [0, 1] plati
e A< B<u(A) <u(B),
e u(rA+(1—r)B)=7r-u(A)+ (1 —r) u(B)
Je-li v jind takovd funkce, pak existuji o > 0, § € R takovd, Ze VA € U plati
v(A)=a-u(A)+p
Funkci v nazgvdme funkei uzitecnosti.

Definice 16.4.3. Ulohou o dohodé rozumime uspofddanou trojici (S,u*,v*), kde S C R? je
konvexni a kompaktni mnozina a (u*,v*) € S.

Pozndmka. Uloha o dohodé je vlastné mnozina vSech vyher, které mohou dva hradéi ziskat
vhodnou kombinaci jejich strategii (pficemz nepozadujeme, aby volili strategie nezdvisle na
sobé), pricemz bod (u*,v*) € S je dvojice vyher, kterou si mohou oba hréc¢i samostatné zarucit
(tj. hodnoty hi a hy ).

Pozndmka. Necht D je mnozina vSech tiloh o dohodé. Axiomaticky definujme funkci ¢: D — R2,
kters kazdé tiloze o dohodé pfitadi vyhry obou hra¢i. D4 se ukézat, ze existuje jedind. Resenim
hry dohodou pak znamena uvazit hru jako hru o dohodé a nasledné na ni aplikovat tuto funkci.
Pritom plati

e Uvazi se konvexni obal mnoziny vSech dvojic vyher hrac¢u ve vsech situacich a bodu
(hi,hy) = (u*,v*). Toto je nase mnozina S.
e Cilem je zlepsit tuto hodnotu pro oba hrice co nejvice, pritom

— Pokud neni mozné se pohnout doprava ¢i nahoru, je (u*,v*) FeSenim

— Pokud je mozné se pohnout jen do jednoho sméru, tak se do néj pohneme (co nejdal
to jde).

— Pokud je mozné se pohnout doprava i nahoru, tak funkce ¢ dé bod (u,v) maximali-
zujici (u — u*) - (v — v*) na mnoziné S.
Definice 16.4.4. Uvazujme bimaticovou hru dvou hric¢t danou maticemi A, B. Strategie hry
G = ((X*,Y"),(u,v)), kde
(u,v): X* x Y* = R?,
(2,9) = ¢(SzAy", 2By")

pro S = conv{(ai;, bij) | (1,5) € X x Y}, se nazyvaji vyhroZovaci strategie.

Pozndmka. Zabyvame-li se vyhrozovanim, tak podobné jako v iloze o dohodé povolujeme komu-
nikaci mezi obéma hraci. Intuitivné, kazdy z hracu zvoli strategii tak, aby ziskal pod pohruzkou
této strategie co nejlepsi vyjednévaci pozici. Tato strategie nemusi byt ani zdaleka optimalni.
Jakmile si oba své strategie vylozi, fesi vyslednou situaci dohodou.

90



Kapitola 17

Hry ve tvaru charakteristické funkce

Necht n e Nyn>2 N ={1,...,n}.
Definice 17.0.1. Hrou n hracd ve tvaru charakteristické funkce rozumime zobrazeni
v: 2V 5 R

splnujici

1. v(@) = 0 (personélnost),

2. pro libovolné koalice S,T C N takové SNT = () plati

v(SUT) >v(S)+v(T) superaditivita.
Cislo v(S) nazyvame vjhrou koalice S.

Pozndamka. Hry ve tvaru charakteristické funkce vznikaji prirozené z her v normélni formeé, kdyz
vyhru koalice S budeme definovat jako dolni hodnotu hry pro koalici S, tj.

S) = inf ; .
U( ) Cciuel_))(l C;Z%Xizuz(xlv 7$n)
C ics ¢ igs €9

Definice 17.0.2. Rozdélenim hry v nazyvame libovolné x € R™ takové, ze
o > x; =v(N),
e Vie N:xz; >v({i}). (V dalsim budeme pro piehlednost psét jen v(i).)
Mnozinu vSech rozdéleni hry zna¢ime E(v).

Pozndamka. Definice rozdéleni hry rika, ze kazdy dostane alespon tolik, co si mtze zarucit sam,
a dohromady si hraci rozdéli vse.
Diky superaditivité lze ocekavat, ze vSichni hraci vytvori jedinou koalici a v ramci ni se néjak

rozdéli o v(N). Pokud plati
Z v(i) < v(V)
iEN

nazveme hru v podstatnou. To je pravé tehdy, kdyz |E(v)| > 1 a otdzka, jaké rozdéleni maji
hraci zvolit, dava smysl.

Definice 17.0.3. Necht () # S C N. Necht z,y € E(v) jsou rozdéleni hry v. Rekneme, 7e x
dominugje pro koalici S rozdéleni y, piSeme x >g y, jestlize
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o VieS:x; >y,
® >iesTi <v(S).

Rekneme, ze rozdéleni x dominuje y, piSeme = > v, jestlize existuje koalice S, pro kterou x
dominuje y.

Pozndmka. Jestlize rozdéleni x dominuje pro koalici S rozdéleni y, znamena to, ze pri rozdéleni
y se koalici S vyplati ,trhnout* a zisky v(S) si prerozdélit jako je tomu v x, tj. tak, aby kazdy
dostal vice.

Rozdéleni x tedy dominuje rozdéleni y, jestlize pro rozdéleni y existuje koalice, které se vyplati
trhnout.

17.1 Jadro a jeho existence, aplikace v ekonomii

Definice 17.1.1. Necht v je hra ve tvaru charakteristické funkce. Mnozinu vsech nedominova-
nych rozdéleni nazyvame jadrem a znac¢ime ji C(v).

Véta 17.1.2. Pro libovolnou hru v ve tvaru charakteristické funkce plati

Cv)={zeR"|VSCN: sz > v(9), le =v(N)}.
= iEN

Priklad (Ptifazovaci hra). Necht M = {1,...,m} je mnoZina prodejci, M' = {m+1,...,2m}
mnozina kupci. Oznac¢me N = M U M.

e Hrdici e M vlastni dum, ktery si ceni na a;.

e Hrdi¢ m+j € M chce koupit néktery z domai, i-ty dim si hodnoti na b;;.
e Necht

bij — a; bij > a;

cij =v(i,m+j)= {0 jinak

Hodnotu ¢ muzZeme chdpat jako vydélek, kterého lze dosdhnout, pokud se hrdcii a m+j dohodnou
na obchodu. Vydélek koalice je pak mazimum pres veskeré vydélky, které se mohou uskutecnit
prodejem a odkupem domi v dané koalici (pritom kazdy kupec chce koupit jeding dim).

Véta 17.1.3. Pritazovaci (i produkcni hra, kterou zde nebudeme wvddét) maji neprazdné jadro.

17.2 Von Neumannovo-Morgensternovo reseni

Definice 17.2.1. Mnozina V' C E(v) se nazyva von Neumannovo-Morgensternovo resent,
jestlize

1. z,ye V= tuy,
2. 2€¢ Ew)\V=JyeV:z<y.

Pozndamka. Von Neumannovo-Morgensternovo feseni V' se nékdy nazyva stabilni mnozina. Prvni
podminka pak 1iké, ze V je stabilni vnitiné, druhd, ze V je stabilni zvnéjsku.
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17.3 Shapleyho hodnota

Dalsi mozné teseni kooperacnich her kromé jadra a von Neumannova-Morgensternova feseni
nabizi Shapleyho vektor.

Definice 17.3.1. Bud V mnoZina vSech her ve tvaru charakteristické funkce n hracu. Pro
u,v €V, a € RT a permutaci 7 mnoziny N definujeme

o (u+v)(S)=u(S)+v(9),
o (au)(8) = au(S),
o (mu)(S) = u(r19).

Hrac i se nazyva podstatny, jestlize existuje koalice S, i ¢ S takova, ze v(SU{i}) > v(S)+v(7).
V opac¢ném pripadé hovorime o balvanu. Definujme funkci

p:V—R"
p: v (p1fo], .. enlv]).
pomoci axiomil:
L. pi[u+v] = @i[u] + pilv],
2. gilau] = ap;lul,
3. pilmu] = @r-1(y [ul,
4. pro libovolnou mnozinu obsahujici vSechny podstatné hrace je 3 ;cq @i[u] = u(S).

Véta 17.3.2. Ezistuje jedind funkce p spliujici tyto axiomy a je tvaru

oo = 3 =D 0y gay).

|
1€ETCN n:
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