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Tento text vznikl jako studijni materidl k predmétu Parcidlni diferencidlni rovnice a po-
kryva viechny kapitoly zkousené v semestru podzim 2014. Césti, které na zkousce nebudou,
jsou barevné odliseny. Text je vytvoren na zakladé prednasek RNDr. Michala Veselého, Ph.D.,

do I¥TEXu vysazel Be. Dominik Velan.



1 Uvod

1.1 Znadeni

E realny euklidovsky prostor
|| norma v E"
% = Uy; = Oy, u parcidlni derivace funkce u: 0 — E podle x;
Vu=D, = (aa—m“l, cey %) gradient
Vi
Vf= : pro vektorovou funkeci f: Q CE" — E* f = (f1,.. .,fS)T
— st — —
divf =374 % =V-f divergence vektorové funkce f, r =s
J — —
V f je Jacobiho matice, V - f jeji stopa
Auzzgzl% kde u: Q — E pro Q C E4
— J —
Af=(Af1,...,Afs) pro vektorovou funkci f
a=(a,...,aq), kde a; € Ny d-dimenziondlnf multiindex vysky (Fdu) |of = 39, o
Du(x) = _9Clulz) || <k derivace u dle multiindexu «

Bz(;l...amgd’
DFu(2) = {Du (x); |a| = k}
|DF| = \/Z|a|:k (Dou (z))? pro k = 1 chdpeme Du jako vektor, pro k = 2 jako matici
DoF = (D%fy,....D*},)
DFF = (D" Fla] = k)

=t - xs Ly kde z = (21,...,24) €EY a = (a1,...,0q)
al = a1l as!l .. ay! kde o = (aq,...,aq)
a(n) objem n-dimenziondlni jednotkové koule

n a(n) . T (z)

1 2 >0  fTettTidt

2 & kde r+1 x-T'(z)

3 3m 1 1

T2 1
Ly €y 2 VT

1.2 Zakladni definice

Definice. Parcidlni diferencidalni rovnici (PDE) rozumime rovnici, kterd kromé neznamé
funkce (alespon dvou proménnych) obsahuje také jeji (parcidlni) derivace.

Pozndmka. Nebude-li feceno jinak, budeme pracovat v n-dimenzionalnim euklidovském pro-
storu R™. U, V, W budou znacit oteviené mnoziny v R™.

Definice. Necht F: R? x R? ™' x ... x R® x R x U — R je zndma funkce. Rovnice
(1.2.1) F (Dku (z),D*Yu(x),...,Du(x),u(x) ,x) =0

proz € U, kde u: U — R je nezndma funkce, se nazyva (redlnd) parcidlni diferencidlni rovnice
k-tého Fadu.



Definice. Necht F': R™"" x R ™ 5 ... x R™7 x R™ x U — R™ je zndmé zobrazeni.
Rovnice R
F(Dku(x),Dk_lu(x),...,Du(x),u(:v),x) =0

proz e U,kdeu=1:U — R™ u(x) = (ug (x),...,un (x)) je nezndm4 vektorova funkce,
se nazyva systém parcidlnich diferencidlnich rovnic k-tého radu.

PDE (1.2.1) se nazyvé linedrni, je-li F' linedrni ve vSech proménnych, které zastupuji funkci
u, tj. pokud ji lze psat ve tvaru

" aa (@) D°ulx) = f ()

lal<k

pro jisté funkce aq, f.
Je-li f =0, mluvime o homogenni linedrni rovnici.

Definice. Parcidlni diferencialni rovnice se nazyva kvazilinedrni, je-li funkce F' linearni v téch
derivacich D%u, kdy |a| = k, tj. pokud ji lze psét jako

Z g, (Dk_lu (x),...,Du(x),u(x) ,m)-Dau (x)4ao (Dk_lu (z),...,Du(x),u(x) ,:L') =0
|a|=F
PDE (1.2.1) se nazyva nelinedrni, pokud zavisi nelinedrné na parcidlnich derivacich u nejvys-
siho Tadu.
Klasickym tesenim PDE k-tého fddu se rozumi funkce u: U — R spliujici (1.2.1) Vo € U
a mé4 spojité parcialni derivace az do fadu k véetné, kdy piseme u € C¥ respektive u € C* (U).
1.3 Priklady

e Linedrni PDE

Laplaceova rovnice Au=20
Linedrni transportni rovnice wu; + > i b; - ug, =0
Rovnice vedeni tepla ur— Au =0
Rovnice Schrodingerova iug + Au =10
Vlnovéa rovnice ug — Au=20
Telegrafni rovnice Upt + Q- U — Uge = 0
Rovnice pri¢nych kmiti Ut + Ugpggr = 0

e Kvazilinedrni a nelinedrni PDE

obecna Poissonova rovnice —Au = f(u)
Rovnice s p-Laplacidnem div (|Du|P~2 - Du) =0
Eikonalova rovnice |Du| =1
Rovnice minimalni plochy div <\/1+D|UT|2> =1
Mongeova-Ampérova rovnice det (D?u) =1
Rovnice kontinuity w + divE (u)=0
Hamiltonova-Jacobiho rovnice ut + H (Du,x) =0

Kortewegova-de Vriesova rovnice  uy + auty + Uyzy = 0



e Systémy PDE

Maxwellovy Et =F (E)
B, =-F (E)
divE =0
divB =
Eulerovy Uy +uDUd =—-Df
divu =
Navierovy-Stokesovy Wi+ ©DU — Ad =—-Df
diviu =0

1.4 Klasifikace linearnich rovnic druhého radu

Obecnou linearni rovnici 2. fddu v R” lze zapsat jako

n n )
1.4.1 a; a z)=f(x),
(1:4.1) 2 e axla% LT S s a@ule) = f @)

2
kde x € U CR". Vyraz 3.}';_; a;j (x) nggii se oznacuje jako hlavni ¢dst rovnice (1.4.1). Pro

kazdé x € U dava hlavni ¢ast matici

A(z) = (ai; (%))} -

,

Lze pozadovat, aby matice A (z) byla symetrickd.

Definice. Necht \; (z) pro i € {1,...,n} jsou vlastni ¢isla symetrické matice hlavni ¢asti
rovnice (1.4.1).

Jsou-li vSechna ¢isla A; () nenulova a stejného znaménka, rovnice (1.4.1) se nazyva eliptickd
PDE.

Jsou-li vSechna ¢isla A; (x) nenulovd, ale ne vsechna stejného znaménka, rovnice (1.4.1) se
nazyva hyperbolickd PDE.

Je-li alespon jedno ¢islo A; (z) nulové, rovnice (1.4.1) se nazyva parabolickd PDE.

Priklad. e Laplaceova rovnice - eliptickd
e Vinovd rovnice - hyperbolickd
o Rowvnice vedeni tepla - parabolickd

Pozndmka. Typ rovnice se mize meénit v zavislosti na ¢asti definiécniho oboru, ve které rovnici
zkoumame. Napriklad Tricomiho rovnice

Ylzg + Uyy =0

je eliptickéd pro y > 0 parabolicka pro y = 0 a hyperbolické pro y < 0.



1.5 Funkce s kompaktnim nosicem

Je-li f spojitda funkce definovani na topologickém prostoru X, pak jejim nosi¢em nazveme
nejmensi uzavienou mnozinu vné které se f nuluje, tedy

supp f = {zr € X | f (z) # 0}.

Je-li supp f kompaktni, fekneme, ze funkce f je funkce s kompaktnim nosicem. Oznacme

C.(X)={fe€C(X)|supp f je kompaktni}.

Jako Cy (X) ozna¢ujeme mnozinu vsech spojitych funkei mizejicich v nekonecnu, tj. spojitych
funkei f, pro které je mnozina {x € X | |f (x)| > €} kompaktni pro kazdé e > 0. Zjevné je
Co(X) D C.(X).

Pokud je X Hausdorffiuv lokdlné kompaktni topologicky prostor, potom je Cy (X) uzévérem
C. (X).

1.6 Nékolik poznatki z teorie integralu

Definice. Necht U C R” (n > 2) je otevien4 a ohrani¢end mnozina. Rekneme, Ze jeji hranice
U je tridy C*, jestlize pro kazdy bod 20 € U existuje r > 0 a funkce v: R*1 — R t¥idy
C* takovd, ze (az na pifpadnou permutaci soufadnic) plati

UNBr)={z=(z1,...,2,) € B’ ) | zn > (21,..., 20 1)}

nebo
UNB@®r)={zc B’ r) |z, <v(x1,...,2,1)}.

Rekneme, ze hranice OU je tridy C, je-li t¥idy C* pro vSechna k € N.
Rekneme, ze hranice OU je analytickd, tj. t¥idy C, je-li zobrazeni v analytické.

Je-li hranice OU alespon tiidy C!, pak je na U definovano vektorové pole vnéjsich jed-
notkovych normal, kdy z € QU prifazujeme

z T (@) = (01 (@), 0" (@) = (1 (2),. . vn (2))
nebo pri jiném znaceni
T 7 (z) = (nl (x),...,nv" (x)) =(n1(x),...,n,(x)).

Je-li u € CY(U), potom definujeme norméalovou derivaci u jako

ou  _,

= = U - Du

0v
pri jiném znaceni

ou

on
Znalost parametrizace v umoziuje v jistém okoli bodu z° hranici OU ,napiimit“. To se déje
pomoci transformace ®, kdy y; = x; proi € {1,...,n— 1}, yp = 2 — v (1, ..., Tn_1).

Protoze det D® (z) = 1, existuje k této transformaci inverzni transformace ¥, kdy z; = y;
proie€{l,....n—1}az, =yn+7 W1, Yn—1)-



Véta (Gaussova-Greenova). Necht U C R"™ je otevrend a ohranicend mnoZina s hranici tridy

C' aue CHU). Potom plati
/ Uy, do = / un'ds,
U ou

proi € {1,2,...,n}, kde n' je i-td slozka jednotkového normdlového vektoru 7.

Véta (Integrace per-partes). Necht U C R" je otevrend a ohranicend mnozina s hranici tridy
Ct a u,v € CHU). Potom plati

/u%vdx:/ uvnidS—/ uvy, dz,
U ou U

proi € {1,2,...,n}.

Véta (Greenovy identity). Necht U C R™ je otevrend a ohranicend mnozina s hranici tridy
C' a u,v € C*(U). Potom plati

1.
/Audm:/ 9 g,
U ou Om
2. 5
/DuDvdx:/ —gudS—/ uAv dz,
U oU on U
3.

/uAv—vAud:c:/ u-a—i—va—idb’.
U ou  oOmn on

Véta. Necht f: R™ — R je spojitd a integrovatelnd. Pak Vxg € R™ je

fdl’:/ (/ de) dr.
R™ 0 9B(zg,r)

Zvldsté pro libovolné r > 0 je

9 / fdz = / £ds.
or B(zo,r) dB(zo,r)

Véta. Necht u: R™ — R je lipschitzovsky spojitd a pro s.v. v € R je mnozina
{r eR" |u(z)=r}

analytickd (n — 1) dimenziondlni hyperplocha v R™. Necht je ddle funkce f: R™ — R spojitd
a integrovatelnd. Potom plati

@ IDu@)de= [  7as]ar
R so \{alu(z)=r}



2 Transportni rovnice
Uvazujme rovnici
(2.1) ur +b-Du=0,

kde (z,t) € R" x (0,00), b = (b1,...,by) € R", u: R™ x [0,00) — R je nezndma funkce.
Transportni rovnice (2.1) lze zapsat ve tvaru

(1,b) - (ug, Du) = (b,1) - (Du,u;) =0,

tj. je-li u Fesenim (2.1), pak jeho smérova derivace ve sméru vektoru (b, 1) je nulova. Zvolme
libovolny ale pevny bod (z,t) € R™ x (0,00) a definujme funkci

z(s) =u(x+ sb,t+s), s > —t.

Plati

2/ (s) = Du(z + sb,t +5) - b+ u (x + sb, t + s), s> —t.
Ovsem 2’ (s) = 0 pro s > —t, nebot u je FeSenim rovnice (2.1). Tedy z (s) je konstantn{ funkce,
respektive u je konstantni na polopiimce urc¢ené bodem (x — tb, 0) a smérovym vektorem (b, 1).

Uvazujme pocatecni problém

ug +b-Du=0, pro (x,t) € R™ x (0,00)

2.2
(22) u=g, pro (x,t) € R" x {t = 0},

kde b € R™ a funkci g: R™ — R zname.

Pfimka jdouci bodem (z, t) se smérovym vektorem (b, 1) mé parametrické zadani (z + sb,t + s),
s € R. Tato pfimka protne R" x {t = 0} v bodé (x — tb,0). Protoze vime, Ze pfipadné feSeni
je na této primce konstantni a ze u (z — tb,0) = g (z — tb), dostavame

(2.3) u(x,t) =u(x—1b,0) =g (z —tb), r €R™t>0.

Jestli tedy pocatecni problém (2.2) ma dostatecné hladké feseni, pak toto feseni nutné spl-
fije (2.3). Predevsim je-li g € C! (R™), pak pro funkci u zadanou pomoci (2.3) plati

u (z,t) + b+ Du(z,t) = —Dg(x — tb) - b+ b- Dg (x — tb) =0,

x € R" ¢t >0, tj. u je feSenim (2.2).
Stejnym zptusobem fesme pridruzeny problém

(2.4) ug+b-Du=f (z,t) € R" x (0,00),
' u=g (x,t) € R" x {t = 0}.
Zvolme pevné bod (x,t) € R"*! a polozme

z(s) =u(x+sbt+s).

Plati
2 (s) = Du(x + sb,t +8) - b+us (x + sb,t +8) = f (v + sb,t + s)



a dale

u(ac,t)—g(m—tb)—Z(O)—z(—t)—/oz'(s) ds =

—t

0 t
— [ faashtrsds= [ farE-0-b0ds =5t
—t 0
Resenim (2.4) by tedy mohla byt funkce

u(:v,t):g(xtb)+/0tf(x+(§t)-b,§) d¢, xzeR"t>0.

Primym vypoctem lze ukézat, ze za obdobnych predpokladi na hladkost jako v predcho-
zim piipadé je tato funkce u Fesenim (2.4). Tj. podminky napifklad ¢ € C!'(R?), f €
C* (R™ x [0, 00)).

V rychlosti se analogicky podivejme na nésledujici problém

ug+b-Du+c-u=0, (z,t) € R" x (0,00),

(2.5) u=g, (z,t)€R" x {t =0},

kde navic ¢ € R je konstanta.
Uvazenim tvaru cu = — (1,b) - (u¢, Du) = — (Du,u) (b, 1) zavedeme funkci
z(s) =u(x+ sb,t+s).
Derivovanim dostaneme
2/ (s) = Du(x + sb,t + ) b+ u (x + sb,t +s) = (b,1) - (Du,uz),

tedy 2’ (s) + cz (s) = 0.
To je ODR s fesenim z (s) = 2 (0) - e~ tj.

u(z+ sbyt +s) =u(x,t)e .

PoloZzme s = —t a vyuZzijme pocatecni podminky g (x — tb) = u (x — tb,0) = u (z,t) e*. Proto
funkce

u(z,t)=g(xr—th)e 2R t>0
by mohla byt Fesenim (2.5).
Znovu pifmym vypocétem lze ovéfit, Ze za predpokladu g € C!'(R") feseném této funkce
skutecné je.



3 Metoda separace proménnych

Podstatou této metody je hledani feseni dané PDE ve tvaru ,vhodné kombinace® funkci
mensiho poc¢tu proménnych (obvykle ve tvaru sou¢tu ¢i soucinu), které lze stanovit dosazenim
do zadané PDE (pfipadné vyuzitim podminek fesené tlohy).

Priklad. Necht U C R"™ je oteviend a ohranicend mnoZina (s analytickou hranict). UvaZujme
pocdtecni okrajovy problém pro rovnici vedeni tepla ve tvaru

u — Au=0 na U x (0,00),
(3.1) u=0 na U x (0,00),
u=g na U x {t =0},

kde g: U — R je zndmd funkce.

Predpokladejme, Ze existuje reseni problému (3.1) ve tvaru
(3.2) u(z,t)=v(z) - w(t), xeU, tel0oc0).

Must platit

Av(z) ' (t)
(3.3) o) w()

Proménné x,t jsou separované a nezavislé, coZ je moiné jen tak, Ze obé strany (3.3) jsou
rovny jisté konstante, tj.

Av (x) w' (t)

zelU, t>0, v(z) - w(t)#0

a dostdvame

(3.4) w' (t) =

(3.5) Av (z) =

Obecné resent rovnice (3.4) je
w(t)=c-e, ceR.

Funkci v (x) lze ziskat jako netrividlni reseni okrajové ilohy

Av (z) + M (x) =0, na U,

(3.6) v(z) =0, na OU.

Tato tloha (3.6) se nazgvd Sturmova-Liouvilleova tiloha.
Za jistych predpokladi je tato tloha tesitelnd pro nejvyse spocetnou mnozinu cisel A (tzv.
vlastni ¢isla). Jim odpovidajici netrividlni reseni se nazyvaji vlastni funkce.



Odbocka. Uvazujme problém tzv. vlastnich ¢isel a vlastnich funkei pro eliptické symetrické
operatory Lv = Av na U, v = 0 na 9U, kde U je oteviend a ohrani¢end mnozina v R™.

n
Lu=— Z (aijuwi)mj . ay; € C°(U), aij=uaj proi,je{l,2,...,n}
i,j=1
a plati tzv. podminka elipticity

n

> aij () &5 > 0¢)?

1,7=1

pro jisté € > 0, pro vSechna & = (&1,...,&,) € R™ a uvazovana .
Vysledky: vSechna vlastni ¢isla jsou redlnd, vlastnich ¢isel je spocetné mnoho, lze je sefadit
do neklesajici posloupnosti {\;}22;, kdy je A1 > 0, lim; 00 A; = 00.

Je-li A vlastni ¢islo a v (z) jemu odpovidajici vlastni funkce, pak pro

(3.7) w(z,t)=c-eM(z), ceR, t>0,2eU
plati
ut (z,t) — Au(z,t) =0 na U x (0,00),
u(z,t) =0 na U x (0, 00),

tj. funkce u definovand ve (3.7) je fesenim tlohy (3.1) pokud lze zvolit konstantu c tak, aby
platilo, Ze c-v () = g (z) na U. To je vSak vyjimeény piipad. Uvazujme vlastni funkce vy pro
k € N. Pro vhodné konstanty c; by mohlo platit

oo
(35) Y oiv(e)=gla), zel
k=1
pri¢emz konvergence je stejnomérné. Ze (3.1) plyne, ze funkce
0 —
(3.9) u(z,t) = Z cr-e My (), t>0, €U
k=1

pak bude fesenim problému (3.1)

Pozndmka. 1. Metoda separace proménnych dava pouze funkci ve (3.7). Formule (3.8) a (3.9)
plynou z uvazované podminky u = g na U x {t = 0}.

2. Urceni konstant ¢ je tloha z teorie obecnych Fourierovych fad
3. Nalezeni vlastnich ¢isel a vlastnich funkci miize byt znacné naroc¢né.
Priklad. Naleznéte néjaké nelinedrni reseni rovnice
(ugﬁ)2 Ugg + 2UpUyUgy + (uy)2 Uyy = 0
Polozme

u(z,y) =v(z)+w(y).

10



Plati

(Uw)Q Vgz + (wy)2

()5 + (wy), =0

Wyy = 0

3 3
(V) =p=— (wy)y
v=prtce  wh=—py+d

vy = Jpr +c wy = v/ —py+d

V=gt 0w~y d)

ol

+D

Celkem

u(z,y) = 4?; W(Huw‘)‘*— i”/(d—uy)“] + E.

Primo lze oveérit, Ze kuprikladu funkce

ol
ol

u(z,y) =(c+x)3 —(d—y)
je resenim
Pozndmka. Podobné lze nalézt kuprikladu reseni ve tvaru

u(z,t) =w(z)+v(t)

pro Hamiltonovu-Jacobiho rovnici.

11



4 Cauchyho - Kowalevské véta
Uvazujme kvazilinearni PDE k-tého radu v R”.

(4.1) Z Gy (Dk_lu7 ..., Du,u, :c) D%u + ag (Dk_lu, ..., Du,u, :E) =0
laf=k

spolu s Cauchyovymi podminkami zadanymi na hyperroviné I' = {z € R" | x,, = 0} ve tvaru

ou oF 1y
42 = s - = e — _
(4.2) u=go, 5 - =01 PR

Problém: 1ze na I" urc¢it néjaké dalsi hodnoty derivaci feseni u, které nejsou obsazeny ve (4.2)?

Protoze je I nadrovina, obsahuje s kazdym bodem z také bod z+e; proi € {1,2,...,n—1}.
To znamend, ze pro x € I', i € {1,2,...,n — 1} plati

ou im u(z + he;) —u(x) ~ lim go (x + he;) — go (2) _ J90 (95)

O0x;  h—0 h h—0 h ox;

Hodnota % nelze takto uréit, ale zname ji ze (4.2), tj. % = g1 (z). Na T lze tedy stanovit

Du (z). Podobné pro Yz € I' plati

Poo(@) ; sel1,2,... ,n—1}

pu |20
=@ G je{1,2,...,n—1
Ox;0x; Ox; i=n,j€{l,2,...,n i

g2(x) i=j=n

To znamena, ze na I' lze uréit také D?u. Podobnym zptisobem dostaneme, Ze na I lze urcit
celkem Du, D?u, ..., D*~'u. Komplikace nastane pii vypoc¢tu D*u, kdy jiz nelze pouzit (4.2)
P u(x)
ozk
a(0,0,...k) (—) ve (4.1) je nenulovy, lze psat

k vypoctu hodnoty . Vyuzijeme toho, Ze u je FeSenim (4.1). Za predpokladu, ze koeficient

Ou(z) -1 e (=) D%+ an (—
(4.3) ok _a(o,o,...,k) (—) |az::k o () D%ut a0 ()

a£(0,0,....k)

k
Protoze pro x € I" zndme vSechny hodnoty na pravé strané (4.3), lze urc¢it hodnotu aau(kz),

tedy také D¥u (z).

Pokud je podminka

(4.4) a,0,..k) (§) #0
splnéna pro libovolné hodnoty argumentu ¢, fekneme, ze I' = {z,, = 0} je necharakteristicka.
Zname-li pro libovolné z € I hodnotu 821;&@, miiZzeme definovat funkci
oFu (z)
A el.
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Touto funkei 1ze doplnit (4.2) a pak pomoci (4.2) ziskat pro libovolné = € T' vSechny parcidlni

k41
derivace D**1uy (), aviak kromé 0 5 ;fr(f ). Tuto parcidlni derivaci obdrzime derivovanim (4.1)
Ty
FHlu(z) —1
podle x,, kdy e T [...]

To ndm umozni najit D1y (x), x € T. Takto lze stanovit vSechny parcidlni derivace feseni
Cauchyovy tlohy (4.1), (4.2) na T" pti hladkosti uvazovanych koeficientu a,, funkci g; a fe-
seni u.

Podobné tvahy lze provést pro libovolnou dostate¢né hladkou hyperplochu I', kde Cauchyova
podminka (4.2) je nahrazena za podminku

ou ok 1y
(45) U = go, ﬁ:gla"wngk—l na [,

. , O —>a ot n
kde g; jsou zndmé funkee, 7= = > o= D*un®™ = 3, 1. 4a,— W—;-ﬁwn?ﬂ ..o e
i-t4 normalova derivace w.
Hyperplocha T' se nazyva necharakteristickd, jestlize (viz (4.4)) Yjal=k @an® # 0 na L.
Také pro obecnou necharakteristickou hyperbolu I' lze tivahy o uréeni D'u (x) na T’ opa-

kovat. Navic se pouzije pouze naprimeni hyperplochy I'. Timto dostavame:

Véta (Cauchyovo-Kovalevské lemma). Necht u je hladké reseni rovnice (4.1), které na ne-
charakteristické hyperplose T' C R™ splnuje Cauchyovy podminky (4.5). Libovolnou parcidlni
derivaci u na ' lze vyjadrit pomoct funkci go, g1, ..., gk—1, koeficienti aq (|a| = k) a ap.

Predpokladejme, ze je ddna kvazilinearni PDE (4.1) s analytickymi Cauchyho daty (4.5),
ktera plati na analytické necharakteristické hyperplose I'. Navic lze predpokladat, ze vSechna
Cauchyho data jsou identicky nulovd a ze I' = {z € R" | x,, = 0}. Lze dokézat, Ze tento
predpoklad je bez Gjmy na obecnosti. Tim se tloha (4.1), (4.5) prevede na tvar

Z Gy (Dkilu, ..., Du,u, a:) D%+ ag (Dkilu, ..., Du,u, x) =0,
la|=k

4.6
(4.6) ou oF 1y,
u T e e e

= 87% = = 78.%.7]%_1 — 0, Ip — 0

Ulohu (4.6) nahradime tlohou pro systém rovnic prvniho fadu

T =S B (T,2) Tu, + € (Ty2), 2| <,
(4.7) §=t
>_0 0. @ ou Ou ou O*u A1y
u = LTy = u = Uy~ T e e ey T T e e ey .
) n b b 8],‘1 ) 8[E2 b b 856” ) ax% ) ) a.r,’lfbil

Véta (Cauchyova-Kovalevské). Necht v dloze (4.7) jsou E; pro vsechna uvazovand j a c
analytické. Potom existuje r > 0 a (redind) analytické funkce U, kterd je resenim (4.7).

Pozndmka. Uloha (4.6) je specialnim piipadem (4.7). Z analyti¢nosti plyne jednoznacénost
feseni.
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5 Rovnice prvniho radu

PDE prvniho radu méa tvar
F (Du,u,z) =0,

kde z € U pro jistou otevienou mnozinu U C R™. F: R" x R x U — R je znama funkce
a u: U — R je hledana funkce. Ozna¢me

F:F(paz7x):F(plv"'apn>z7x17"'7'rn)>
kde p = (p1,...,pn) € R", z € R, = (21,...,2,) € U. Déle ozna¢me

Dy,F = (Fp,, Fpy, ..., Fp,), D, F=F, DyF=(F,,Fy,,...,F,).

5.1 Metoda charakteristik

Uvazujme rovnici

(5.1.1) F (Du,u,z) =0 mnaU
spolu s okrajovou podminkou

(5.1.2) u=g¢g mnal,

kde I' COU a g: I' = R je dand funkce. Necht F' a g jsou dostatecné hladké funkce. Metoda
charakteristik fesi ilohu (5.1.1), (5.1.2) tak, Ze ji prevadi na feseni pocate¢ni tlohy pro systém
ODE. Predpokladejme, ze (5.1.1), (5.1.2) mé feseni w. Zvolme libovolné bod = € U. Necht
jsme schopni uréovat hodnoty u na jistych kiivkach lezicich v U. Necht jedna takova kiivka
prochdzi pravé bodem x = 7’ (1) a soucasné bodem z° = 7 (0) € I'. ProtoZe zname hodnoty
w na (hranici) T, je jistd moZnost, Ze uréime u podél @.

Uvazujme, zZe uvedend krivka bude popséna jako

7 (s) = (2! (),2% () ..., 2" (5)) = (@1 () @2 (s) -, 2 (5)),
kde s je parametr z jistého subintervalu redlné osy, a 7e u je t¥idy C2. Na ktivce 7 (s) definujme
(5.1.3) z(s) =u (7 (s))
5.1.4 P (s) = Du (7 (s))
podrobnéji psano 7 (s) = (p (s),...,p" (s)) = (p1(5),...,pn(8)), kde
(5.1.5) pi(s) =ug, (Z(s)) ie€{l,2,...,n}

Problém ziistava, jak mizeme najit takovou k¥ivku @, abychom byli schopni hodnoty z a p
urc¢it. Derivovanim (5.1.5) dostavame

(5.1.6) i (8)) = 3"ty (F () - [ ()]
j=1

14



Soucasné derivovanim (5.1.1) podle z; na k¥ivce 7 ziskdvame

Dy, F (Du(z),u(x),z) =

= Dy, F (ug, (x1,..., ),. yUg, (T1,y ooy @) U (T1, oy X)) Ty e ey Tpy) =
F F
=Dy, F(p1,...,DPn,2,%) Z 3pj (Du, u, ) U,z +?3z (Du,u, ) ug, + pr (Du,u,x) =0
To lze na 7 zapsat jako
F F

(5.1.7) Z ap] 2P iy (7) + G (B2, T (F) + 5 (7,2, 7) =0,
kde D=7 (s), z=2(s)a 7 =7 (s).

Kdyby navic platilo

. / oF _, - )
(5.1.8) [ ()] =5 (F().2(). T (), € {L2on},
Dj

tak by bylo mozné vyjadrit (5.1.6) pomoci (5.1.5), (5.1.7) a (5.1.8) jako

{pi (s)}/: —g(ﬁ(s),z(s),f(s))pi (s) — gﬁ; (P (s),2(s),7(s)), i€{l,2,...,n}.

To je systém n ODE pro 2n + 1 neznamych. Dalsich n rovnic ziskdme z (5.1.8) a posledni
rovnici ziskdme derivovdnim z (s) = u (@ (s)) (viz (5.1.3)) jako

" du » e~ oF
/ _ = . J _ X —> —
Y=g @) [ ] = X0 @) 5 (F )2, 7 ().
Jj=1 7j=1
Ziskany systém 2n 4+ 1 ODE prvniho fadu ve tvaru

je tvofen tzv. charakteristickymi rovnicemi (nelinedrni) PDE (5.1.1). ReSeni systému (5.1.9)
se nazyvaji charakteristiky.

Shrnuti: Hleddme kiivky zvané charakteristiky a to spociva v Teseni jisté soustavy ODE.
Podél téchto kiivek PDE prechazi na ODE.

Priklad. Uvazujme nelinedrni okrajovou dlohu

Upy Ugy = U na U = {(x1,22) € R* | 21 > 0}
u =3 na T = {(z1,22) € R? | 21 = 0}

Prepiseme do standardniho tvaru

F(p7 Z,$) =pip2 — =
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Systém (5.1.9) je tvaru

] = p2 PL=p1
zhy = p1 Py =p2
Z = 2pip2
Resent
p1(s) = ppe’ =%
p2 () = pge’ Py = 20
2 (s) = 20 + Pyp} (625 - 1) 20 = (20)?
z1(s) = xp +pg (e — 1) =0
T (s) = x2 +pg (ef = 1) T2 =10
Protoze potrebujeme, aby pro s =0 bylo (x1 (s),x2 (s)) € T, je treba poloZit
x5 =0, 23 =ux0€R.

Ze z(s) = u (7 (s)) dostdvdme pro s =0, Ze
(20)” = u(To) = 2 (0) = 20 + pipf (¢ — 1) = 20.

—

Zbyjvd urcit hodnoty py a p3, pricemz p; (s) = ug, (¥ (s)). Odtud pro s = 0 plyne
0

p(2) = P2 (0) = Uz, (0?1'0) = 87 (x2)2 |£L“2=360 = 2.
T2

Z amalogické rovnice pro p1 nelze odvodit hodnotu p} (nejsme na hranici U ). Plati viak

P1(8) P2 (8) = tay (T () Uy (T (5)) = u (T (s))

viz zadani ulohy. Dosazenim s = 0 dostdvdme

pcl)p% =20 = (330)2 p(l) = % spojité prodlouzZend.
Reseni (5.1.9) lze tedy zapsat jako
71.(s) = 20 (¢ — 1) 2() = (w0)? pi(s) = e
x9 (s) = il (ef+1) p2 (s) = 2xpe’

2
Zvolme libovolné bod (x1,z2) € U. Pokud existuje 9 € R a s > 0 tak, Ze (x1,22) =
(z1(s),22(s)) = (220 (¢* — 1), 2 (e* 4+ 1)), je nutné
4xo9 — 21 s dzo + 11
10 = ——— >, =",
4 4ro — 11

Pro tato xg, s je

s Arg — x1 dwg + 21 \? (21 + 4a9)°
w(zy, mg) = u(x1 (), 22 (s)) = 2 (s) = (w0)? €2 :( 24 149;_3}1) :( ! T 2) )

Nyni je treba ovérit, zda se jednd o resSent.
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5.2 Homogenni linearni rovnice

Homogenni linedrni rovnice je tvaru

(5.2.1) 3(1‘) Du(z)+c(x)u(x)=0 nalU
tj.
ij (xla 71'77,)%"’_6(1'1’ 7xn)u:0
._ 8:6]‘
7=1
Nyni je N
F(p,z,x) = b (z) -p+c(a)- 2,
a tudiz

Charakteristické rovnice jsou proto

Piiklad. Resme okrajovou tlohu

ou ou

xla—xz—:@a—xl:u na U = {(z1,22) € R? | 1 >0, x5 > 0},
u=g na T = {(z1,22) ER? | 21 >0, 29 = 0}.
Rownice uvazované ilohy je tvaru (5.2.1) pro Z(x) = (—x9,21), c= —1.

Charakteristicky systém rovnic je

T = —x9
Th =1
2=z

Nalezneme teseni @ pro s = 0 prochdzi bodem (29,0) € T

S

(s) = (z1(8),22(5)) = (:c(l) cos s,z sin 3)

Podobne se vidi, Ze

z(s) =2 =u (a:?, 0) =g (x[l)) e’.
UkdzZeme, Ze jsme schopni se dostat pomoci trajektorii do celého U. Zvolme libovolné bod
(z1,22) €U. Pak3 2 > 03l s € (0, %) tak, Ze (w1, 22) = (21 (s), 22 (s)) = (2 coss,2)sinz).
Ocividné je

) = \/(21)* + (z2)?, s =arctg i—j
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Celkem
u(ml,:m) =u (:Ul (s) , T2 (5)) =z (S) =g (1'?) es = g ( (.%'1)2 + (1’2)2) earctg%'

Lze snadno ovérit, Ze jde o teseni zadaného problému, kdyz g € C* (Ry).

Pozndmka. Necht je ¢ = 0, potom je kazdd funkce u, kterd je feSenim (5.2.1), konstantni
podél charakteristik. Obréacené, rovnici (5.2.1) vyhovuje kazda funkce u tiidy C!, kterd je
konstantni podél vsech charakteristik. Necht (z1,z2) € U. ProtoZe podél 77, kterd prochdzi
bodem (z1,z2), je funkce u konstantni, tj.

et)=u(z1(t),22(t)) =u (scl (t),x? (t)) = konst

jeji derivace spliuje

Funkce u je proto resenim.

5.3 Kvazilinearni rovnice

Kvazilinearni rovnice prvniho fadu je tvaru

(5.3.1) 77)(:c,u(x)) Du(z)+c(z,u(z))=0 mnal,
tj.
& 0
bj (z1,22,...,2n,u) =— + c(z1,22,...,2p,u) =0 na U.
=) aa:j
Nyni je

F(p,z,a)=1b (z,2) -p+c(z,2),

a tedy
D,F (p,z,z) = b (x,2).

Charakteristické rovnice tedy jsou

Z(s)) =0 (Z(s),2(s))
5),2(s)) -

Znovu se charakteristické rovnice pro p neuplatni, a proto je cely charakteristicky sys-
tém (5.3.1) tvaru

2 (s)=b(

8|

(5.3.2) [355)]/ = b (T (s),2(s)),

7 (s) = —c(T(s),2(s)).
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Priklad. Najdeéte reseni okrajové ulohy

3851 (;9;2:“2 naU:{($1,$2)ER2’$2>O}’
v=g na T = {(z1,35) € R?* | 35 = 0}.

Rowvnice této tilohy je tvaru (5.3.1) pro F(m,u) = (1,1), c = —u?. Charakteristickyj systém je

=1
rh=1
Z/:Z2

Resend charakteristického systému, které pro s = 0 nabijvd hodnoty (xo, 0) €T je

z1(s) =2+
x2(s) =s

a ddle ﬁ—% =s. Je tedy

zZ(s

2 u (20,0 T
2(9) = 1 0) 1 —;Eu (:UO), 0) 1 —gigo(lﬂ)’ pokud sg(2°) # 1.

Opét testujeme, zda pokryjeme celé U. Zvolme proto (x1,x2) € U libovolné. Pak 3! 2° € R
3! s > 0 tak, Ze (z1,72) = (z0 + 8,8). Zrejmé s = x9, 1° = 11 — x9. Celkem

20 T —
u(zy,22) = u(21(s),22(s)) = 2(s) = 7 —gig ()xo) 1 —gaf(zgl(xl i)9€2)7

pokud 1 # xog (x1 — x2). Lze ovérit, Ze jde o Tesent, kdyz g € C* (R).

5.4 Naprimovani hranice a existence reseni

Znovu budeme uvazovat okrajovou ulohu

(5.4.1) F (Du,u,z) =0 na U,

u=g na I'.

Hledejme feseni rovnice (5.4.1), které by bylo definovano alespori na jisté nadmnoziné I' a na
I spliiovalo (5.4.2), pricemz F' € C*. Lze o¢ekavat, ze piislusné tivahy a vypocty budou jedno-
dussi, pokud mnozina I' bude ,jednoducha“, naptiklad ¢ast hyperroviny. Toho lze dosdhnout
alespon lokdlné v okoli zvoleného bodu 2 € I' € 9U vhodnou transformaci soufadnic za
(pro nas implicitnim) predpokladu, Ze v okoli bodu z° je hranice AU alespon tiidy C! (viz
podkapitola 1.6). Pfipomeiime, Ze se uvazuje transformace ®: R"~! x R — R”, kdy

yi = ®' (z) = x4, ic{l,...,n—1}

5.4.3
( ) yn = P" () = — v (21,...,Tn_1)
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a k ni inverzni transformace V. Zakladni problém je, jak se po transformaci (5.4.3) zméni
rovnice (5.4.1). Uvazme TeSeni u: U — R rovnice (5.4.1), ozna¢me V = & (U) a polozme

(5.4.4) v(y) =u(¥(y)), yev,
(5.4.5) u(z) =v(®(x)), zeU.
Derivovani (5.4.5) davéa

Du(z) = Dv (® (z)) - D® (x),
coz po dosazeni do (5.4.1) s uzitim (5.4.4) a (5.4.5) dava

0=F(Dv(y) D® (¥ (y)),v(y),¥(y)=G(Dv(y),v(y),y), yeV

Déle se pri této transformaci transformuje téz mnozina I". Ozna¢me
A=),
h(y) =g (¥(y)).
Celkem tloha (5.4.1), (5.4.2) pfesla na tlohu

G (Dv,v,y) =0 na V,
v=n~h na A.

Vzhledem k piedchozi iivaze lze bez ijmy na obecnosti predpokladat, ze pro kazdy bod 20 € T’
je v jeho okoli mnozina I' C U C R"™ hyperrovina lezici v R™ uréend rovnici z,, = 0. Vime,
ze je-li u € C? feSenim (5.4.1) na U, pak jeho hodnoty na systému kiivek 2’ lze ziskat
fesenim charakteristického systému, ktery je uzavieny vzhledem k p, z, . Nés zajima feseni u
definované v blizkosti 20 € I'. Protoze zndme u prostfednictvim charakteristického systému
a protoze mezi p,z, T existuji vztahy

z(s) = u (T (s)),

(5.4.6) 7 (s) = Du(Z(s)),

je otézka, zda je viibec mozné systém pocatecnich podminek realizovat (zda neni prazdny).
Ma platit
FO) =4 2(0)=4, F(O)=2"€Tl.

Soucasné
(5.4.7) L =u(Z0)=u (xo) =g (mo) .
Zbyva urcit p°. Z (5.4.6) plyne, Ze pro i € {1,2,...,n} plati, ze

P (s) = g, (T (5)) -

Navic z (5.4.2) a z tvaru I' = {=,, = 0} plyne, ze na okoli bodu z° je u (z1,...,7p_1,0) =
g (1, 2n_1) tj. v bodé 20 je uy, (2°) = gu; (2°) pro i € {1,2,...,n — 1}. To je pouze
n — 1 podminek pro n neznamych. Dalsi podminku lze ziskat z (5.4.1). Celkem n neznamgych
P’ = (p),...,p)) je uréeno n podminkami

P = Ya; <$0> proi€{1,2,...,n—1},
(5.4.8)



Postaveni podminek (5.4.7) a (5.4.8) je ruzné. Zatimco (5.4.7) zajistuje jednoznacnou existenci
20 danou funkei g z (5.4.2) a volbou 2°, vektor p°, ktery by byl fesenim (5.4.8), nemusi viibec
existovat, pifpadné (5.4.8) miize piipoustét vice feseni p°.

Definice. Podminky (5.4.7), (5.4.8) nazyvame podminkami kompatibility.
Kazdou trojici (po, 29, J:O) € R?"*1 kterd tyto podminky spliiuje, nazyvame pripustnou.

Pozndmka. Vedle toho, ze bod 2° € T' a ze na jistém okoli bodu 2 je I' ¢ast hyperroviny,
budeme déle piedpokléddat, ze (p°, 2%, 2°) je pifpustna.

Nebot nés zajima feseni u rovnice (5.4.1) na jistém okolf bodu 2% = (29,...,2%_,,0) € T,
musime umét stanovit pocatecni podminky systému
p0)=7(®),
(5.4.9) 2(0)=9(v),
7(0) =y

pro véechny body ¥ = (y1,...,%n_1,0) € I dostatecné blizké bodu x°. Protoze funkci g zndme,
je tfeba najit zobrazeni ¢ (z) = (q1 (z),...,qn (x)) tak, aby

(5.4.10) 7 (xo) =p"
a aby pro kazdé y € T blizké bodu 20 byly splnény podminky

¢ (Yy) =g (y)  proie{l,2,....,n—1},
F(q(y),9(y),y)=0.

Néstrojem k feSeni (5.4.10), (5.4.11) je véta o implicitni funkci. S ohledem na to, Ze trojice
(p°, 2%, 2Y) je ptipustnd, plati, ze F (p°, 2%, 2%) = 0. Druhy pfedpoklad véty o implicitni funkci
vyzaduje, aby platilo

(5.4.11)

(5.4.12) E,, (po,zo,xo) £ 0.

Definice. Kazd4 pifpustna trojice (p”,2°, 2°) se nazyva necharakteristickd, jestlize spliuje
podminku (5.4.12).

Véta. Necht (po,zo,xo) je necharakteristicka (pripustnd) trojice. Potom existuje jediné re-
seni q systému (5.4.10), (5.4.11), které je definované pro vsechna y € I' dostatecné blizkd V.

Pozndmka. V piipadé obecné hranice U je pro 2° € I podminka (5.4.12) tvaru
D,F (po, zo,mo) - (aco) # 0,

kde 7 (2°) je jednotkovy vektor vnéjsi normély k OU v bodé .

Predpoklddejme, Ze v okoli bodu 2% je I' = {z € R" | z, = 0} a ze (p°,2%2") je
necharakteristickd pifpustna trojice. Podle vyse uvedené véty 3 ¢ t.z. ¢ (z9) = p¥ a Ze
trojice (¢ (v), g (y),y) je piipustna Vy dostateéné blizka x°. Dale budeme pracovat pouze

N
q
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s prvky y € T' tj. s body ¥y = (y1,---,¥n-1,0) = (§,0), § € R*"L. Pro libovolny takovy bod
y = (7,0) existuje feseni poc¢atecni ulohy charakteristického systému a (5.4.9) jako

]_3)(8) :}—Q)(yvs) = ﬁ(gvs)v
z(s) = z(y,s) = 2(4,5),
Z(s) =7 (y,s) = Z (7, 5)

ox; ) - 0ij iE{l,...,n—l}
8yi(x’0>_{0 i=n

kde j € {1,2,...,n — 1}. Derivace funkce 7’ (¢, s) podle ,n-té proménné“ s lze uréit z cha-
rakteristického systému (5.1.9) jako

8714 (50’0) - % (~05> ls=0 = Fp, (po,zo,xo) , je{L,2,...,n}

ds 0s
Celkem
100 0 Fp (p°,2°2%)
10 ... Fy, (p°,2°,29)
det DZ (3;0,0) = det : : =F,, (po, zo,xo) # 0.
00 0 1 F,, , (22
000 0 F,, (p° 2% 2%

Véta o inverzni funkci k4, Ze rovnice
(5.4.13) x=T7(7,s)

ma alespon lokalni reseni
(5.4.14)

pro z z jistého okoli V bodu z° € R™.
Véta. Funkce u: V — R definovand vztahem
u(z)==z(g(x),s(x)), ze€V
kde V., i, s jsou z (5.4.13), (5.4.14), jsou tridy C? a resi okrajovou tlohu

F (Du(z),u(x),z) =0 xreVnu,
u(z) =g(z) zel'NnV.
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6 Metoda Fourierovy transformace

6.1 Konvoluce

Necht funkce f a g jsou méfitelné na R™. Konwvoluci téchto funkei nazyvame funkci f * g
definovanou jako

(Fr9)@ = [ fa=v-g)dy
pro vSechna z € R", pro kterd integral na pravé strané existuje.
Véta. Pokud vsechny uwvaZované integrdly existuji, pak plati
(a) fxg=g*f
(b) (f*g)xh=Ffx(gxh)

(c) je-lipro z € R™ zobrazeni T, translace, kterd priradi funkci f: R™ — R funkcit,f: R™ — R,
kde T.f (z) = f (x — 2), x € R", pak plati . (f x g) = (7.f) * g = f * (7.9)

(d) nosic¢ konvoluce f a g supp (f * g) C (supp f + supp g)
(nosic je uzdvér mnoziny, vné které se funkce nuluje)

Diikaz. (a) (f*9) (@)= Jgu f(x—=y)g(y) dy = [ f(2) g (x —2) dz = (g% f) (z)
(b)

(Frg)shl@) = [ powne-ydy=[ ([ FEg-2 )y -
= (/Rnf(Z)g(y—z)h(w—y) dZ) dy:/w </Rnf(2>g(y—2)h(x—y) dy) dz =

]Rn
_&=y—z| _ _ _
—’dg_ dy —/nf(Z)(/ng(E)h(fv—z—ﬁ) d&) dz = Rnf(Z)(g*h)(x—z) dz =
= [f*(g*h)](z).
(c)
72 (fx9)] (x) = (fxg) (v —2) = (zr—2-y)g(y) dy =

R?’L
= /n m=f (2 =) g (y) dy = [(m=f) * ] (z)
T (fxg) =1 (g% f) = (129) x [ = [ x (729)
(d) Predpokladejme, ze (f * g) (z) # 0 pro jisté x € R™ a sporem, ze = ¢ supp f + supp g, tj.
neni mozné psat x = y + z, kde y € supp f, z € supp g. Pro libovolné z € supp g je tedy

x —z ¢ supp f. Tudiz vzdy f (x — z) g (z) = 0. To je ovsem spor s tim, ze (f * g) (x) # 0.
O
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6.2 Aproximace hladkymi funkcemi

Necht U C R" je libovolna oteviena mnozina. Pro € > 0 polozme
U ={z €U |dist (z,0U) > €}.

Uvazujme funkci h: R — R definovanou jako

0 t<0
h(t) = s
t> 0.

o=

Lze ukézat, ze h € C™ (R"). Pomoci matematické indukee lze ukézat, ze h(™ (t) = P, (%) e_%,

t>0,n €N, kde P, je polynom stupné 2n. Odtud plyne h(™ (0) =0, n € N.

Funkce b (1 — |z?) = h (1 — |12 — ... — |zn|?) je ti{dy C°° na R™. Dokonce tato funkce pati
do t¥{dy C° (R"), protoZe pro |z| > 1 je h (1 — |z|*) = 0. Existuje pak konstanta ¢ > 0 ta-
kovd, Ze 1 = [ b (1 — |z[?) dz = Jpoyh(1— |z|?) dx. Z toho vyplyvd, ze funkce n: R™ — R

definovana vztahem )
c-elz?-1 |zl <1
n(@) = i
0 x| > 1

je nezaporna, n € C° (R") a je [gn 1 (x) dz = 1. Pro a > 0 déle polozme

1
Na () = —n (2) , xeR"

a’I’L

Z¥ejmé je nq nezdpornd, ng € CF° (R™), [pn Mo (x) dz =1 a navic 7, (z) > 0 & |z] < a.
Této funkci n, se 1iké reqularizacni funkce nebo také vyhlazovact jadro.

Uvazujme funkci f: U — R takovou, ze [; f (¢) do existuje. Potom pro libovolné € > 0
Ize na mnoziné U, definovat funkci

f€ = Me * f
tj. pro Va € U, klademe

F@= [ ne-nfd=[ @@=y d

B(0¢)
Funkce f€ se nazyva reqularizace funkce f a ma vlastnosti
1. fee C>(U,)
2. f¢— f pro e — 0 skoro vsude (na U, resp. U. — U pro € — 0)

3. jestlize f € C'(U), tj. je spojita, pak f¢ — f stejnomérné na kazdé kompaktni podmno-
ziné mnoziny U

4. jestlize f € LI(’ZOC) (U) pro p € [1,00), pak [ f*— fllz» (@) — 0proe—0

(loc)
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6.3 Fourierova transformace

V této podkapitole budeme uvazovat funkce nabyvajici komplexnich hodnot.

Definice. Pro funkci v € L' (R") definujeme jeji Fourierovu transformaci jako

\/7/ e Wy (z) dz, yeR"

a jeji inverzni Fourierovu transformaci jako

F

Pozndmka. Poznamenejme, ze tato definice je korektni, nebot

(6.3.1) Fu(y)

/ ey (x) do, yeR™

/ ety (z) |da < / lu(x)|de < oo.
R’ﬂ R’ﬂ

V teorii PDE potiebujeme, aby Fourierova transformace byla definovand na celém prostoru
L? (R™). Ovsem L? (R") netvoii podmnozinu L' (R"). Lze vsak ukézat, ze 4 € L? (R"), kdy#
u € LY (R")N L2 (R"). Navic zobrazenf F: L' NL?* — L% F: u — @ je izometrické (v L? (R™)
normeé), tj.
HUHLZ(R") = HaHLQ(R”)'

Toto izometrické zobrazeni lze s vyuzitim tplnosti L? (R™) rozsifit na izometrii L? (R™) na
L? (R™). Piislugné rozsifeni se také oznacuje za Fourierovu transformaci (na L? (R™)) respek-
tive se mluvi o Plancherelové transformaci.

Véta (Plancherelova). Necht u € L* (R") N L% (R™), potom 4, u € L* (R™) a plati

(6.3.2) @l 2(rmy = 110l L2mny = llullL2@n)-

Diikaz. Uvazme pouze U, tvrzeni pro @ se provede analogicky.
Necht f,g € L' (R"). Pro y € R" plati

MW/”

Odkud plyne

e f () d| < z) |dr = konst - || f||1(gn)-

ke

||l]/c\||Loo(]Rn) = inf{a;|f(z)| <« sv.z € R"} < konst - [ £l 21 mny < 00

tj. f,g € L (R™). Déle je

[ 5 @) de= @An/ne‘ixyf<x>g<y> drdy= [ Fw)e) dy
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Pro Ve > 0 dostavame

/n Gy) e W’ dy = /]R” g (z)e vl dx = T%)”

1 e
= / g (x) e~ 5 dz

2

(6.3.3) /n g (y) e~ qy = \/(;7 /n g (x) e~ 5 da.

Pro u € L' (R") N L? (R") polozme v (z) = (—), 7 € R", w = u x v
Lze ukézat, ze w € L' (R") N C (R"™). Pro y € R™ plati

W(y) =uxv(y) =(2r) 2 /nefixy/nu(z)v(x —2) dzdz =
= (2%)7% /n e ¥y (2) /n e @2y (1 — 2) dodz =B (y) /n e (z) dz =
=(2m)? @ (y) 0 (y)
B(y) = (2m) "% / e (—z) de = (2m) 2 / ey (—r) da = a(y)
Celkem .
W = (2m)2 |G

s vyuzitim spojitosti w ziskavame

. _n _ﬂ n
Tim_ (2€) z/nw(x)e = dr = w(0) - (2m)3
To spolu s (6.3.3) dava
[ oW dy=en?wo
Odtud
U 2dy = ! W =w = u(z)v(—2) dz =
it Py = <27r>"/” W dy=w©) = [ u@)v(-a)d
:/nu(x)ﬁ(ﬂs) dx:/R lu (2) [2 de
Tedy
||ﬁHL2(Rn) = ||UHL2(]R“)-
O

Plancherelova véta nam dava jiz zminénou moznost definovat Fourierovu transformaci na
celém L? (R™). Pro libovolnou funkci u € L? (R™) volme posloupnost {u;}3°; C L' (R™) N
L% (R") takovou, Ze u; — u pro i — oo v L? (R™). Vzhledem k (6.3.1) a (6.3.2) plati

~ o~ —_—
@i — il L2@ny = llui — wjll 2@ny = llui — gl L2rny.-
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To znamend, 7e posloupnost {@;}°, je cauchyovskd v L? (R"). ProtoZe je L?(R"™) tplny,
existuje limita posloupnosti {@;}:°;, kterou oznacme jako u. Je zfejmé, ze 4 nezavisi na
zvolené posloupnosti {u;}5°,, tj. zavedeni @ je korektni. Podobné lze zavést také a.

Véta. Pro libovolné funkee u,v € L? (R™) plati

/ w(z) o () de = / i (2) -0 () da.
Diikaz. Necht u,v € L? (R"), a € C. Pak plati
[|u + 06””%?(11@) = [|u + ad[ L2 ®n),

tj.
/ (u+ av) (7 + av) :/ (it + a) (@ + ad)
/ (lul? + av + aou + |av]?) = / (1> + av + ava + |ad]?)
n R
/ (o 4+ auv) = / (oﬁ@—i—@ﬁ%)

Zvolme o =1

2 Re(ﬂv):/ ﬁv—i—ﬁ:/ W0+ b = 2 Re(ﬁﬁ).

Rn n n Rn

Pro a =i pak podobné plati

2i [ Im(av) = Qi/

- Im (5@) .

n

Sec¢tenim a odectenim dvou identit a vydélenim dvéma dostdvame

u = uv
n R

Véta. Pro kazdsij multiindex o a funkci u € L? (R™) takové, Ze D%u € L? (R"), je

Dou(y) = (iy)* a(y) vL*R").

Diikaz. Vyuzije se toho, ze C° (R™) je hustd mnozina v L? (R"). Lze se omezit na funkci
u € C° (R™), pro kterou

Do (y) = (27) % / e D (2) da = (~1)°(2m) / D () u(x) dr = (i) @ ().
O

Véta. Pro u,v € L* (R") N L2 (R™) plati i+ v = (27)2 4o v L2 (R™).
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Diikaz. Plyne z dikazu Plancherelovy véty.
Véta. Pro kazdou funkciu € L* (R™) je u = (@) v L? (R").
Diikaz. Pro libovolné u,v € L? (R") je

/n t(z)v(z) de = /]Rn (271')7% /n ey (y) dyv (z) do =
= (2m)" 2 /n /n ey (y) v (x) dedy = /]R" u(y) ((QW)_Z /n ey (1) d:c) dy =

U(y) = (27r)_%/ ey (z) doe = (21) 72 /n ey (2) do =1 (y)
Proto je

/n(a)V(x).@(x) d:c:/ i (2)% () dxz/na(xﬁ(m) dxz/nu(x)@(x) dz

to jest

(@~ o) ey = [ (@~ uv=0

Rn
pro libovolné v € L? (R™). Jediny prvek L? (R™) ortogonalni ke viem ostatnim je nulovy prvek,
tj. (@) =u v L% (R"). O

Priklad. UvazZujme rovnici
—Au+u=f naR",

kde f € L? (R™) N C (R*) N L' (R™). Vime, Ze

D(0:0,:0,2,0,..0)q () = (i:ci)Q u(z)

a tudiz

Zadand rovnice prejde na

coz je algebraickd rovnice s resenim

o fla) [ Fw
u(r) = W’ u(r) = [1 (z).

Zkrdcené psdano

f )
L+ yl?

= (70| (e )= ()
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Zbyvd stanovit (ﬁ), coz lze ucinit kuprikladu pomoci teorie funkci komplexni promeénné

se ziskem
||

< : >v() 1 /Ooe_t o R"
_— xTr) = = , T E
1+ |y|? V27 Jo t2

Lze overit, Ze funkce

je Tesenim zadané rovnice.
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7 Laplaceova a Poissonova rovnice

Laplaceova rovnice je tvaru

(7.1) Au=0 naU

a rovnice Poissonova je tvaru

(7.2) —Au=f mnalU,

kdeuw: U CR" = R, f: U — R, U je oteviend mnozina. Tyto rovnice byvaji doplnény jednou
z podminek (nejéastéji pri ohranic¢enosti U) pro g: OU — R se uvazuje

(a) Dirichletova podminka

u(r)=g(x) =zedl,

(b) Neumannova podminka
0
8—%(1‘) =g(z) zedl.
Uvazujme komplexni funkci komplexni proménné f: U C C — C, kterd je holomorfni. S ohle-
dem na identifikaci C s R x R Ize pséat z € C jako z = z+iy a tedy f (z) = u(x,y) +iv(x,y),
kde u je redlna ¢ast, v imaginarni ¢ast f, pricemz u,v: U CR x R = R.
Plati

fletD2)—f(2) _

/ — 1
fe=lm =5
: u(z+Az,y+Ay) +iv(z+Az,y+ Ay)  u(z,y) +iv(z,y)
= lim - — - =
(Az,Ay)—(0,0) Az +iAy Az +iAy
(Az,Ay)—(0,0) Ax + iAy (Az,Ay)—(0,0) Ax +iAy

Protoze f’(z) existuje, existuji i obé dvojné limity a kone¢né existuji také ve smérem (Awx,0)
a (0,Ay), kdy

U(l’—}—AZL‘,y)—U(l',y) v(m—{—Am,y)—v(aj,y)_@u 8U

/ _ . . . e el
fz) = Jim, Az i fim, Au = or o
£(2) = lim U(x,y+4y) —u(z,y) 4 fim v(w7y+4y) —v(zy) [ Ou O

Ay—0 iAy Ay—0 iAy oy 0Oy

Porovnanim realnych a imagindrnich ¢asti dostavame tzv. Cauchyovy-Riemannovy podminky
(téz rovnice)

ou  Ov
or Oy’
ou v
oy Oz
Nebot ma f derivace vSech fadi, je Uz = Vyp = Vpy = —Uyy, Vyy = Ugzy = —Vze. TO zZnamena,
ze realnd i imaginarni ¢ast holomorfni funkce vyhovuje rovnici (7.1), tj.
0%u N 0%u 0 0%v n 0%v o
—+—=0=—+—=— nal.
ox2 0y ox?2  Oy?
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Definice. Funkce u € C? (U) spliujici Laplaceovu rovnici se nazyva harmonickd.

Ve skaldarnim piipadé n = 1 je feseni (7.1) trivialni. Pokud je U = (a,b) C R, pak kazda
harmonické funkce na U je tvaru u(zr) = axr + 3, kde o, 8 € R. Je-li U C R! libovolna
oteviend mnozina, potom lze U pravé jednim zptusobem vyjadrit jako sjednoceni nejvyse
spoCetné mnoha po dvou disjunktnich intervala U = %, (a4, b;), kde m € NU{oo}. Funkce u
je pak na kazdém intervalu (a;, b;) tvaru u (z) = a;x + f;. Pro n > 2 se situace komplikuje.
Je ziejmé, ze linearni funkce

(7.3) u(:nl,...,xn):a1x1+---+a":nn+z

je fesenim (7.1) na libovolném U. Nelze obecné dosdhnout toho, aby funkce (7.3) spliiovaly
predepsané okrajové podminky na OU. Rovnice (7.1) je linedrni. Proto mé smysl ,najit vy-
znacna feSeni“ a ostatni z nich ,sestavit“. Dulezitou roli hraje zjisténi, ze rovnice (7.1) je
invariantni vzhledem k rotaci. To je obsahem nésledujicitho lemmatu. Uvazujeme U = R".

Lemma. Je-li u € C? fedenim (7.1) a je-li R = (rij)gzl ortogondlni matice, potom funkce v
definovand jako

v(z) =u(Rx)
je resenim (7.1) také.

Dukaz.
n n
v(x1, .., Tn) =u Zrlja:j,...,Zrnjxj
j=1 j=1

a tedy plati

Z Tzka Z 8 rzkrjk
1,j=

8xk 8xk
Odtud
Av = Z Z Z Byidy; T = Z Z TRk =
amk k=14,j= 18 inj= laylay]
" 0%
- =2 A=
;1 ayzayg g = ; Ay}
0
Proto budeme hledat feSen{ (7.1) naU = R" ve tvaruu (x) = v (), kde r = |z| = /22 + - -+ + 22.

Plati: 88;- =% proi=1,...,n,tj. prox € R"\ {0} plati

2 2
. : 1 ,
Uy =0 (), g =" (1) <i> +' () ( - ‘””) ,

r r 73
L L x? n 1
Auzzumzrz: +U Z ) U//(T)+U/(T>(T—T>.
i=1 i=1
Dostavame tak ODE
-1
(7.4) V" (r) + ' (1) = 0,
T



kterou vyfesime. Polozme v’ (r) = z. Pak

z/—l—

—1
i z =0, z
T

r
wr+w=-n-1)w, —=-——
w

log|w| = —logr™ +logk, k>0

wzﬁ, k#0

Jako feseni (7.4) tak mame v’ (r) = sy pro jisté a. To znamend, Ze pro r > 0 je

blogr+c n=2
v(r) =4,

Definice. Funkce ®: R" \ {0} — R definovand vztahem

— L log || n =2,
(75) <I><x>={ e
n(n=2)a(n)  [z["=2 =

se nazyva fundamentdlni (elementdrni) reseni (7.1) na R™\ {0}.

Ziejmé zobrazeni z — ® (z — y) je fesenim (7.1) na R™\ {y} pro kazdé y € R".
Také funkce x +— @ (z — y) f (y) je feSenim rovnice (7.1).
Koneé¢né libovolnd linedrni kombinace tvaru Y ;v ® (x — ;) f (i) je TeSenim (7.1).

Véta. Necht f € C2 (R™). Funkce

—L (o) xTr — n =
u(z) = @(x—y)f(y)dy:{ 27r1f]R21g(‘ yl) f(y) dy 2,

f(y)
e n(n—2)a(n) f]R” ‘m_yzrn—2 dy n >3

je tridy C? na R™ a plati
—Au=f naR"

Definice. Objemovym primérem se rozumi

1
][B(a:,r) fly) dy = W /B(z,r) f(y) dy

a plosnym prameérem poté

1
. @S = / o] @05
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Uvazujme opét n =1, U = (a,b), Blz,r] =[x —r,x + 7] C (a,b) a u(zx) = ax + . Plati

1 [ztr 1 ay2 a+r
d = d = — | — —
]g(m)U(y) y=5 /OH ay+fdy = | ==+ By -
1 (a(z+7)? a(z—r7)?° 1
S ~ 2r | = — (2 28r) = - :
2r< 5 5 +20r 27'( azxr +20r) =ax + = u(z)

Podobné faB(xﬂ u(y) dS = u (x). Ukazeme si, ze tohle plati pro obecné n.

Véta. Necht u je harmonickd funkce na otevrené mnoziné U C R™. Potom je

w@=f  wway=f = uw)as

pro kazdou kouli B z,r] CU.

Diikaz. Necht Blz,r] C U pro jista r a pro né definujeme funkci

o (r) = ]{)BW) u) dSm) =f  ulatrz) dS(2)

9B(0,1)

Derivovanim dostavame

go'(r):][ Du(x—I—rz)-zdS(z):][ Du(y)y_de(y):
9B(0,1) 9B(z,r) r

ou r

_ 9y ds :7][ Au(y) dy =0
oB(er) OT (y) dS(y) Y . u(y) dy

To ovSem znamend, ze ¢ (1) je konstantni pro r > 0. Tudiz je
o (r) = lim o (r) = lim u(y) dS (y) = u (2).

r—0t r—0+ 8B(x7r)

Dokézali jsme, Ze u (z) = fyp(, ) v (y) dS(y). Déle plati

/B (x,r)“(y) dy = /0 ' ( /8 B(m)u(y) dS(y)> ds = /0 "na (n) " lu () ds = o (n) u () "
tj.

1
u(r) = W /B(:c,r) u(y) dy = Blor) u (y) dy.

Véta. Necht u € C? (U) spliuje na kazdé kouli B [x,r] C U podminku

w@ =f ) ds).

Potom je funkce u harmonickd na U.
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Diikaz. Predpokladejme sporem, Ze existuje z € U takové, ze Au (z) # 0. Protoze x € U,
existuje r > 0 dostatecné malé, aby B [z,r] C U a soucasné Au(y) # 0, y € Bz, r|. Bez
jmy na obecnosti predpokladejme, ze Au(y) > 0 Yy € B[z, r]. Pro funkci

p(r) = u(y) dS(y)
OB(z,r)

z predchoziho dikazu ziskavame

To je spor, nebot mame
u(z) = lim u(y) dS@) = ¢ (07) <) =f  uly) dS() =u (@)
r—0+ OB(z,r) 0B(x,s)
pro jisté s. O
Uvazme opét n =1 a U = (a,b). Kazda harmonicka funkce na U je tvaru u (z) = ax + 3.

Necht v € C? (U) N C(U). Ziejmé u nabyva svych extrémii na hranici U, tj.

I;lé%(u (x) = max u (x), Lré%lu (x) = min u (x)

(tzv. slaby princip mazima. Navic nabude-li u extrému na U, pak je konstantni (tzv. silny
princip mazima). Princip maxima tvrdi, ze predchozi plati také pro obecné harmonické funkce.

Véta. Necht U C R" je oteviend a ohranicend mnozina a funkce u € C?(U) N C(U) je
harmonickd na U. Pak plati

e Slaby princip maxima:

a = ma

o Silng princip maxima: je-li navic mnozina U souvisld, tak existence bodu xg € U splniu-
jiciho u (zo) = max g u (v) 2arucuje, Ze u je konstantni na U.

Dukaz. Nejprve dokazeme silny princip maxima. Necht U je souvisla a necht prislusné xg € U.
Ozna¢me M = u (z9) = max, i u (z). Pro r € (0,dist (x9,0U)) obdrzime, ze

M:u(aco):][ u(y) dy < M.

B(zo,r)

Ze spojitosti u plyne, ze w = M na B (xq, ), tj. £¢ je vnitini bod mnoziny
A={zeU|u(x)=M}.

Mnozina A je oteviend v U, soucasné je uzaviend v U, protoze U je souvisla, tak jedina

obojetnd mnozina v ni je ) a U, proto A = U. Tim jsme dokazali, ze u = M na U.

Nyni dokazeme slaby princip maxima. Zvolme souvislou komponentu X mnoziny U na jejimz
uzavéru nabyva u svého maxima. Znovu plati, Ze mnozina

B={ze€ X |u(z) =maxu(y)}

yeX
je 0 nebo X
B = (), pak maximum lezi na 90X C 9U,
B = X, pak u = max 5 u(y) a tvrzeni plyne z toho, Ze u € C(U). O
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Pozndmka. Pokud je U souvisld a u € C2(U) N C(U) je Yesen{ problému Au=0na U, u =g
na OU, kde g > 0, potom je funkce u kladna na celém U, kdyz je g kladné aspon nékde na 9U.

Véta. Necht U C R" je oteviend a ohranicend mnozina, g € C(0U), f € C(U). Pak existuje
nejuyse jedno veseni u € C*(U) N C(U) okrajové tlohy

—Au=f nal,
u=g¢9 nadU.

Diikaz. Necht existuji dvé riznd Teseni uy, us, pak funkce wy = uy — ue a wy = us — uy jsou
harmonické na U a nulové na OU. Dle principu maxima jsou tyto funkce wi,ws nekladné
na U. Odtud plyne, ze u; = ug na U. O

Pripomenme, ze pro n = 2 se harmonické funkce objevuji jako redlné a imaginarni ¢asti
holomorfnich funkeci.

Véta. Necht funkce u € C(U) spliuje podminku
u@) = uly)ds(y)
OB(z,r)
pro kazdou uzavrenou kouli B [z,r] C U. Potom je u € C*°(U).

Dikaz. Bud e > 0, 7. standardni regularizacni funkce. Proz € U, = {z € U | dist (x,0U) > €}
polozme u€ = 7 * u. Oznacme jako 1 funkci n pro n = 1. Potom pro = € U, dostavame

ug(fv):/Une(w—y)U(y) dy:;/{jn<x;y>uw) dy:;/B(x’e)nc;y)U(y) dy =
1

L[ ([, 0850) = et [1(2) -

0
~u@) [ ne) dy=u()

Tedy v = u® na U.. Z konvoluce plyne, ze u¢ € C*(Ue). Protoze ¢ > 0 bylo libovolné, je
u e C®(U). O

Véta. Necht funkce u je harmonickd na U. Potom pro kazdou uzavrenou kouli B [xg,r] C U
a kazdy multiindex o délky k plati

Ck
D% () | < 7/ u(z)|dz,
Do) < o [ )]

k

nt+l.,.k)"
(2 k) pro k € N.

kde co = =~ a ¢ = )

a(n)

Uvazujme ohrani¢enou harmonickou funkci u na R™, tj. necht |u (z) | < M pro jisté M > 0
a vsechna x € R". Pro libovolné r > 0 a bod xo dostavame

konst "
|Du (z9) | < T(:Srsl ‘/B( )]u(:c)]dxg TZH -konst -0  pro r — oo.
z0,r

Protoze zq byl libovolny bod, je Du =0 a u je konstantni na R™.
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Véta (Liouvilleova). Necht funkce u je harmonickd a ohranicend na R™, potom je u kon-
stantni.

Véta (O reprezentaci fesen{ Poissonovy rovnice). Necht f € C2(R™) a n > 3. Kazdé ohrani-

cené reseni (7.2) na R™ je tvaru

u(z) = O(x—y) f(y)dy+e, xeR"
Rn
kde c je konstanta.

Dikaz. Pron > 3 je ® tvaru

1 1
. 0
T nme et B 770
a tedy pro |z| — oo mame ® (z) — 0. Funkce
u(@)= [ ®(x-y)f(y) dy

]Rn

je tedy ohranic¢ené feseni (7.2). Je-li v (z) jiné ohranicené feseni tlohy (7.2), potom je funkce
w = u—v ohranicené feseni (7.1). Podle Liouvilleovy véty je funkce w konstantni. Tj. v = u+-c,
kde c € R. O

Pozndmka. Pro n = 2 predchozi véta neplati, protoze fundamentalni feseni neni ohrani¢ené
pro |z| — oo, vzdyt

1
®: x— ——log |z|.
27
Odhady derivaci harmonické funkce dale umoznuji dokazat
Véta. Kazdd funkce, kterd je harmonickd na U, je také analytickd na U.

Definice. Necht U C R" je libovolna oteviend mnozina a V je oteviend mnozina spliujici
V cV Cc U,V je kompaktni. Rikdme, ze V je kompaktné vnorend do U a piseme V CC U.

Protoze V je kompaktni, je dist (V,0U) = inf{dist (x,0U) | x € V} > 0. Z toho vyplyv4,
ze lze kazdou harmonickou funkci u na U vyjadfit na V pomoci priimérii stejného poloméru.
Pokud je funkce u kladnd, znamend to, Ze u nemtze byt v jistém bodé V ,piili§ velka®,
pokud neni ,velkd“ v kazdém bodé mnoziny V. Rikdme, ze kladnad harmonické funkce je
soumeritelnd. To je obsahem nasledujici véty.

Véta (Harnackova nerovnost). Necht V' je souvisld mnoZina v R"™ takovd, Ze V. CC U. Pak
existuje konstanta ¢ > 0 zdvisejici pouze na 'V s vlastnosti, zZe pro kazdou kladnou harmonickou
funkci u na U plati

1
supu (z) <c-inf u(z),tj. -u(y) <u(z)<culy) z,yeV.
zeV zeV C
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Diikaz. Polozme r = idist (V,0U). Je-li z,y € V, |x —y| < r, pak

1 1
ORI /. oy MO U2 e JRIGE S
1

B(y,r)
1 1
= T gy O €= g )

(n)rm

u(z) =

tj. 2"u (y) > u(x) > 2%u (y). Protoze V je souvisld kompaktni mnozina, lze ji pokryt uzavie-
nymi koulemi By,..., By o poloméru § takovymi, ze B; N Biy1 # 0,4 € {1,...,N —1}. To
znamend, ze pro vsechna x,y € V plati

1 N
) u) 2 u@) > (5) ul),

O

Hledejme déle Feseni rovnic (7.1), (7.2) splinujici Dirichletovu okrajovou podminku. Pied-

poklddejme, ze U je oteviend a ohraniend a U je t¥idy C'. Nasim cilem je ziskat formuli
feseni ulohy

—Au=f nalU,
u=g¢g nadU.
Necht u je libovolnd funkce z C?(U) a zvolime libovolné = € U. Necht € > 0 je tak malé, Ze

Bz,e] C U. Oznacme
V.=U\B[z.d.

Opét 7 znadi jednotkovy vektor vnéjsi norméaly k V.. Tret{ Greenova identita dava

/ u(y) Agy® (y — )= (y — z) Au(y) dy:/av U(y)g%(y—m)—@(y—x)%(y) dS(y).

7 vlastnosti fundamentalniho feseni ® plyne, ze

| u)2p® -2 dy=o.

€

Snadno muzeme spocitat, ze

-1 Yy—x
DO (y—xz) = . , Y Fx.
A Ok
Pro y € 0B (x,¢) je 7 = —Y==. Protoze g% =1 - D®, dostavame pro y € OB (z,€) rovnost
%(y—x)zm,atedy
[ w0 asw) = ——— [ uly)dse) s ule) proe—0
uy) = (y—= = u u(x o € .
9B(z.¢) Y om VY Y= ha (n) €1 JoB(z,e) Y Y P
Soucasné dostavame nasledujici odhady
/ 3(y—2) 2% (y) dS(y)| < max |@(2) Du(y) | dS(y) <
OB(x,€) Y on Y Y= z€0B(0,¢) OB(x,€) Y vr=
=konst - max | (x dS(y) =konst - max |®(z)|" 1 =0 ro € — 0.
£€dB(0,¢) [® @) 9B(0,¢) ) z€0B(0,¢) ()] P
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Pro € — 0 ziskdvame
16) )= [ [e-0) %) - ul) gz - 0] a5)— [ @ -2 dut) dy

pro véechna = € U a kazdou funkci v € C?(U). Nyni mame tlohu vyfesenu pro kombinaci
Dirichletovy a Neumannovy podminky. Abychom nemuseli uvazovat vyraz %, zavedeme tzv.
korekénd funkei ¢ = ¢ (y) pro x € U, kterd je feSenim problému
Ap* =0 na U,
©*=®(y—=x) nadl.

Dvojnasobné uziti Greenovy véty vede na

— [ ) Buy) dy - / D" () Duty) dy— [ S% )% () as(y) =
ou on
—— [ A e ay+ [ S @) as) - [ S5 w)e" ) ds) =

= [u (v) %%X (y) — @ (y— =) % (y)] dsS(y).

ou

Definice. Greenovou funkci pro mnozinu U rozumime funkci

Gzy) =2(y—2)—¢" (),
kdexz cU,yc U,z #y.
Vztahy (7.6) a (7.7) davaji (soucet)

(7.8) u(a:):—/aUu(y)gG( y) dS(y /nyAu()dy, zel,

kde se jiz ‘9% nevyskytuje. Je-li tak funkce u € C?(U) fesenim Dirichletova problému pro

Poissonovu rovnici, 1ze hodnoty Au na U a w na U v (7.8) nahradit funkcemi f, g. Tim jsme
dokazali nasledujici vétu.

Véta (Greenova). Necht funkce u € C%(U) je Tesenim
—Au=f mnal,
u=g9 nadU.

Pak plati

u(w)=—/aUg(y)gg(w,y) dS(y)+/UG(x,y)f(y) dy, Yaxel.

Konstrukce Greenovy funkce pro danou mnozinu U je ,netrividlni“. Dlezity pripad vznika
pro mnozinu U = R%} = {z = (x1,...,2,) € R" | £, > 0}. Tato mnozina neni ohranicena. Je
nutné primym vypoctem ovérit, ze ziskand formule opravdu déva feseni zadaného problému.
Zacneme u ® a odstranime jeho singularitu pomoci tzv. reflexe ptes hranici R} = {x, = 0}.
Reflexi bodu x = (x1,...,%n—1,T,) € RY rozumime bod = (x1,...,2p—1, —%y). Polozime-li

SOX (y):q)(y_f):(I)(yl_$17"'7yn—1_:Dn—l?yn"i_xn)’ l’GRi, y€M7 x;ﬁy,
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vidime, ze funkce ¢* nemd na R’} singularity a ze
Ap* (y) =A@ (y—2) =0 naR}.
Navic pro y € IR} je
P y)=2y-2)=20(y -2,
coz znamena, ze ¢* (x) je korekéni funkce, a tedy Greenova funkce je
G(x,y)z@(y—x)—@(y—f) xe}Ri?Z/EMax%y'

Odtud pro y € R’} plyne

oG - aG : 0P (y—x) 0P (y—17)
el D — - — —1) =
on (©,9) = DG (@y)- 7 Z 8% ' (9) [ OYn Oyn, } =1
_ {_ 1y, —z, 1 y,+ :En] _ 2z, 1
na(n)ly —z|  na(n)ly —z" a(n) |z —y[™

Je-li tak funkce u € C?*(R) feSenim tlohy
(7.9)

potom lze predpokladat, ze u lze vyjadrit jako

2z, 9(y) n
(7.10) u(@)= s /am ool dS) @KL

Tento vztah (7.10) se nazyva Poissonova formule pro poloprostor a funkce

2z, g (y)
K = R R™
($7y) na(n) |l‘—y|n T e + yea -

se nazyva Poissonovy jadrem. To, zda funkce u z (7.10) je FeSenim (7.9) je nutné ovérit.
Véta (Poissonova formule pro poloprostor). Necht g € C*(R*™1) N L>®(R"1) a u je defino-
vdno v (7.10). Pak

1. u € C®(R%) N L*(RY)

2. Au=0 na R}

3. limz—zo u (v) = g (20), xo € ORY
z€RY

Pozndmka. Dalsi dulezitou mnozinou je U = B (0,1). Také nyni se da vyuzit reflexe, kdy
libovolnému bodu = € B0, 1]\ {0} je pfifazen dudlni bod T pomoci zobrazeni « — 7 = TR
Lze ukazat, ze

G(z,y) =0 (y—z)— (2| (y — 1))
a ze Poissonova formule pak je

— |z|?
w@ = [ I,

na(n) Josa) [ —yl"
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pii¢emz za vhodnych predpokladii (g € C1) jde o feseni okrajového problému

Au=0 mna B(0,1),
u=g mnadB(0,1).

Na zavér jesté jednou uvazujme otevienou a ohranic¢enou mnozinu U s hranici tiidy C!
a okrajovy problém

—Au=f nalU,

7.11
( ) u=g¢g nadU

spolu s jeho tzv. energetickym funkciondlem

Tl = [ (51DuP - ),

kde funkce w prislusi pripustné mnoziné
Y ={w e C*{U) | w = g na oU}.
Véta (Dirichlettv princip). Je-li u € C*(U) resenim (7.11), potom je

(7.12) Iu] = ul}IElf;/I [w] .

Jestlize u € Y spliuje (7.12), potom je u FeSenim (7.11).
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8 Rovnice vedeni tepla

je tvaru

(8.1) up — Au =0,

respektive nehomogenni rovnice vedeni tepla je tvaru

(8.2) uy — Au = f,

pficemz t > 0, x € U pro otevienou mnozinu U C R™, u: U x [0,00) = R je neznamé funkce
a Laplaceiuv operator se uvazuje pouze vzhledem k z = (z1,...,2y), tedy Au = Ayu =

Yo Uz, [ U x (0,00) — R je zndmé funkce (Casto se uvazuje f € C(U x [0,00))).

Je-li funkce v = wu (z,t) feSenim rovnice (8.1), pak pro libovolné pevné X je také funkce
u (Az, A*t) feSenim (8.1). Uvazujme proto

1
U<x>, rzeR™ t>0,
te” \tP

kdy kromé funkce v: R®™ — R je treba urcit také hodnoty konstant «, 3 € R. Dosaze-
nim (8.3) do (8.1) s pouzitim

1 T Tn,
U(xgt) = tEU <tﬁ,...7tﬁ>7
- T 15} T
u (z,t) = jat1? <tﬂ> ta+6+1$DU <tﬂ>
1 x .
U, (x’t):taT,BU%' (tﬂ) 1=1,...,n,
1 z )
Ug,z; (T,1) = W”wixi (tﬁ) 1=1,...,n,

x
Zuxlx" = ta+25A <'L‘ﬁ)

(8.3) u(z,t) =

ziskavame

 4—(a+1) a+1 (a+28) _
a-t v(tﬁ>+ﬁt Dv <tﬁ>+t Av (tﬁ)_o.

Polozme y = J5 a nésledné § = %, tim obdrzime

(8.4) av (y) + %yDv (y) +Av(y) =0.

Hledejme radialné symetrickd feSeni vzhledem k prostorovym proménnym, tj. predpokla-
dejme, 7e v (y) = w (|y|) pro w: R — R. Potom (8.4) prejde do tvaru

1 -1
aw + §rwl +w” + Lw/ =0,
T

41



1
= r —
(r) + .
Zvolme a = 5
1 -1
P+ w4+ =0
2 2 r
1
grnflw + ir"w’ + " " 4 (n—1)r" 2w =0
n—1, 1\’ 1 n, \ _
(r w) +2(r w) =0
a tudiz
n—1, 1/ 1 n
oW + 57" w=a
pro jisté a € R. Volme a = 0, coz vede na
, 1
w = ——rw
2
Obecné feseni této diferencialni rovnice je
702
w(r)=>b-e %, beR

Celkem dostdvame

1 n n n |z|2
u(x,t) = ¥ (;) =t 2v (xt_%> =t 2w (\m\t_%) =bt"2e At .

Lze ovérit, ze tato funkce je FeSenim rovnice (8.1) pro kazdé b € R.

Definice. Funkce ®: (R"” x R) \ {(0,0)} — R definovana vztahem

||

1 e n
O(a,t) =4 aeFe T TERL IS0
0 reR™ t<0, (x,t) # (0,0)

se nazyva fundamentdlni reseni rovnice vedeni tepla (téz Greenova funkce, Gaussovo- Weierstrassovo
jadro).
Poznamka. e Casto se zapisuje ® (z,t) = ® (|z],t).

e Pro kazdé t > 0 je [gn @ (2,t) dz = 1, nebot

1 —lz 1 1 n 0
/ O (z,t) de = = / et de=—r [ e dz=— H/ e~ dz; = 1.
n n oo

(4mt)2 w2 JR" T2 =1
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Nyni uvazujme situaci, kdy prostorovd proménns je z R”. Ulohy, kde jako podminka
vystupuje to, Ze feSeni nabyva v ¢ase t = 0 predepsané hodnoty ¢ (x) pro x € R", se nazyva
pocdtecni.

Uvazujme tedy homogenni poc¢atecni problém
up—Au=0 naR" x (0,00),

(8:5) u=g naR"x {t=0}.

Resenim rovnice vedeni tepla je ® az na singularitu v pocatku (0,0). Z tvaru ® je vidét, Ze
pro libovolné pevné y € R™ je také vyraz ® (r — y,t) feSenim az na singularitu v (y,0).

Véta. Necht g € C(R™) N L>®(R™) a funkce u je definovina jako

(5.) we)= [ ow-ynswd= o [ o w

pro xz € R™, t > 0. Pak plati
1. ue C®[R" x (0,00))
2. u (z,t) — Au(z,t) =0 na R™ x (0, 00)

8. im g 4y (z,0+) U (2,1) = g (z0) pro z9 € R"

||

Dikaz. 1. Plyne z toho, Ze y (z,t) = ti%e_f je na R™ x [§, 00) t¥idy C'* pro kazdé 6 > 0.
Vsechny derivace jsou integrovatelné na R™.

2. Vzhledem k 1 je

u (2,t) —Au(@t)= [ @(z—y,)g@)dy— | Ax®(r-yt)g(y) dy=

=/ (@ - Aw®) gdy =0

3. Zvolme libovolné (ale pevné) xg € R™, € > 0. Nebot g € C'(R"), existuje 6 > 0 takové,
ze Ve € R": |v —xo| < 0 = |g(z) — g (x0) | < e. Odhadujeme

(o) =g ()] = | [ dgdy—glan) [ | <

<[ @@-y0ley) - gl ldy+ @ (2~ 3,8)lg (v) — 9 (x0) | dy
B(0,8) R™\ B(zo0,0)

11 I2
Plati I1 < € [gn ® = €. Protoze g € L>(R"), je

1 o —y|?
L < 2\\9\\Lm/ Ody < C e ay =1
R7\ B(z,6) t2 JRn\B(z0,0)

pro jisté C' € R. Proy € R™\ B (z¢,9), x € R" t.z. |t — x| < gje |z —y| > %|y—x0| > g.

C oo r2 D (e’ 2
Is < T/ / e 4 dS(Q) dr < T/ e~ dr
t2 Jg dB(0,r) 15 Js

2
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pro jisté D > 0. OvSem
1 [o¢] r2 1
lim —n/ e awr" i dr=0
t—0t t2 J2
tj. pro x € R™ splnujici |z — x| < % a t > 0 dostatecné malé je |u(x,t) — g (xo)| < 2e.
O

Poznamka. Je-li funkce g ohranicend, spojitd, nezapornd a g #Z 0, pak funkce u definovand
v (8.6) je kladna Va € R™, t > 0.

Uvazujme nehomogenni problém

—Au=f mnaR"x(0,00),

(87) uw=0 na R™ x {tIO}

Zobrazeni
(z,t) = @ (z —y,t —s)

je TeSeni rovnice (8.1) pro y € R, 0 < s < t. Volme s pevné. Pak je pro jistd f funkce

U(ﬂj‘7t,8): @(x—y,t—s)f(y,s) dy
Rn
feseni jednoparametrického systému
up (—,8) —Au(—,s) =0 na R" x (s,00),

(8.8) u(—,s)=f(-s) naR"x{t=s}

To je pocatecni problém, kdy ¢t = 0 je nahrazeno obecnym okamzikem ¢ = s. V ODE je znama
metoda variace konstant umoznujici pomoci obecného feseni homogenni maticové rovnice
x' = A (t) x ziskat TeSeni rovnice y' = A (t) y+ b (t). Tato metoda je specidlnim piipadem tzv.
Duhamelova principu.
Duhameltuv princip tvrdi, ze feseni u (—) problému (8.7) lze ziskat integraci feseni u (—,s)
problému (8.8) pres s.

Véta. Necht f € C21(R" x [0,00)), kde C>Y(U) = {f: U = R | f,D.f,D%f, f; € C(U)} je
funkce s kompaktnim nosicem, tj. f € CZHR™ x [0,00)). Definujme

u(z,t) = /t (x,t,5) ds—// O (x—y,t—s)f(y,s) dyds =

t 1 e
O (y,s) f(x—y,t—s ddeZ/ 7,1/ e 4= S)f y,s) dyds
/ R" A ) 0 [4m (t —s)]2 /R (v 5)

x € R", t > 0. Pak plati
1. u € C*Y(R" x (0,00))
2. ug (x,t) — Au(x,t) = f(z,t) proz € R", t >0

8. lim g ) (z0,01) u (2,t) = 0 pro zg € R"
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Kombinace vyse uvedenych dvou vét nam dava reseni problému

ur—Au=f naR" x(0,00),

8.9
(8.9) u=yg naR"x{t=0},

kde g € C(R") N L=(R") a f € C2H(R™ x [0, 00)).

Reseni (8.9) ziskdvame ve tvaru

t
u@t)= [ @@-y0gw) dy+ [ [ @@—yt-5/ 9 dyds

Nyni se budeme zabyvat situacemi, kdy je obor, na kterém uvazujeme feseni, omezen.
Mluvi se o pocatecni a okrajové tuloze.

Definice. Necht U C R"” je oteviena a ohrani¢end mnozina a necht T° > 0. Parabolickym
vdlcem oznacujeme mnozinu

Ur=U x (0,T]

a déale klademe o
'y =Up\ Up.

Pri zkoumani Laplaceovy rovnice jsme zjistili, Ze harmonické funkce splnuji podminky
povrchového a objemového prumeéru. Pokud se pokusime o to stejné v pripadé feseni rovnice
vedeni tepla, zjistime, ze formule, ve kterych by se integrovalo pres sféru ¢i kouli, neplati.

Definice. Pro pevné x € R™, t € R, r > 0 polozme
1
E(l’,t,?") = {(y,S) € R™ x (—OO,t) ‘ @(x—y,t—s) > Tin}

Véta. Necht u € C*1(Ur) je resenim rovnice (8.1). Pak plati

1 |z —yl?
8.10 u(x,t) = // u(y, s dyds
(8.10) (1) = g E(a,t.r) @) fr—gp ¥

pro libovolné E (x,t,r) C Ur.

Pozndmka. VSimnéme si, ze prava strana (8.10) vyzaduje znét hodnoty u (y,s) pouze pro
s <t.

Piiklad. Resme pocdtecnd ulohu

ug—Au=0 naR" x (0,00),
u=g naR"x{t=0}.

Fourierova transformace aplikovand vzhledem k prostorovym promeénngm vede na

U+ y)’i=0 prot >0,

o~

u=g prot=0.
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To lze pro kaZdé pevné y resit se ziskem

—~ —yl2¢~
Uy t) = e Mg (y)

plati tak
U = #g x F
(2m)"
kde I (y) = ety Tedy
1 ; 2 1 |z|?
F(z)= (e_t‘y|2)v(x) = 7/ elry—tlyl dy = e
J@n)r Sz (2t)3
To jiz ddvad
1 oyl
u(w,t) = (4t)"/ 6_‘ 45” g(y) dy
T

pro x € R™, t > 0.
Véta. Necht funkce u € C%1(Ur) N C(Ur) je resenim rovnice (8.1) na Ur.
1. Plati

max u = max u
Ur Ip

2. Je-li navic mnozina U souwvisld a ezistuje-li bod (xg,tg) € Ur takovy, Ze

U (IZ’O, t()) = maxu,
Ur

pak je u konstantni na Uy, .
Pozndmka. e Prvni ¢ast véty se nazyva princip mazima a druha ¢ast silng princip mazima
e Analogické tvrzeni plati, pokud se maximum nahradi za minimum na vsech mistech.

e Pokud feSeni u nabude svého maxima (¢i minima) v néjakém vnitinim bodé (zo,tp),
potom bude funkce u konstantni ve vSech bodech (z,t) souvislé komponenty obsahujici
bod (zg, tp), kde t < tg. To je v souladu s fyzikalni interpretaci.

Diikaz. Uvazujme ¢ast 2. Necht existuje (zo,t0) € Ur takové, ze

M = u(z9,tp) = maxu.
Ur

Protoze Ur = U x (0,T], kde U je oteviend, tak pro vSechna dostatecné mald r > 0 bude
E (xg,tg,r) C Up. Podle vlastnosti pruméru tak bude platit

P 02
M = u(zp,tg) = // ‘ %o — | dyd3<M // \930 y 5 dyds =M
0—5) 0_3

E(zo,to,r) E(xo,to,r)

Kdyby existoval bod (y, s) € E (o, to, ) takovy, ze u (y,s) < M, tak by vzhledem ke spojitosti
u platilo M = wu (xg,t0) < M, coz neni mozné. Musi tedy byt w = M na celém E (xo, to, 7).
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Ozna¢me jako V' C U mnozinu vSech bodu x € U pro které existuje {zg,...,xm =2} CU
posloupnost takova, ze usecka spojujici body x;—1z; lezi celda v U pro i € {1,...,m}. Ziejmé
je V neprazdnd. Necht je {yi}32, C V s vlastnosti, ze y, — y € U pro k — oco. Nebot je U
oteviend, existuje s > 0 tak malé, ze B (y,s) C U. Zvlasté tsecka spojujici body y,yr pro
dost velké k lezi v U. Mnozina V je uzaviena v U, zfejmé je také oteviena v U. Souvislost U
tak dava U = V.

Zvolme libovolné bod (x,t), kde z € U, 0 < t < tg. Vzhledem k vyse dokdzanému, existuje
kone¢nd posloupnost bodu {zg,...,z, = x} C U takovd, ze vSechny tsecky v R" spojujici
body z;_1x;leziv U proi=1,...,m.

Zvolme Gasy tg >ty > - -+ > t,,, = t. Potom tisecky L; C R"*! spojujici body (z;_1,t_1) , (i, )
lezi v Uy, pro i € {1,...,m}. Polozme

1 =inf{s > t1 |u(z,t) = MV (z,t) € L1, s <t <tp}.

Protoze funkce u je spojita, nabyva na L; svého minima. Predpoklddejme, ze 7 > ¢, pak
u(&1,7) = M, kde (&1, 1) € Ly. To podle vySe uvedeného znamend, ze u = M na E (&1, 71,7)
pro vSechna dostatecné mald r > 0. Ovsem E ({1, 71, r) obsahuje body (Z,t) € Ly, kdy ¢ < 7.
To je spor. Nutné tedy 7 =t; au= M na L.

Opakovanim této uvahy pro koneéné mnoho tsecek L; zjistime, ze u (x,t) = M. Bod (z,t)
byl libovolny, u spojité na Ur. Celkem je tedy w = M na Uy, .

Prvni ¢ast plyne z dokdzané druhé ¢asti. Staci uvazit souvislou komponentu mnoziny U.

O
Véta. Eristuje nejugse jedno veseni u € C%1(Ur) N C(Ur) pocdtecni okrajové ilohy
u—Au=f naUp,
u=g nal7.
Diikaz. Sporem. Necht ui,us jsou dvé ruznd feseni uvazované ulohy. Potom funkce uio =
U] — U & Ug] = Uy — U1 jsou reSenimi tlohy
u — Au =0 mna Up,
u=0 mnal7p.
Podle principu maxima je uio < 0, ug; < 0 na Up, coz znamena, ze u; = us. O

Véta. Necht U je souvisld ohranicend a oteviend mmoZina a funkce u € C*1(Ur) NC(Ur) je
resenim ulohy
u—Au=0 na Up,
u=0 nadU x[0,T],
u=g naUx{t=0},

kde funkce g je mezapornd. Je-li funkce g kladnd nékde na U, pak je u kladnd na Up.

Pozndmka. Predchozi véta se v literature oznacuje jako sireni tepla nekonecnou rychlosti.
Uz umime dokazat jednoznacnost feseni pocatecni-okrajové tilohy na omezené mnoziné. Nyni
ji chceme dokazat pro U = R™ tj. v ptfipadé pocatecni tlohy. Protoze je nyni zkoumand
mnozina neomezena, je tieba uvazovat dalsi podminky, které by omezovaly chovani reseni.
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Véta. Necht u € C*H(R"™ x (0,T]) N C(R™ x [0,T]) je fesenim pocdtecni tilohy
u—Au=0 naR" x (0,7,
u=g naR"x{t=0}
a splnuje tzv. odhad ristu, tj. existuji ¢isla a, A > 0 t.2.
lu(z,t) | < Ae*l*P vz e R™, t €0, T].
Potom je
sup u =supg.
R"x[0,T R
Véta. Eristuje nejvjse jedno reseni u € C*H(R™ x (0,T]) N C(R™ x [0,T)) pocdtecni ilohy
uy — Au = na R™ x (0,7,
o) t / (0,7]
u=g naR"x{t=0}
splnujict nerovnost
(812) ’u (w, t) ‘ < Aea'|x|2
Ve e R", t € [0,T] a jisté konstanty A,a > 0.

Dikaz. Necht existuji dvé ruzné feSeni g, ug tlohy (8.11) splnujici (8.12). Znovu uvazujme
funkce u1s = uy — us a ug; = us — uy. Tyto funkce jsou resenimi tlohy

ug—Au=0 naR" x (0,7,
u=0 mnaR"x{t=0}

a splnuji (8.12) pro jisté konstanty. Podle principu maxima pro pocéateéni tlohu jsou funkce
uy — ug a ug — uy nekladné na R™ x [0, T]. Tedy u; = ug na R™ x [0, 7], coz je spor. O

Pozndmka. e Lze dokézat, zZe uloha

ug—Au=0 naR" x (0,77,
u=0 mnaR"x{t=0}

méa nekonecné mnoho feSeni a ze pravé s vyjimkou nulového feSeni vSechna tato feseni
rostou a klesaji velice rychle.

e Jediné feseni, které se fyzikalné interpretuje je pravé tol nulové. Podminka ,nejvyse
exponencialniho rastu® je tedy vynucena moznymi i znamymi aplikacemi.

e Rovnice vedeni tepla ma mnoho charakteristickych vlastnosti, které nelze uspokojivé
vnimat v aplikacich. Zakladni vlastnosti rovnice vedeni tepla je vSak jeji schopnost
,vyhlazovani poruch“. To je popsano v néasledujici véte.

Véta. Necht funkce u € C*Y(Ur) je vesenim (8.1), potom u € C(Ur).

Nadale budeme predpokléddat, ze U je otevienda, ohrani¢end mnozina v R", jeji hranice je
tifidy C! a Ze je pevné dan tzv. termindlni ¢as T > 0.
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Véta. Pocdtecni okrajovd dloha

—Au=f naUrp,

u=g nal7r
md nejvijse jedno reseni u € C*Y(Ur).

Diikaz. Necht w1, ug jsou dvé fefeni zadané tlohy, ktera jsou tifdy C%!'(Ur). Funkce w =
u1 — ug Tesi tlohu

—Aw=0 naUp,

w=0 mnal7p.

Pro t € [0,T] definujme funkci

Prot e (0,T) je

:/UZw(x,t)wt(x,t) da::2/w(a:,t)Aw(x,t) dz =

=2 8wwdS—Z/Dw Dwdx——2/ | Dw|? dz < 0.
ou O

Podle definice funkce e tak je 0 < e(t) <e(0) =0, t € (0,7]. To ovSem déva w = 0 na Uy,
tj. u1 = ua. L]

Déle se vénujme tzv. problému zpétné jednoznacnosti, ktery je obsahem néasledujici véty.
Véta. Necht funkce u € C?(Ur) je tesenim tlohy

—Au=f naUr,
u=g nadUx]0,T].

Necht funkce @ € C?(Ur) je Tesenim tlohy

—Au=f naUrp,
u=g¢g nadUx][0,T].

Jestlize u (x,T) = u(z,T), x € U, potom uw=u na Up.

Dikaz. Polozme w = u — u a definujme funkei e: (0,7] — R jako

e(t) :/ w? (z,t) dz.
U
Stejné jako v diukazu predchozi véty lze ukazat, ze
¢ (t) = —2/ \Dw|? dz.
U

Déle pro t € (0,T) je

U ou 0T U
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Proto pro t € (0,7) je

[e’(t)]2—4(/U|Dw\2da;)2—4< - g:wdS /wAwdw) —4(/ wAwdx)2§
/w d:z( / (Aw)? d:c)ze(t)'e"(t).

Pficemz jsme pouzili Holderovu (Cauchy-Schwarzovu) nerovnost

‘/Mf(x)g(x) dz S/M|f(55)9(:£)|dﬂcS (/Mf2(:v) dm)é </Mg2(l‘) d$>%’

pficem# f,g jsou spojité a integrovatelné na M. Zopakujme, ze [¢ ()] < e(t) - €” (t) pro

€ (0, 7). Kdyby bylo e (t) = 0 pro t € (0,7], pak by w = u — u = 0 a dikaz by tim byl
hotov. Pfredpoklddejme proto, ze existuje subinterval [t1,t2] € (0,7] t.z. e(t) > 0 na [t1,t2)
a e (t2) = 0. Definujme funkei F': [t1,12) — R jako

F(t) =loge(t).

Plati
/ Y 1
F (t) =€ (t) % te (t17t2)7
17 2
F//(t): € ( )e(etg)(t)( ) (t) ZO te(tl,tQ)-

To znamend, Ze na intervalu (t1,t2) je F' konvexni, a tudiz je
F(Ql—7)ti+7t3) <(1—=7)F(t1)+7F (ts) 7€ (0,1), t3 € (t1,t2).
Dale ziskdvame
e((1=7)t+7t3) <[e(t)] 7 [e(ta)]”, 7€ (0,1), ts € (t1,12).

Vyuzitim spojitosti funkce e (stejnomérné spojitosti w na kompaktni mnoziné) mame

e((1 =)ty +7ta) <[e ()] " -[e(t2)]”, 7€ (0,1).
To je ale spor

O<e((l—7)ti+7t) <[e(t)]" 7-0=0 7€(0,1).

Tedy e (t) = 0 pro t € [t1,t2]. Dikaz je timto hotov. O
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9 Vlnova rovnice

Budeme analyzovat vlnovou rovnici

(9.1) uy — Au =10
a prislusnou nehomogenni rovnici

(9.2) uy — Au = f,

kde x € U C R" pro otevienou mnozinu U, t > 0, funkce f: U x(0,00) — R je zndmé (¢asto se
v literatuie uvadi f: U x [0, 00) — R). Cilem je stanovit neznamou funkei u: U x [0,00) — R,
kterd vyhovuje jejim pocatecnim a okrajovym podminkam.

Zdtraznéme, ze Au = > " Up,z, = 2 i %. Ze zjisténi vlastnosti feseni Laplaceovy rov-
nice a rovnice vedeni tepla se Ize domnivat, 7e Laplacetuv operator A zajistuje jisté vlastnosti
feSeni (predevsim feseni Laplaceovy rovnice a rovnice vedeni tepla jsou t¥idy C°°). To neni
pravda.

Cesta, jak lze ziskat feseni n-dimenzionalni vinové rovnice, vede ptes pouziti tzv. D’Alembertova
vzoree, ktery Fesi jednodimenzionalni rovnice (9.1),(9.2), a metodou sférickych pramért, ktera
umoznuje nalézt feseni pro n > 1. Uvazujme proto pocatecni tilohu

U — Uz =0 mna R x (0,00),

(9.3) u=g¢ mnaRx{t=0},
u=h mnaRx{t=0},

kde funkce g, h jsou znamy. Cilem je vyjadiit v pomoci g a h.

Predpokladejme, ze uvazované funkce jsou dostatecné hladké. Vsimnéme si, ze vlnovou rov-
nici (9.3) lze zapsat v nasledujicim tvaru

0 0 0 0
(94) (at+(%.> <at—ax>U—utt—um—O naRX(O,oo)
Oznacime-li
0 0
. f— R >
(9.5) v (@,t) (815 8x)u(m,t), TER, >0,

muzeme (9.4) prepsat jako
v (z,t) +vg (z,6) =0 xz€R, t>0,
coz je vSak transportni rovnice z 2. kapitoly (kdy je b = (1)). Jeji feseni umime stanovit jako
v(z,t)=a(x—1t), xze€R, t>0,
pficemz a (z) = v (z,0). Dosazenim do (9.5) ziskdvame
u (z,t) —ug (x,t) =a(x—t) zeR, t>0,

coz je nehomogenni transportni rovnice pro b = (—1), f (z,t) = a(z —1t), z € R, t > 0. Jeji
feseni také zname jako

t 1 jatt
(9.6) w (@) :/ a(z+(t—5)—s)ds+b(z+1t) = 5/ a(y) dy +b(x + 1)
0 T

—1
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prox € Rat > 0kdeb(z) =u(x,0). Uvédomme si, ze funkce a,b zavisi na funkci u pouze
v case t = 0. Mtizeme tak vyuzit pocateénich podminek se ziskem

b(x) =u(xz,0)=g(zx) r € R,
a(x)=v(z,0) = u (2,0) —ug (z,0) = h(z) — ¢ (z) z € R.

Névratem k (9.6) mame

1 x+t
u(ac,t):if_th(y)—g/(y)dy—i—g(x—i—t) reR, t>0.

To jest

1 x+t
(9.7) u(;r,t)zi[g(a:+t)—|—g(x—t)]+f/x hiy)dy z€R, t>0.

Vzorec (9.7) se nazyva D’Alembertova formule. Tento vzorec jsme vSak odvodili za predpo-
kladu, ze u je dostatecné hladké feseni (9.3). Je proto nutné ovéfit, ze formule (9.7) udava
feseni (9.3).

Véta. Necht g € C*(R), h € CL(R) a funkce u je definovdna v (9.7). Potom
1. u € C*(R x (0,00)),

2. Uy — ugy =0 na R x (0,00),

3. hm(x,t)—)(:vo,OJf) U ([B, t) =g (.%'0),
M (g 4)—s (zg,0+) Ut (¥, ) = h (z0) pro vSechna xo € R.

Diikaz. 1. Lze dokéazat trividlné

2. Postupné derivujme

w(e,t) = 3 [ @4 1) g (2= 0] + 3 [h (o +6)+ hia— 1)
utt(aj,t):%[g"(a:+t)+g"(a:—t)] +%[h’(:c+t)—h’(x—t)]
ux(a:,t):%[g/(x+t)+g’(x—t)}+%[h(x+t)—h(x—t)}
e (1) = £ o (@4 1) 49" (2= 0] 45 W (2 +0) — (2 — 1)

3. Lze dokazat trividlné

O]

Poznamka. Kdyz uvdzime vypocty v predchozim dikazu, nabizi se pro libovolné funkce F, G €
C?%(R) polozit

(9.8) u(z,t)=F(x+1t)+G(xz—1) zeR, t>0,

kdy dostavame
u (z,t) = F' (z+t) = G (x — ) Uy (z,t) = F (. +t) + G' (z — )
ug (2,t) = F" (x +1) + G" (v — 1) Ugy (7,8) = F" (x +t) + G (z — t)

pro z € R, t > 0. To znamen4, ze dokonce kazda funkce ve tvaru (9.8) je FeSenim vlnové
rovnice (9.1), kdyz F,G € C?(R) an = 1.
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Pozndmka. 7 tvaru D’Alembertovy formule plyne, ze pii g € C¥(R), h € C*~1(R) pro k €
N\ {1} je uvazované feseni u € CF(R), ale neni obecné t¥idy C**1(R). To znamend, Ze
nedochézi k okamzitému vyhlazovani vstupnich dat.

Jiz umime Ttesit pocateéni tlohu pro jednodimenzionalni vlnovou rovnici. Jednoduché
tvaha ndm umozni Tesit také pocatecni-okrajovou tlohu pro tuto rovnici na polopfimce
R+ = (0, OO)

Uvazujme problém

Uy — Ugy =0 mna Ry x (0,00),
u=g¢g naR; x{t=0},
ug=h mnaR; x {t =0},
u=0 mna{x=0}x(0,00),

(9.9)

kde g,h € Ry U {0} — R jsou dané funkce takové, ze g (0) = h (0) = 0.
Uloha (9.9) lze Fesit tak, Ze ji pfevedeme na ulohu (9.3) lichym rozsifenim funkei w, g, h na
celé R, tj. polozime

U(w,t)=u(z,t)  2>0,t>0; ga)=g@) x>0 h(@)=h@) >0

u(z,t)=0 x=0,t>0; g(zr)=—-g(—x) 2<0; h(z)=—-h(—x) =<0
u(z,t) = —u(—z,t) =<0, t>0;

Po rozsiteni tloha (9.9) pfejde na

Ut (2,t) — Ugg (x,8) =0 R x (0, 00),
ﬂ(:v,)::q'(x), RX{tZO},
U (2,t) = h(x) R x {t = 0}.

Nyni formulce (9.7) déva feseni puvodni tlohy (9.9) ve tvaru

Gt +ge-ol+3 [ b

r—t

u(z,t) =

N

tj.
slg(z+

9.10 u(x,t) =

(9.10) (2.) {%W

nebot pro 0 <z <t je

/::tﬁ (y) dy = /IO_JL () dy + /OZHZ (y) dy = /:_t Al dyt /om ) dv =

Vzorec (9.10) se také nékdy oznacuje jako D’Alembertova formule.
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Nadale budeme predpokladat, ze n > 1 a ze u € C"™(R"™ x [0,00)), kde m > 2, je FeSeni
pocatecni ulohy
up —Au =0 naR" x (0,00),
(9.11) u=g naR"x {t=0},
ur=h naR"x {t =0},

pricemz ¢ je tiidy alespon C™*! a h alesponi C™.

Cilem bude odvodit explicitni formuli pro feseni v obsahujici pouze funkce g a h. Odvozeni
bude probihat v nékolika krocich. Nejdiive si zavedeme misto funkci u, g, h jejich priméry.
Primér z funkce u bude pak resenim Fulerovy-Poissonovy-Darbouxovy PDE, kterd se da
v pripadé lichosti n prevést na jednodimenzionalni rovnici. Tu fesime pouzitim D’Alembertova
vzorce, ¢imz ziskdme tzv. Kirchhoffiv vzorec. Pripad sudého n prevedeme na vyreSeny pripad
pridanim jedné proménné a ziskdme tim tzv. Poissoniv vzorec.

Definice. Pro x € R™, t > 0, r > 0 polozime

(9.12) U(xﬂyﬂ::ngwr)u(%t)dSKyL
Gt =1 gy dSw)

(9.13) 0B(.r)
H(%rj%:f h(y) dS(y).

OB (z,r)

Lemma. Necht u je tesenim problému (9.11). Pro libovolné (pevné zvolené) x € R™ je U €
C™(R4 x [0,00)) a plati

n—1

Utt_UTT_ U’I‘ZO na R—FX (0700)7
(9-14) U=G naRyx {t=0},
U =H naR; x{t=0}
Budeme zkoumat vlnovou rovnici pro liché n > 1. Pripad obecného lichého n je technicky

komplikovany, a proto se soustiedime na n = 3.
Piedpokladejme, 7e funkce u € C?(R? x [0, 00)) Tesi (9.11). Oznaéme

kde funkce U,G, H jsou definovany v (9.12), (9.13). Ukazeme, ze plati (pro kazdé pevné
x € R™)

Uy — U, =0 na Ry x (0,00),
U=G naRy x{t=0},
U =H naR, x{t=0},
U=0 na{r=0}x(0,00).
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Snadno ziskdvame
~ 2 0 ~
Up=rUp=r |:Ur7" + TUT‘:| =rUp +2U, = or [T‘Ur + U] = Uy

zbyvajici je zfejmé.
7 D’Alembertovy formule (9.10) pro x € R3, 0 < r < ¢ plyne
~ 1r~ - 1 r+t
(9.15) U (w,r,t) = 5 (G (@7 +1,0)= G (2,1 —7,0)] +3 H (2,y,0) dy.
t—r
Z (9.12) vime, ze
u(x,t) = lim U(x,rt) xR t>0.

r—0+t
Proto z definice U a (9.15) dostavime

1~
u(z,t) = rlir(r){r ;U (x,r t) =

2 O _ r+t __
i [G@ 60 =Gt 7”O>+1/ H (z,y,0) dy| =
r—0+ 2r 2r Ji_r

=G, (2,1,0) + H (x,t,0)

proxz € R3, ¢t > 0.
Proto z definice G a H v (9.13) plyne

(9.16) ww) = o (t S ds<y>> vrf ) as)

r € R3¢t > 0. Plati

0 d
—][ g (y) dS(y):—][ g (z+ zt) dS(z):][ Dg(x +tz)-2dS(z) =
O0tJoB(a,t) 0tJaB(o,1) 8B(0,1)

— T
~f  Dyly) L ds).
OB(x,t) t

coz po dosazeni do (9.16) dava

0
(917) B (l‘7 t) B ]éB(x,t) g (y) dS(y) e at]éB(:(:,t) g (y) dS(y) +t- ][33(93715) h (y) dS(y) =

= [t-h(y)+g(y)+Dg(y) - (y— )] dS(y)
OB(z,t)

pro x € R3, ¢t > 0.
Formule (9.17) se nazyva Kirchhoffiv vzorec pro feseni pocatecni tlohy (9.11) v R3. Pro

obecné liché n = 2k +1, k € N lze dokézat, Ze dostatecné hladké feseni pocéateéni ilohy (9.11)
musi spliiovat formuli

(9.18)
1 o 1oV [, 10N\ (.
wlot) = (n—2)! lﬁt <t3t) (t ]{9B(x,t)gds> - <t8t> (t ][6B(x,t) ik
kde x € R™, ¢t > 0, pfiemz (n —2)'=(n—2)-(n—4)-...-3- 1.
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Véta. Necht n > 3 je liché, g € C™H(R") a h € C™(R") pro m = L. Potom funkce u
definovand v (9.18) md ndsledujici vlastnosti

1. u € C*R" x (0,0)),
2. ugp — Au =0 na R"™ x (0, 00),

8. iy ) (20,01) ¥ (@, 1) = g (20),
(g ) (wo,0+) Ut (T, 1) = h (20) pro vSechna zo € R™.

Diikaz. 1. Plati trividlné viz (9.18)

2. Omezime se pouze na pripad n = 3. Predpokladejme, ze g = 0. Pak je
u(:c,t):t-][ h(y)dS(y) =t- H (z,t,0).
OB(w,t)

Pro jednoduchost budeme dale psat H (z,t) = H (z,t,0). Plati

u (x,t) = H (z,t) + t - He (x,1)

1 0 19
(919) e (1) =2 Hi(a,0) - Ho(r,6) = [2th + tZath} = - [#H]

pro xz € R™ t > 0. Z definice je

0 0
g M) dS@) =i bl tz) dS(z) =
5l M@ AW = 5f (i) as()

:][ Dh(z + tz) - 2dS(2) 2][ Dh(y) Y= ds(y)
9B(0,1) dB(z.t) t

Ht (.’IJ, t) =

z € R" ¢t > 0. Odtud

/ oh (y)
3-a(3)t? dB(z,t) on
1

- Ah (y) dy,

Ht ($, t) =

Dh (y)-7 (y) dS(y) = dS(y) =

3-a(3)t? /83(1:,15)

coz po dosazeni do (9.19) dava

10 ( 1 19
ure (2,8) = 5 5 (3 a3) /B(m) h(y) dy) 3-a(3)t 0t /B(m,t) h(y) dy

1
it e A4S0 = 8 ) dS() = A H (2.0) = B

proz € R3¢ > 0. Je-li g = 0, pak ugy — Au = 0 na R3 x (0, 00). Podobné Ize postupovat
pro h = 0 a pomoci ,srovnatelnych“ tUprav potvrdit, ze mame Teseni vlnové rovnice.
Obecny ptipad vyplyne z linearity rovnice.
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3. Necht zy € R? je pevné dané, dostavame

lim (e t)=tim R+ )+ Do) - (v )] S(0) =

(z,t)—(z0,01) (z,t)—(20,01)

lim ][ [t-h(z+z2t)+g(x+2t)+t-Dg(z+2t) 2] dS(z) =
(z,t)—(20,0%) JOB(0,1)

= g (x0) dS(z) = g (zo0) .
8B(0,1)
Jen o trochu komplikovanéji se d& obdrzet druhd z limit.
O

Pripad obecného sudého n je také technicky komplikovany, a proto rozebereme pouze
pifpad n = 2. Predpokladejme, ze u € C2(R? x [0,00)) Tesi pocatecni tlohy (9.11). V tomto
pripadé vSak neni znama transformace, kterd umoznovala Eulerovu-Poissonovu-Darbouxovu
rovnici pouziti. Proto budeme dvoudimenzionalni ilohu chapat jako tilohu trojdimenzionalni,
ve které se treti z prostorovych proménnych nevyskytuje.

Oznacme

(9.20) u(x1,x9,x3,t) = u (w1, T2, 1) r1,r9,23 ER, t >0

uvazenim pocéateéni lohy (9.11) zjistime, Zze musi platit

Ett*AE:O H&RSX(O,OO),
(9.21) T=7 naR>?x{t=0},
T =h naR3x{t=0}

kde g (21,72, 23) = g (21, 72), h (x1, 79, 73) = h (21, 22) pro z1,z2,r3 € R. Oznaéme jestd

T = (.171,272) €R27

9.22
( ) T = (.T1,.T2,0) e R3.

Kirchhoffiv vzorec vyjadruje feseni tlohy (9.21) ve tvaru (spolu s (9.20), (9.22))

023wl —u@0 -5 (t S0 ds<y>) vrf @) as)

kde B3 (Z,t) je koule v R? se stiedem T a polomérem t. Lze viak prejit ke kouli B (z,t) C R?,
nebot

1 1
**dS*:i/ **dS*:—/ 9(m) dS(7) =
P 70 S0 = 5o [ a@ aS@ = [ 7@) aSm)
_ L 9 () dy = t][ 9 () dy.
27t JBy(at) /12 — |z — y? 2/By(zt) V2 — | —y]?

Zcela stejné se upravi také druhy integral (9.23). Celkem méme

£2 h(y)
9.24 )= tQ-][ W)+ D N
( ) U(Z‘ ) 2 0t < Bo(,t) m Y 2 Ba(z,t) \/t2_|5177_y‘2 /
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Protoze

gy 1 gy
t2][ i (y) 2dyzi/ i (y) _dy =
Ba(z,t) V/1* — |z — ¥ T JBy(a,t) V2 — |z — Y|

1 g(x+1tz) o ][ g(z+1z)
= — t dZ = t . dZ,
0 /B(o,l) ty/1—|z]? B2(0,1) /1 — |z|?

1ze prvni vyraz (9.24) upravit na

9 2][ 9 () dy :][ g(w+tZ)dZ+t_][ Dg(a+tz) . _
ot Ba(at) V2 — |z — y]? By(0,1) /1 — |22 By(0,1) /1 —[z]?

=t ][ & dy +t ][ w d
Ba(z,t) /12 — |y — x|? Ba(z,t) /12 — |y — z|?

Nyni jiz muzeme (9.24) vyjadrit jedinym integralem jako

. 2. . . —x
(9.25) U(xjt):;]{%(x,t)t g(y) +1t %w) (=2) 4,

x € R? ¢t > 0. Vzorec (9.25) se oznacuje jako Poissontiv. Pro obecné sudé n = 2k, k € N lze
ukézat, ze dostatecné hladké feseni poc¢atecni tilohy (9.11) musi spliiovat

(9.26) w(z,t) =

_ 1 3(13>n;2 tn][ g9(y) dy +(13)n§2 tn][ h(y) dy
~nll |0t \t ot B(zt) V1?2 — |y — x]? t ot Bat) VP2 —ly—z2 )|
Pro n = 2 tato formule samoziejmé souhlasi s (9.25) a také se oznacuje jako Poissontiv vzorec.

Podobné jako pro lichd n > 1 je tieba ovérit, ze (9.26) zadava skutecné reseni tlohy (9.11).
To je obsahem nésledujici véty, kterou lze dokazat podobné jako v pripadé liché dimenze.

Véta. Necht n je sudé, g € C™(R") a h € C™(R") pro m = 2. Potom funkce u
definovand v (9.26) md nasledujici vlastnosti

1. u € C?*(R" x (0,00))
2. uyp — Au =0 na R"™ x (0,00)

8. lim g 1y (20,00) U (2,1) = g (20),
i g 4)—s (zo,0+) Ut (2, 1) = h (z0) pro vSechna ro € R™

Pozndmka. 1. Zatimco v piipadé lichého n > 1 staci k vypoctu hodnoty w (z,t) znat
hodnoty g, h a jejich derivaci pouze na sféfe OB (x,t), v pripadé sudého n potiebujeme
znéat hodnoty g, h a jejich derivaci na celé kouli B (x,t).

2. Protoze pro n > 1 obsahuje formule Teseni derivace poc¢atecnich dat, tak jiz v libovolné
malém Case ¢ > 0 nemusi byt FeSeni poc¢atecéni tlohy (9.11) tak hladké jako funkce g.

3. Z poznamky 1 a tvaru ziskanych formuli plyne, ze podobné jako pro n = 1 se pocatecéni
poruchy siti kone¢nou rychlosti.
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4. 7 (9.18) a (9.26) plyne, ze je-li n > 3 liché, pak pocatecni data g,h v bodé =z € R"
ovlivni hodnoty feseni pouze na hranici kuzelu

C={(yt) eR"™ [t>0, [z —y| <t}

tj. na {(y,t) € R"" | ¢t >0, |z — y| = t}. Pro n > 2 sudé jsou pak ovlivnény hodnoty
feseni uvniti celého kuzelu C.

Pristupme k Feseni poc¢atecni tilohy pro nehomogenni vlnovou rovnici.
uy —Au=f mnaR" x (0,00),
(9.27) u=0 mnaR" x {t=0},
uw =0 mnaR" x {t =0},
pficemz funkce f: R"™ x (0,00) — R je zndma (Casto se pozaduje f: R"™ x [0,00) — R).

Také nyni lze vyuzit Duhameluv princip, ktery 1k, ze je-li u = u (x,t, s) FeSeni jednopa-
rametrické tlohy

ug (_,8) —Au(_,s)=0 na R" x (s,00),
u(_,s)= na R" x {t = s},
w (_,8)=f(_9) na R" x {t = s}

pro s > 0, potom funkce
t

(9.28) u(z,t) = / u(z,t,s) ds zreR" t>0
0

je Tesenim tlohy (9.27).
Oznaceni: pro a > 0 symbol |a| udavé tzv. celou ¢ast ¢isla a, kdy pro k € N je |k] = k.

Véta. Necht f € CL2IHL(R" x [0,00)). Pak pro funkei u definovanou v (9.28) plati
1. u € C*R" x (0,00))
2. uy — Au = f na R™ x (0, 00)

3. 1im(x,t)~>(xg,0+) u (fL‘, t) =0,
M (5 1) (20,0+) Ut (7, 1) = 0 pro kazdé xo € R™.

Diikaz. 1. Je-li n liché, pak [§] +1 = "TH, je-li n sudé, pak |5+ 1= ”TH, to znamena,
ze tvrzeni plyne z predchozich vét.

2. Plati
t t
ug (x,t) = u(z,t,t) +/ ug (x,t,8) ds :/ ug (x,t,s) ds
0 0
t t
ug (x,t) = uy (z,t,t) +/ ug (x,t,8) ds = f (x,t) +/ ug (x,t,s) ds
0 0
t t
Au (z,t) = / Au (z,t,s) ds = / ug (,t,8) ds
0 0

ug (z,t) — Au (z,t) = f (2,t) xeR™ t>0.
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3. lim () (zo.00) U (7, 8) = fo u(2,t,5) ds =0
(g 4 (@g,0+) Ut (T, 1) = fo ug (z,t,s) ds = 0 pro kazdé zy € R™.

Vzhledem k linearité vlnové rovnice lze fesSeni pocatecni tlohy

uy —Au=f mnaR" x (0,00),
u=g naR"x {t=0},
uy=h mnaR"x{t=0}

ziskat jako soucet feseni ulohy (9.11) a FeSeni ulohy (9.27).
Priklad. Urceme teseni dlohy (9.27) pro n = 1. D’Alembertova formule ddvd

u(z,t) =

pricemz nyni je g =0 a h = f. Proto

1 rz+(t-s)
U(IE,t,S) = 2/(t ) f(yvs) dy

z+(t— s)
u(z,t) 2// s) dyds reR, t>0.

Podobné mizeme urcit resent dlohy (9.27) pro n = 3, kdy Kirchhoffiv vzorec davd

wts)=f G @)@ == ) AS)

B(z,t—s)

1 x+t
g@+t)+g@—1)]+3 h(y)dy,

N

a ddle

Tudiz

u(e,t) = /Ot (t— ) ]laB(LH) £ (y,5) dS(y) ds =
_/ 3- Ozt_:—s) /BB(xt s) fu,5) 450y 47r/ /8Bact s) t_s)dS(y)ds:

—t— 1 —y —
r=t—s| _ / / [yt )dS( )dr = 7/ f(y;t ’y x’) dy
0B(x,r) r 47 JB(at) |z — y|

T ldr=—ds|
Znovu uvazujme energetickou metodu (tj. tzv. varia¢ni piistup).
Budeme predpoklidat, ze U C R” je ohrani¢end a oteviend mnozina s hranici U tiidy C*.
Necht T' > 0 je pevné zvoleny termindlni ¢as stejné jako u rovnice vedeni tepla oznacme
Ur=U x (0, T],
Iy =Ur\ Ur.

pro z € R3, t > 0.

Uvazujme pocatecni okrajovou ilohu

ug — Au = f na Up,
(9.29) u=g¢g mnalyp,
ug=h mnalU x {t=0}.
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Véta. Ezistuje nejvjse jedno veseni u pocdtecni okrajové tilohy (9.29), pro které u € C*(Ur).

Diikaz. Necht funkce u; € C?(Ur) je feSenim tlohy (9.29). Kdyby existovalo jiné feseni
ug € C?(Ur), pak jejich rozdil w = u; — ug je Tesenim tlohy

wyg —Aw =0 na Up,
w=0 mnalwyp,
wy =0 naU x{t=0}.

Definujme pomocnou funkci
1
e(t) = 5/ w? (z,t) + |Dw (z,t) |* du, te[0,7T)
U
pro t € (0,T) plati

ow

e(t) = / wiywg + DwDw dx = / wywy — weAw dx —I—/ wydS =
U U

ou O
= / Wt (wtt — Aw) dl’ — 0
U

To znamend, ze e (t) = e (0) = 0 pro kazdé t € (0,T]. Proto je wy =0 a Dw = 0 na Up, coz

dévad w = 0 na U, tj. u1 = ug na Ur, respektive na Urp. ]

Priklad. Resme v C pocdtecni ulohu pro vinovou rovnici

ug —Au=0 na R" x (0,00),
u=g naR"x{t=0},
u =0 naR"x {t=0},

Fourierova transformace provddénd vzhledem k prostorovim proménngm ddvd
Uy + \y!zﬁ =0 t>0,
u=g t=0,
u=0 t=0,
coZ je pocatecni dloha pro ODE druhého rddu s parametrem y. Jeji charakteristickd rovnice je
M4 y2 =0

odtud A1 = =*ily
Zohlednénim pocdtecnim podminek dostaneme resent

G— %/g\ (eit\yl n efit\m) .

Odtud plyne

u(x,t) = % [g (@it\yl + e—it\y|)}v:

/ i) [ei(azwtm) n ei(:vyftly\)] dy
]Rn

prox € R, t > 0.
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10 Sobolevovy prostory

Necht U je oteviena podmnozina R™. Symbolem CZ°(U) budeme oznacovat mnozinu vsech
funkei p: U — R, které maji derivace vSech fadi na U a maji kompaktni nosi¢ supp (¢) C U.
Funkce ¢ € C°(U) se nazyvaji testovaci. Mnozina C°(U) je hustd v L (U).

Uvazujme funkei u € C*(U). Pro libovolnou testovaci funkci ¢ € C2°(U) dava metoda per

partes
/u~g0xidx:/ u-go-nidS—/uwigodx:—/uxicpdx
U U U U

proi € {1,...,n}, kde jsme vyuzili toho, Ze ¢ ma kompaktni nosi¢ v U.
Je-liu € CF(U)aa = (aq,...,a,) multiindex délky |o| = k, pak k-ndsobné uziti metody per
partes dava

/u-Dagpdx:(—l)M/ D% - pdzx.
U U

Definice. Necht u,v € L .(U) a « je libovolny multiindex. Rekneme, Ze funkce v je slabou

(parcidlni) derivaci podle o funkce u, piseme D%u = v, jestlize

/u-D“gpdw:(—l)M/v-godx
U U

pro vSechny testovaci funkce ¢ € C2°(U). Pro zduraznéni se nékdy pise ,D%u = v ve slabém
smyslu“. Jestlize takova funkce v neexistuje, funkce u nemd slabou derivaci podle .

Pozndmka. e Pokud slabé derivace podle a existuje, pak je urcena jednoznaéné az na
mnozinu Lebesgueovy miry nula.

e Necht u € Ll (U) a [;;u-¢dz = 0 pro viechny testovaci funkce ¢ € C°(U). Potom

loc
u = 0 skoro vsSude na U.

Definice. Necht k je nezdporné celé ¢islo a 1 < p < +o0. Sobolevovym prostorem WEP(U)
nazyvame mnozinu vsech lokalné integrovatelnych funkei u: U — R takovych, ze pro kazdy
multiindex « délky |a| < k slaba derivace D®u existuje a je prvkem prostoru LP(U).

7 této definice ihned plyne, Ze pro k = 0 je
WoP(U) = LP(U).
Véta. Necht u,v € WEP(U) a |a| < k. Pak plati
1. D € Wk-lelp(rr)
2. DV (D6u> = DP(D"u) = DY pro vsechny multiindexy B,~ takové, Ze |5 + || < k
3. &u+ Cv e WhP(U), D (€u + (v) = DY 4 (DY pro vsechny konstanty &, € R
4. uw € WFP(V), je-li V' oteviend podmnoZina U
5. ¢-u € WEP(U), D*(pu) = Y5, (g)Dﬁap - DBy pro libovolné ¢ € CX(U), kde

ay al
(/3) - Bla=p)!
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Je prirozené ztotoznovat funkce, které se shoduji skoro vsude. Tedy prvek u € W*P je
tfida funkci nerozlisitelnych z hlediska teorie Lebesgueovy miry. Tento pristup nam umoznuje
zavést na WP nasledujici normu

1 1
P P
> Jylptupde)’ = ( 5 D7l )" pro1<p<oo,
[ullep = HUHW’“aP(U) = lal<k o|<k
> esssup |[D%| = > || D%l g1 p = oo.
la]<k U || <K

V pifpadé, kdy p = 2, je prostor W*?2 dokonce Hilbertiv. Proto se zavadi zkrdcené oznaceni
H*U)=w*(U)  keNuU{0}.
Definice. Necht u, 1y, us, ... jsou prvky Sobolevova prostoru W*»(U).

1. Rekneme, ze posloupnost funkei {u,}3°_, konverguje k funkei u v prostoru W*P(U),
jestlize limy, o0 ||t — UHWk,p(U) =0.

2. Rekneme, 7e posloupnost funkei {u,,}3°_; konverguje k funkci u v prostoru W*»(U)
lokdlné, piSeme u,, — u ve I/Vllf)f(U ), jestlize w,, — u ve WHP (V) pro libovolnou mnozinu
VccU.

Je-lin =1a U = (a,b), potom u € WP < v je skoro vSude rovno absolutné spojité
funkei, jejiz derivace nalezi do LP (a,b). Pro n > 1 takova charakterizace neni moznd. Zvlasté
prvky Sobolevovych prostort nemusi byt spojité ¢i ohranicené.

Véta. Pro kazdé k € N a 1 < p < oo je Soboleviv prostor WFP(U) s normou || - e @)
Banachuv prostor.

Véta. Necht v € WEP(U) a necht 1 < p < oo a u¢ = n *u na U. Pak plati
1. u¢ € C*(Ue) pro kazdé e > 0,
2. u¢ — u ve WP (U) pro e — 0.

Véta. Necht U je navic ohranicend a u € W*P(U) pro 1 < p < co. Pak existuji funkce
Uy € C®(U) NWHEP(U) takové, Ze uy, — u ve WHP(U).

Véta. Necht U je navic ohranicend s hranici OU tridy C*. Nechtu € WEP(U) pro1 < p < oc.
Potom existuji funkce uy, € C°(U) takové, Ze uy, — u ve WFP(U).

Sobolevovy prostory vznikly v teorii PDE jako prostfedek, ktery umoznuje pracovat s fe-
Senfmi, kterd nejsou dostateéné hladka. ReSeni vSak museji splitovat jisté podminky podél
hranice 9U. To je problém. Funkce ze Sobolevova prostoru je definovana pouze skoro vsude
na U. Proto neni jasné, jaky smysl ma zizeni v € W*P(U) na hranici 0U. K vyieSeni této
situace se zavadi pojem stopy operédtoru.

Véta. Necht U je ohranicend mnozina s hranici OU tiidy C'. Necht 1 < p < oo. Potom
existuje jediny linedrni operdtor T: WYP(U) — LP(OU) takovy, Ze pokud u € C*(U), pak
Tu = uloy, a Ze prow € WP (U) je [|Tul| 1rov) < c- |wllwip ), kde konstanta ¢ zdvisi pouze
nap al.
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Definice. Funkce T'u z predchozi véty se nazyva stopa funkce u na oU.

Pozndmka. Existuji funkce z LP(9U), které nejsou stopou zadné funkce u € WP(U).

Véty o aproximaci dévaji prvky u € W*P(U) jako limity posloupnosti funkei u,, € C>
na U. Uzéavér prostoru C2(U) ve WH*P(U) nenf cely prostor WP (U), ale pouze podprostor
madeny WeP(U).

Véta. Necht U je ohranicend mnozina s hranici OU tridy C' a necht w € WYP(U), kde
1 <p < oo. Pak plati: u e WyP(U) <  Tu=0 nadU.

7 definice Sobolevova prostoru je zfejmé, Ze libovolny prvek z WHP(U) je také prvkem
WFkP(U) pro k < 1. Nyni se podivime na takové vztahy.

Definice. Necht X,Y jsou normované vektorové prostory takové, ze X C Y. Rekneme, 7e
prostor X je spojite vnoren do prostoru Y, piseme X — Y, je-li identické zobrazenii: X — Y
spojité.

Pozndmka. Ziejmé X — Y & X C Y a existuje konstanta c takova, ze
(10.1) lully <c-|ullx, weX
Pii tpravach PDE hraji nerovnosti typu (10.1) klicovou roli.

Véta (Galiardova-Niernbergova-Sobolevova nerovnost). Necht 1 < p < n. Ezistuje konstanta
¢ zavisejici pouze na n a p takovd, Ze
[ull o= mmy < € [Jull Lo gn)

pro libovolné u € CH(R™), kde p* = "2 tj. 1% =

n—p’

S
3=

Véta. Necht U C R" je ohranicend mmozina s hranici OU tridy C'. Necht 1 < p < n
aue WhP(U). Potom u € LP (U) a plati

lull Loy < - llullwrewy,
kde konstanta ¢ zdvisi pouze na p a U.

Véta (Poincarého nerovnost). Necht U C R"™ je ohranicend a u € Wol’p(U) pro 1 < p <n.
Potom plati

lull Loy < ¢ [Dull oy,

kde konstanta ¢ zdvisi pouze na p a U.

V teorii ODE se casto uvazuje tiida lipschitzovsky spojitych funkci, tj. funkei u: U — R,
pro které je splnén odhad

lu(z) —u(y)| <c-lz—yl|
pro jisté ¢ > 0 a vSechna z,y € U.

V teorii PDE se castéji uvazuji funkce splnujici odhad

lu(@) —ul(y)| <c-le—yl

pro jisté ¢ > 0 a pro vsechna x,y € U. Tyto funkce se nazyvaji holderovské (hiolderovsky
spojité) s exponentem ~y. Zfejmé staci uvazovat pouze pripad, kdy 0 < v < 1.
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Definice. Je-li u: U — R ohrani¢end a spojita funkce, klademe

[ull oy = sup |u(z) |.
)
zeU

Navic y-holderovskou seminormou funkce u rozumime cislo

lu (@) —u(y)|
Ul 077y = SUp ——————————.
[]CO’Y(U) = |$7y|7
zFy

Definice. Hélderoviim prostorem C*7(U) nazveme prstor viech funkcei u € C*(U), pro které
je tzv. y-hélderovskd norma

||UHcim(U) = Z HDQUHCO(U)"‘ Z [Dau]coyv(ﬁ)
o<k o=k

konecna.
Véta. Prostor C*(U) je Banachiv.

Véta (Morevova nerovnost). Necht n < p < co. Potom existuje konstanta ¢ zdvisejici pouze
na p a n takovd, Ze

||“HCON(R") <c- ||U||W1,p(Rn)
pro libovolnou funkci u € CH(R™), kde v =1 — 2.

Definice. Rekneme, ze funkce u* je verze dané funkce u, pokud u = u* skoro vsude.

Véta. Necht U C R" je ohranicend mnoZina s hranici tridy C'. Necht n < p < oo a ddle
u € WIP(U). Potom proy=1— o existuje verze u* € CO(U) a plati, e

I llgon @ < - lullwrog),
kde konstanta ¢ zdvisi pouze na p a U.
Véta. Necht U C R™ je ohranicend mnoZina s hranici tridy C, uw € WHP(U).
1. Je-li k < %, pak uw € L1(U), kde % = % — % a plati
lullLay < ¢+ lullwes @y,

kde konstanta c zdavisi jen na k, p a U.

2. Je-li k> %, pak existuje verze u* € CkiL%J*l’V(U), kde

_flEe-n n¢N
libovolné cislo z (0,1) 2 €N

a platt
D . <
07 et 110 g7, = - Nl

kde konstanta c zavisi jen na k, p a U.
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Definice. Necht X, Y jsou normované vektorové prostory. Zobrazeni F': X — Y se nazyva
kompaktni, jestlize je spojité na X a pro kazdou ohranicenou mnozinu M C X je jei obraz
prekompaktni v Y (tj. M je kompaktn{ v Y).

Definice. Necht X,Y jsou normované vektorové prostory takové, ze X C Y. Rekneme, Ze
prostor X je kompaktné vnoren do prostoru Y, piSeme X CC Y, je-li identické zobrazeni
kompaktni.

Pozndmka. Jsou-li X, Y Banachovy prostory, pak X CC Y pravé tehdy, kdyz plati
1. XCY
2. 3 ¢ > 0 takové, Ze ||ul]ly < c¢-||ul]|x pro vSechna u € X
3. kazda posloupnost ohrani¢end v X je prekompaktni v Y’

Véta (Relichova). Necht U C R" je ohranicend mnozina s hranici tridy C* a necht1 < p < n.
Potom je
WlP(U) cc LI(U)

v, _ np
prokazdel§q<p*—n—_p.

Je-li X realny Banachiiv prostor, pak kazdy ohraniceny linearni operator f: X — R se
nazyva ohraniceny linedrni funkciondl na X. Mnozina vSech ohrani¢enych linedrnich funkci-
onali na X se zna¢i X* a nazyva se dudlni (adjungovany) prostor k X.

V teorii PDE potfebujeme dualni prostor k prostoru H& = VVO1 2 Tento dudlni prostor se
oznacuje jako H~! (pro danou mnozinu U jako H~(U)).

Definice. Pro f € H }(U) zavadime normu
111wy = sup{lf (w) |; w € Hy(U), ull gz < 1}

Véta. Funkciondl f € H-Y(U), prave kdy? existuji funkce fO, f1.... f* € L*(U) takové, Ze

(102) fo= [ (fO-v+Zfi~um> do
v i=1
prov € HY(U).
Pozndmka. Kdykoli plati (10.2), je zvykem psét f = f0+ S0, f;z
Véta. Pro f € H Y (U) plati

1ll-1) = inf { ( /, g (r) dx)

1
2

: fi € L*(U) jsou libovolné funkce spliiujici (10.2)} .
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