)
) (t)+0(), x (to) = ¢
)
)

’ y(to):O

Véta. Necht ty € I, & € R™. Jsou-li funkce A(t) a b(t) spojité na intervalu I, pak n-vektorovd

funkce x = @ (t) je Tedenim pocatecni idlohy (ii) prdvé tehdy, kdyZ x = ¢ (t) vyhovuje rovnici
t

o (t) =&+ [, [A(s) e (s) +b(s)]ds

Véta (O existenci a jednoznaénosti feseni linedrni rovnice). Necht maticovd funkce A(t) a n-

vektorovd funkce b (t) jsou spojité na intervalu I. Necht to € I, £ € R™. Pak pocdtecni dloha (ii)

md jediné uplné reseni. Toto Tesent je definované na celém intervalu I.
Muizeme ho ziskat jako limitu tzv. Picardovy posloupnosti postupnych aprozimact {or ()17,

o () =0 )

pri1 (t) =&+ [, [A(s) ox (s) +b(s)]ds

Véta (Princip superpozice). Necht xq (t) respektive x4 (t) jsou TesSeni rovnice ' = A (t) x + by (¢)
respektive ' = A (t)x + by (t). Jsou-li c1,co konstanty, pak x (t) = c121 (t) + caxa () je Tedent
rovnice ©' = A (t) x + c1by (t) + caba (1)

Véta. Pocdtecni dloha (iv) md jediné dplné tesend, a to teSeni y (t) =0 na I.

Definice. Libovolnou bézi vektorového prostoru vSech feseni rovnice (iii) nazyvdme fundamentalni
systém Feseni rovnice (iii).

(v) Y = A()Y
(vi) Y =AY, Y (to) = Yo

Definice. Lze-li kazdé feSeni rovnice (iii) psat ve tvaru Y (¢) - ¢, kde ¢ je konstantni n-rozmérny
vektor, nazyva se Y (t) fundamentdlni matice rovnice (iii).

Pozndmka. Je-li C konstantni ¢tvercovd matice fadu n a je-li Y (¢) feSeni (v), pak je Y (t) C opét
feseni (v).
Pozndmka. Je-li Y (t) fundamentalni matice rovnice (iii), pak libovolnou fundamentalni matici
rovnice (iii) 1ze psat ve tvaru Y (t) = Y (¢) C, kde C' je vhodnd reguldrni matice n x n.
Pozndmka. Je-li Y (t) fundamentélni matice rovnice (iii), pak FeSeni po¢ateéni tlohy (vi) je tvaru
Y (t)=Y ()Y 1(t) Y.
Véta (Jacobiho formule). Je-li Y (t) Tesenim maticové rovnice (v), pak pro libovolné t, to € I

" Tr(A(s))ds
detY (t) = detY (to) - efto HAG)ds

Véta. Je-li Y (t) fundamentdini matice rovnice (v), pak je Tesend pocdtecni dlohy (ii)
T(t)=Y ()Y (to) - £+ Y (t) [; Y1 (s)b(s)ds.



(Gronwallovo). Necht wu (t),v (t) jsou skaldrni, spojité, nezdporné funkce na invervalu J, necht
to € J a c >0 je konstanta.

Jestlize u (t) < ¢+ |f:0 u(s) v (s)ds|, pak u(t) < c~e‘fto v(s)ds|

prot e J.

(1) o' = f(tx)

Véta (Picardova véta o existenci a jednoznacnosti). Necht n-vektorovd funkce f je spojitd na
mnoziné D = {(t,x) € R""! | tg —a <t < tg+a,|r — x| < b}, kde tog € R,z9 € R", a,b > 0.
Necht [ splniuje v D Lipschitzovu podminku.

Pak pocatecni iloha (1), x (tg) = xo md na intervalu (tg — a, to + a) jediné resend.

Véta (Peanova véta o existenci). Necht n-vektorovd funkee f (t,x) je spojitd na mnoziné
D={(t,z) e R"™ |ty —a <t <tg+a,|z— x| < b}, kde tog € R,z9 € R", a,b > 0.
Pak pocatecni uloha (1), x (to) = xo md alespor jedno Tesend definované na intervalu (to— v, to+a)

Véta (Schauderova véta o pevném bodu). Necht F je normovany linedrni prostor. Necht M C F
je neprdzdnd konvexni uzavrend mnoZina. Necht T: M — M je spojité zobrazeni. Jestlize TM je
relativné kompaktni, pak zobrazeni T md alesporn jeden pevny bod.

Véta (Ascoliho, Arzeldova). Necht M je systém n-rozmérngch vektorovjch funkci definovangch
na intervalu J a necht funkce systému M jsou rovnomocné spojité a stejnomérné ohranicené. Pak
v kazdé posloupnosti funkci systému M lze vybrat konvergentni podposloupnost. Jestlize vsechny
konvergentni podposloupnosti vybrané z posloupnosti {x, (t)} maji tutéZ limitu, pak neni treba
prechdzet k posloupnosti vybrané, ale primo posloupnosti {x,, (t)} je konvergentni a md tuto limitu.

Véta (O globalni jednoznacnosti). Necht n-vektorovd funkce f spliiuje v Q lokdlné Lipschitzovu
podminku. Jsou-li x1 (t),x2 (t) TesSent rovnice (1) takovd, Ze pro néjaké to plati x1 (to) = 2 (to),
pak x1 (t) = 22 () na celém intervalu, kde jsou obé Teseni definovdna.

Véta (O globalni existenci). Necht x (t) je uplné resent rovnice (1) a necht jeho existenéni interval
je (T1,Ty). Pak vSechny limitnd body Teseni x (t) pro t — To—, pro t — Ti+ leZi na hranici Q.
Tedy kazdé reseni se dd prodlouzit aZ k hranici €.

Véta (O spojité zavislosti FeSeni na pocdteénich podminkdch a parametru). Necht 7 € R, € €
R™, XA € R™ a necht Q@ C RY, kde d = n +m + 1 je oblast. Necht f (z,t,\): Q — R"™ je spojitd
n-vektorovd funkce takovd, Ze pro kazdé (1,£,\) € Q md pocdtecni uloha

(*) x/:f(tO’x’)‘)vx(T):g

jediné uplné resent ¢ (t,7,&, ), pak TeSeni ¢ je spojitou funkci proménngch t,7,£, X na mnoziné
{(t, 7,8, A) | (1,6, N) € Qt € I}, kde I =1(7,&,\) je existencni interval ¢ (-, 7,&, ).

Véta (O spojité diferencovatelnosti feseni). Necht Q2 C R? je oblast podobné jako v predchozi véteé.
Necht n-vektorovd funkce f (t,z,\) je tridy C7, kde j € N, vzhledem ke vsem svijm proménngm.
Pak tesent ¢ (t,7,&,\) pocdtecni tilohy (*) je tridy C7 v celém svém oboru vzhledem ke vsem svym
proménnym.



(2) Y = At)y
(3) ¥ = Alt)a+g(ta)

Definice. Rekneme, e feseni zq (¢) rovnice (1) je Ljapunovsky stabilni, jestlize Ve > 0 a Vt; >t
36 = 0 (e, t1) > 0 takové, Ze libovolné feseni x (¢) rovnice (1) spliiujici podminku |z (t1) — xo (t1) ] <
je definovano Vt > ¢ a Vt > ¢ plati |z (t) — zo () | < e.

Resen{ z¢ (t) se nazjva nestabilni, jestlize neni Ljapunovsky stabilni.

) >
<6

Definice. Rekneme, Ze feSeni zq (t) rovnice (1) je stejnomérné stabilni, jestlize Ve > 0 35 = § (e
0 takové, Ze Vt; > to je libovolné TeSeni x (¢) rovnice (1) spliiujici podminku |z (¢1) — o (1) |
definovéno V¢ > ¢ a pro vSechna tato Feseni plati |z (t) — zo (t) | < €.

Definice. Rekneme, 7e feseni x () rovnice (1) je asymptoticky stabilni, jestlize je stabilni a navic
Vi1 > to 301 = 61 (1) > 0 takové, Ze pro kazdé FeSeni x (t) rovnice (1) splijici |z (¢1)—xo (t1) | < 61
plat{ tlim |z (t) —xo (¢)| = 0.

—00

Definice. Rekneme, Ze feseni g (¢) rovnice (1) definované na intervalu (tg,00) je exponencialné
stabilni, jestlize existuji konstanty K > 0, a > 0, § > 0 takové, ze pro kazdé t; > to a kazdé
feSeni x (t) rovnice (1) splijici |2 (t1) — @ (t1) | < 0 plati pro ¢ > t; nerovnost |z (t) — zg (t) | <
K- |ZL’ (tl) — Zp (tl) |€7a(t7t1)

Véta. Nulové reseni xo(t) = 0 rovnice (2) je stabilni prdvé tehdy, kdyz AK > 0 takové, Ze
Y (t)| < K pro Vt € (tg,00).

Véta. Nulové feseni xq (t) = 0 rovnice y' = Ay pro konstantni matici A je stabilni prdvé tehdy,
kdyz vsechna vlastni cisla matice A maji nekladné redlné cdsti, pricemz vsechna vlastni c¢isla s
nulovymi redlnygmi castmi jsou jednoduchého typu.

Véta. Nulové reseni linedrni rovnice (2) je stejnomeérné stabilni pravé tehdy, kdyz 3K > 0 takové,
ZeVt > s>ty plati |Y (t)- Y 1(s)| < K

Véta. Konstantni resent autonomni rovnice ' = f (x) je stabilni pravé tehdy, kdyz je stejnomérné
stabilni.

(4) Y (t)| <K t € (tg, 00)
(5) YV (t)- Y1 (s)| <K t>s>t
Véta. Necht nulové tesend linedrni rovnice (2) je stejnomérné stabilni (je splnéna podminka (5)).
Necht existuje spojitd nezdpornd funkce 7 (t) definovand na intervalu (tg,00) = J takovd, Ze

g, x) <~()-|z| pro (t,z) € D a ftooo v (t)dt < oco. Pak nulové reseni perturbované rovnice (3)
je stejnomeérné stabilni.

Véta. Nulové resent linedrniho systému (2) je asymptoticky stabilni < |Y (¢)| — 0 pro t — oo.

Véta. Nulové tesend rovnice iy = Ay, kde A je konstantni matice, je asymptoticky stabilni prdvé
tehdy, kdyz vsechna vlastni c¢isla matice A maji zdporné redlné casti.

Véta. Necht existuje konstanta K > 0 takovd, Ze ftto Y ()Y ~1(s)|ds < K pro Vt > ty.
Necht ezistuje konstanta v > 0 takovd, e v < K=' a|g(t,x)| <~ - |z| pro V(t,z) € D.
Pak nulové reseni perturbované rovnice (3) je asymptoticky stabiln.

Véta. Nulové resent rovnice (2) je exponencidlné stabilni pravé tehdy, kdyZ 3K > 0, a > 0 takové,
Zeprot>s>tg plati |[Y ()Y ' (s)| < Ke (=9



Véta. Nulové resend rovnice y' = Ay, kde A je konstantni matice, je exponencidiné stabilni < je
asymptoticky stabilni < vsechna vlastni ¢isla matice A maji zdporné redlné cdsti.

Véta. Necht nulové rteseni rovnice rovnice (2) je exponencidlné stabilni (tj. 3K > 0, a > 0
takové, ze [Y (1) Y1 (s)| < Ke= =) prot > s > ty), necht |g (t,x)| < - |z| pro (t,2) € D, kde
v < K~ Ya. Pak nulové veseni perturbované linedrni rovnice (3) je rovné? exponencidlné stabilni.

Véta. Necht A je konstanini matice a necht alespon jedno vlastni c¢islo matice A md kladnou
redlnou cast. Necht perturbace g (t,x) je mald v tom smyslu, Ze W ::0 na J pro x — 0. Pak

nulové Tesend perturbované linedrni rovnice x’ = Ax + g (¢, ) je nestabilni.

Véta (Metoda linearizace). Necht funkce f (z) je spojitd na oteviené mnoziné D* C R"™, kde
xg € D* a f(x9) = 0. Necht funkce f (z) je po sloZkdch diferencovatelnd v okoli bodu x.

Je-li linedrni systém z' = [8’;(5)]9[:50030 asymptoticky stabilni, pak Teseni xqo (t) = 0 systému
' = f(x) je exponencidlné stabilni, kde {%ﬁf)} je Jacobiho matice v bodé xg.
T=T0

Ma-li Jacobiho matice [%(;)} alespon jedno vlastni c¢islo s kladnou redlnou éasti, pak je resent
T=Tq

xo (t) =0 systému o’ = f (x) nestabilni.

Definice. Redlnou funkei V (z) definovanou v okoli G pocatku R™ nazveme pozitivné (negativné)
definitni, jestlize V(0) =0a V (z) > 0 (V (z) < 0) pro z € G \ {0}

Definice. Spojitou redlnou funkei V () nazveme Ljapunovskou funkei systému 2’ = f (z) v okoli
G pocatku, jestlize je pozitivné definitni a jestlize pro kazdé feSeni x (t) daného systému takové,
Ze x(t1) € G v ndjakém t; plati, ze funkce V (x (t)) je nerostouci pro vSechna ¢t > t; pro néz
z(t) € G.

Véta. Existuje-li k systému x’ = f (x) ljapunovskd funkce, pak je nulové reseni xq (t) = 0 tohoto
systému stejnomeérné stabilni.

Véta. Necht v okoli G pocdtku existuje funkce V (x) se spojitymi parcidlnimi derivacemi pruniho
radu, kterd je pozitivné definitni a takovd, Ze d‘gf) je negativne definitni funkce v G. Pak je nulové

resent xq (t) = 0 asymptoticky stabilni.

Véta. Necht v okoli G pocdtku existuje funkce V (x) se spojitymi parcidlnimi derivacemi proniho

rddu takovd, Ze V (0) = 0 a v libovolném okoli pocdtku existuje bod, ve kterém nabyvd funkce V

kladné hodnoty. Jestlize je d‘ggf) pozitivné definitni, pak je nulové Teseni xq (t) = 0 nestabilnd.




