1 Mira

Def 1.1: Bud’ X # () mnoZina, A neprazdny systém podmnoZzin X. (Tj. § # A C 2%)
A se nazyva okruh na X, jestlize:
A BeA=AUBecA
A BeA=A—-BeA
A se nazyva algebra na X, jestlize:
A BeEA=AUBeA
ABeEA=X—-AceA
A se nazyva o-orkuh na X, jestliZe:
A BeEA=A—-BeA

A, eAneN= |J A, €A
neN
A se nazyva o-algebra na X, jestliZe:

XeA
AecA=X—-AcA
ApeAneN= |J A, cA
neN
Lemma 1.2: Bud’ A og-algebra na X, pak:
heA
<A1VA2,...VAﬂ cA= A UAAQLJ"'LLAR eA
<A1rA27--~rAn ceA=>ANAN---NA, €A

A, €eAneN= | A, €A
neN
A Bie A= A—-BeA

Lemma 1.2: Bud’ A; o-algebrana X pro Vi € I. Pak je A = [ A, také o-algebra na X.
i€l
Véta 1.3: Bud’ B # () libovolny systém podmnoZin mnoZiny X . Pak existuje jediné o-algebra A na X takové, Ze:
BCA
B C A*, A* g-algebrana X = A C A*

Def 1.4: Bud' # # () systém podmnoZin mnoziny X. Pak se o-algebra A z pfedchozi véty nazyva o-algebra
na X generovana systémem %.

Def 1.5: Bud’ X metricky prostor. Pak se o-algebra na X generovana systémem vSech otevienych podmnoZzin v X
nazyva systém borelovskych podmnozin v X.

Def 1.6: Bud’ X # (). Mirou na X rozumime mnoZinovou funkci p definovanou na n&jaké o-algebie A na X,
kterd spliluje:
AeA=0<pu(A) <o
p(@) =0

A, € A, n € Npo dvou disjunktni p ( U An) = > u(4,)
neN n=1
Cislo y (A) se nazyvd mirou mnoZiny A.
Prvky o-algebry A se nazyvaji méritelné mnoziny vzhledem k mife p.
(X, A, i) se nazyva méfitelny prostor.

Lemma 1.7: Viastnosti mér
Bud’ i mira na o-algebie A na X. Pak plati:

A BeEAANB=0= pu(AUB)=pn(A)+pn(B)

A,Be A, AC B= nu(A)<u(B)

A,Be A, AC B, pu(A) <oo=pu(B—A)=p(B)—puA)
(&)

AnEA,nGN:u<U An) < > u(4y)
n=1

neN

A,BeA= u(AUB) < u(A)+ pu(B)



Véta 1.8: Bud’ p mira na o-algebie A na X. Pak plati:
Ane‘Aa ’I’LEN,Al gAQ - "'gAng“wA: U An:>,u(A): lim /-L(An)
Ap €A, neNA DA DDA, 2. u(Ar) <00, A= (] Ap = p(A) = lim p(A,)
Lemma 1.9: Bud’ i mira na o-algebie A na X. Pak plati:
A BeAu(ANB)=0= pu(AUB)=p(A)+u(B)
A, e AneNpu(ANA;)=0,proi#j=pu ( U An) = > u(4,)
neN n=1
Def 1.10: Rekneme, Ze:
mira p je dplna na X, jestliZe je kazdd podmnoZina mnoZiny miry O také p-méfitelna.
tj.Ae A,u(A)=0,B C A= B e A (ziejmé& pak 1 (B) = 0)
mnoZzina A € A je kone¢né miry, jestlize p (A) < oo
mnozina A € A je o-kone¢né miry, jestlize A = |J A,,¥n € N: pu(4,) <
neN
mira p na X je konecn4, jestlize VA € A : u(A4) < oo
mira p na X je o-konecna, jestlize VA € A je o-konecné miry
mira y na X je pravdépodobnostni, jestlize 1 (X) =1

KaZdou miru na o-algebfe A na X lze ,rozsifit* na tplnou miru.
Doplnime do A vSechny mnoZiny, které se od ptivodné méfitelnych mnozZin lisi o mnoZinu miry 0.

Véta 1.11: Necht’ i je mirana o-algebfe Ana X.Bud’ 4" = {B C X | 3N € A takova, Ze u (N) =0,B C N}
Oznatme A = {AU B | A € A, B € 4} a definujme na A mnoZinovou funkci 7z (A U B) = p (A)
proVAec A, B e V.

Pak A je o-algebrana X, A C A, i je Giplnd mira na A piicemz 11 (A) = p (A) VA € A
tj. i je roz§iteni - ziplnéni miry p.

Poznamka: Ziejmé je ) € A



2 Vnéjsi mira

Def 2.1: Bud’ X # (). Vnéjsi mirou rozumime mnoZinovou funkci 4* definovanou na o-algebie 2% viech
podmnoZin mnoZiny X s témito vlastnostmi:

ACX=0<p*(4) <

pr (@) =0

AC U A, Ae X, Ay e X,;neN= p(A) < 30 p* (An)

neN n=1

Lemma 2.2: Bud’ p* vnéjsi mira na X. Pak plati:

ACBCX = pu*(A) <u*(B)

AngX,nEN:>,u*<U An) < St (Ap)

n=1

neN
ABCX=p (AUB) <p* (A)+p (B)

Def 2.3: Bud’ X # (), % C 2% systém podmnoZin mnoZiny X takovy, 7e ) € Z. Necht' \ je mnoZinova
funkce na B. A : B — [0,00], A (0) = 0. Pak se dvojice (%, \) nazyva pokryvaci systém na X.

Véta 2.3: Bud' X # 0, (%, \) pokryvaci systémna X, A C X.
Polozme p* (A) = inf{ > A (G,) | Gn € BZ,Vn e N, AC |J G,}.
n=1 neN
Pak je p* vnéjsi mirou na X.

Def 2.4: Carathéodoryho definice mé¥itelnosti
Bud’ X # 0, u* vné&j§i mira na X. MnoZina A C X se nazyvé p* méfitelna, jestlize VI' C X plati:
W (T)=p* (TNA)+p* (T — A), pficemZ T se nazyvd testovaci mnoZina.

Lemma 2.5: A C X je p* méfitelnd < VT C X, p* (T) < coplati: p* (TN A) + p* (T — A) < p*(T)

Véta 2.6: Carathéodoryho konstrukce miry
Bud’'te X # ), u* vné&jsi mira na X.
Systém M vSech p* méfitelnych mnoZin je o-algebrana X a p* je iplnd mira na M.

Def 2.7: Bud’ (X, p) metricky prostor, x* vn&jsi mira na X. Pak se u* nazyvd metricka vnéjsi mira, jestlize
ABCX,p(A,B)>0=p" (AUB) = p" (A) + p* (B)

Tvrzeni 2.8: Bud’ p* metrickd vnéjsi mira na metrickém prostoru X.
Pak je kazda otevfend mnoZina v X p*-méfitelna.

Dusledek 2.9: Je-li p* metrickd vnéjsi mira na X, pak jsou viechny borelovské mnoZiny méfitelné.

Def 2.10: Nezdpornou mnozinovou funkci p nazveme pramirou na X, jestlize je p definovdna na néjakém
okruhu # na X a p spliuje:

p(@) =0

A, € #B,n € N po dvou disjunktni, |J 4, € B=pu ( U An> = > u(4,)
neN neN n=1
Véta 2.11: Bud’ % okruh podmnoZin mnoZziny X a necht’ y je pramira definovand na %. Potom vné&j$i mira p*
z Carathéodoryho konstrukce spliiuje:
VG e B : p* (G) = p(Q)
BCM

Véta 2.12: Bud’ # algebra podmnoZin mnoZiny X . Necht’ je ;1 o-kone¢na pramira na %.

Pak je vnéjsi mira p* z Carathéodoryho konstrukce v predchazejici vété urena jednoznacné.



3 Lebesgueova mira v R"

Def: Necht’ ay,...,a,,b1,...,0, €ERa; <b;Vi:1<i<n
Mnozina I = {(z1,...,z,) € R™ | Vi:a; < z; < b;} se nazyvd otevieny interval v R™.
Cislowvol (I) = (by — ay1) - (ba —aga) - ... (b, — a,) se nazyvd objem intervalu I

Tvrzeni: Bud' 4 systém vSech otevienych intervali v R, ) € A, apro I € A polozme \ (I) = vol (I), A (0) = 0.
Pak je (4, \) pokryvaci systém na R™.

Def: 3.1 Vnéj§i mira 1* na R™ generovand systémem (%, \) se nazyvd vnéjsi Lebesgueova mira v R"
ozn. p* = \*

Oznaceni: Necht' § > 0 je pevné zvolené. Symbolem (%s, \) oznalme pokryvaci systém na R™ vytvoreny
shodné jako (%, \), ale obsahujici pouze ty intervaly I € 98 jejichZ primér je mensi neZ §. Pak je Zs C A.
OznaCme ddle A} piislu$nou vnéj$i miru generovanu pokryvacim systémem (%s, A).

Lemma 3.2: VA C R" je A\j (4) = X\* (4)
Véta 3.3: Vnéjsi Lebesgueova mira \* na R™ je metrickd vnéj§i mira.
tj. A, BCR", p(A,B)>0= X (AUB)=X*(4)+ \*(B)

Def 3.4: Bud’ \* vnéjsi Lebesgueova mira na R". Pak se o-algebra . = M vSech A* méfitelnych mnozin
(ve smyslu Carathéodoryho konstrukce) nazyva systémem Lebesgueovsky méritelnych mnozin v R™
amira A = \*| . Lebesgueova mira v R".

Disledek 3.5: Kazdé borelovskd mnoZina je Lebesgueovsky méfitelna.
Zejména kazd4 uzaviend, oteviend, typu F,, Gs je Lebesgueovsky méfitelna.

Def: MnoZinou typu F, nazveme mnozinu, kterd vznikla jako spoCetné sjednoceni uzavienych mnoZin.
Mnozinou typu G;s nazveme mnoZinu, kterd vznikla jako spocetny prinik otevienych mnoZin.

Véta 3.6: Lebesgueova mira A v R” je Gplnd, metrickd, o-koneéna.
Navic je urfena jednoznacné v tom smyslu, ze VI : A (I) = vol (I)

Def: Pokud je A = M, tj. u = p*, tj. Carathéodoryho konstukce nevytvoii nic nového z ptivodni miry p, pak se p
nazyva reguldarni mira. Tj. reguldrni mira je definovand na maximdlnim systému méfitelnych mnoZin.

Véta 3.7: Bud’ A C R™. Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
A je Lebesgueovsky méfitelnd (A € .Z)
Ve > 0, J oteviend mnozina G C R" takova, ze A C G
Ve > 0, 3 uzaviend mnoZzina F' C R" takovd, ze FF C A
I mnoziny H, N C R" takové, Zze H jetypu Gs,A(N) =0, A=H — N
I mnoziny K, N C R" takové, Ze K je typu Fu,A(N) =0, A=KUN

> >

Véta: (Vitali) Je-li mnozina A s vnéjsi mirou > 0, pak 45 C A takova, ze S ¢ M tedy S neni méfitelna.



4 Meéritelné funkce

Def: Bud’ X # () mnoZina, M o-algebra na X, 1 mira na M. Trojice (X, M, 1) se nazyjvd méFitelny prostor
(téZ prostor s mirou). Prvky A € M se nazyvaji méritelné.

Def: Zobrazeni f : A — R*, kde A C X se nazyva realna funkce na mnozing€ A.
f nazyvame kone¢nou funkci, jestlize obor hodnot H (f) C R

Def 4.1: Bud’ f redlnd funkce na A. f se nazyvd méritelna funkce, jestlize:
(1) A € M (A je méfitelnd mnoZina)
QVaeR:{zcA|f(x)<a}eM

Lemma 4.2: Bud’ f redlna funkce na A € M. Pak jsou tyto vyroky ekvivalentni:
(HDVaeR:{zeA|f(x)<a}eM tedy f je méfitelnd funkce
QVaeR:{zcA|f(z)<a}eM
BG)VaeR:{zcA|f(x)>a}leM
WHVaecR:{zecA|f(x)>ateM

Véta 4.3: Bud’ f méfitelnd funkce na mnoZziné A € M = pro V borelovskou mnoZinu U C R je mnoZina
f~1(U) méfitelnd. Tedy vzory borelovskych mnoZin jsou méfitelné.

Lemma 4.4: Bud'te f, g méfitelnd funkce na A € M. Pak jsou nésledujici mnoZiny méfitelné:
{reAlf(z) <g(z)}
{reAl|f(x)<g(r)}
{reAlf(z)=g(=)}

Véta 4.5: Bud'te f, g méfitelné funkce na A € M, bud’ ¢ € R. Pak jsou funkce c¢- f, f £ g, f - g méfitelné na A.
Je-li navic g (z) # 0 na A, pak je funkce 5 méfitelna.

Véta 4.6: Jsou-li f, g méfitelnd funkce, pak max{f, g}, min{f, g} jsou také méfitelné funkce.

Oznadeni: pro V € R oznalme a™ = max{a, 0}

a” = max{—a,0}
pak plati: at>0,a >0, a=at—a", |a|=at +a”
pro funkce: ft =max{f,0}

[~ =max{—f,0}
pak plati: fr>0, f=>0, f=f"—fa, [fI=fr+/f

Dusledek 4.7: Je-li f méfitelnd funkce, pak jsou méfitelné i funkce T, f~, | f].

Lemma 4.8: Bud’ {f,,}52; posloupnost méfitelnych funkei. Pak jsou funkce A = limsup f,, d = lim inf f,, méfitelné.
n—00 n—0o0

Véta 4.9: Jsou-li funkce f,,, n € N méfitelné a konverguje-li posloupnost { f,, }52; bodové na mnoziné A
k funkci f, pak je f = lim f, méfitelna funkce.
n—oo

Véta 4.10: Bud’ f : R" — R funkce, kterd je spojitd na intervalu I C R™. Pak je f méfitelnd funkce na /.
Def: Bud’ {f,,}52; posloupnost kone¢nych funkci na mnoZing A. f kone¢nd funkce na A € M.
Rekneme, Ze posloupnost { f,,}°° ; konverguje podle miry na A k f (piSeme f,, = f, jestliZe:
Ve > 0plati: lim p({z € A||fn(x)—f(x)|>€})=0
n—oo
Tvrzeni: Necht' A = I C R, pak plati:

fn__fnal fn— fnal fn— fs.v.nal fn= fnal
. Ny = p = ¥ .
stejnomérnd konvergence bodové konvergence konvergence skoro vSude konvergence podle miry A



5 Abstraktni teorie integralu

(X, M, ) ... méfitelny prostor, A C X, A e M
fiA— R*

Def5.1: f senazyva jednoducha funkce, je-li konend, méfitelnd, nezdporna a mnozina jejich funkénich hodnot je konecna.

Necht’ je f jednoduchd funkce na A € M, necht’ H (f) = (a1, as,...,a,), kde a; jsou navzdjem rizné, neza-
porné hodnoty funkce f.

Oznatme A; = f~'({a;}) proi € {1,2,...,n}. Pak A; € M, jsou po dvou disjunktni a |J 4; = A.

i=1
= f= Z A X A,
i=1
Naopak jsou-li A1, Ay, ..., A, € M po dvou disjunktnia |J A; = A ajsou-li ay,aq,...,a, € [0,00) navzdjem
i=1
rizné hodnoty, pak je funkce Z a;X A, jednoducha.
i=1

Lemma 5.2: Reprezentace jednoduché funkce

n
KaZdou jednoduchou funkei f 1ze jednoznaéné vyjadfit v tzv. kanonickém tvaru f = > a;xa,, 4; € M,

i=1
kdeaiEO,Vi#j:ai;«éaj,AiﬂAjz@

Lemma 5.3: Pro kazdou nezdpornou méfitelnou funkci f na A existuje posloupnost { f,,}22 ; jednoduchych
funkci takovd, Ze f,, ' f pron — oo, tj {f,,}°2; monoténné konverguje k f na A.

tj. Vo € A je Ciselnd posloupnost { f,, }52 ; neklesajici a f,, (z) — f (x) pron — oo.
Def 5.4: Bud’ f jednoduchd funkce na A, f = > a;xa, jeji kanonické vyjadieni. Integralem funkce f
i=1

n
pres mnoZinu A vzhledem k mife p rozumime &islo [ fdu = > aipn (A;).
A i=1

Poznamka: Volbou p = A\, M = .Z dostdvame Lebesgueiv integral.
Je-li zfejmé o kterou miru se jednd, piSeme pouze [ f
A

Lemma 5.5: Bud'te f, g jednoduché funkce na mnoziné A. ¢ € R, ¢ > 0. Pak plati:

1) f c-f=c- f f ... konstantni ndsobek
2)ff+g_ff+fg ... aditivita
3)f<géff<fg ... monotonie

Poznamka: Bud’ f jednoduchd funkce na A. B C A méfitelnd podmnoZina mnoZiny A.

f = a;xa, kanonické vyjadieni f

z_l
fls = Z a;xA,np je kanonické vyjadreni ziZeni f|p = ff Z a;p (A; N B).
=1 =1

Lemma 5.6: Necht A = BUC,kde B,C € M, BNC = (). Bud’ f jednoduché funkcena A.Pak [ f = [ f+[ f
A B C

Lemma 5.7: Bud’ {f,}52, posloupnost jednoduchych funkci. f,,  f, kde f je jednoduch4 funkce na A.
Pak: [ fn /[ f.
A A

Lemma 5.8: Bud'te {f,}°2 1, {gn}52 posloupnosti jednoduchych funkci na A € M. Necht' f,, ,* f, 9. 7 f.
Pak lim ffn = lim fgn.
’ﬂ‘)OOA

n—oo A



Def 5.9: Bud’ f nezdpornd funkce na mnoZin€ A. Necht' {f,,}5°; je posloupnost jednoduchych funkei takova,

ze f, /* f.Definujeme [f= lim [ f,.Je-linavic [ f < oo, pak fekneme, Ze f je integrovatelna na A.
A n—>o<>A A

Def 5.10: Bud’ f libovolna méfiteln4 funkce na mnoZing A. Je-li alespoti jedna z funkci f T, f~ integrovateln na A,
pak definujeme: [ f = [f+ — [ f~.Rekneme, e f je integrovatelna na A, jestlize | f existuje a je koneény.
A A A A

Véta 5.11: Méfitelnd funkce f je integrovatelnd na A < f a f~ jsou integrovatelné na A.

Véta 5.12: Je-li p (A) = 0, pak je kazdd méfitelnd funkce f na A integrovatelnd (a [ f = 0).
A
Zejména je-li p iplnd mira, pak je kazdé funkce integrovatelna na A.
Véta 5.13: Pravidlo ndvaznosti

Je-li A= BUC, kde B,C € M, BN C = (). Pak pro kaZzdou méfitelnou funkci f na A plati:

[ f=[f+ [ f, mé-lilevd nebo pravd strana této rovnosti smysl.
A B c

Disledek 5.14: Existuje-li [ f, pak existuje [ f proVB C A, B € M.
A B
Zejména je-li f integrovatelnd na A = f je integrovatelndna BVB C A, B € M.

Véta 5.15: Monotonie integrdlu
Pokud existuje [ f, [gaje-lif <gnaA= [f< [g.
A A A A

Def: Rekneme, Ze skoro v§echny body méfitelné mnoziny A C X maji néjakou vlastnost V, jestlize ma mnoZina
bodu = € A, které tuto vlastnost nemaji, miru nula. PiSeme zkracené s.v. na A.

Véta 5.16 A: Bud’ f integrovatelnd funkce na A. Pak md mnozina B = {x € A | f () = oo} miru nula.
Ekvivalentné je-li f integrovatelnd na A, pak f je s.v. kone¢na na A.

Poznamka: Symbol | f je definovén pro funkei f, kterd je definovand pro vSechna z € A.
A

Def 5.16 B: Je-li f definovand s.v. na A, pak oznaéme B = {z € A | f (z) neni definovand}.
Pak klademe [ f = [ f, pokud md pravd strana smysl.
A AB
fx) ze€A-B

Necht’ f je definovand s.v. na A. PoloZzme g (z) = { cokoli z € B

Klademe [ f = [ g, pokud md pravd strana smysl.
A A

Véta 5.17: Konstantni ndsobek
Pokud 3 [ f,c € R, pak [¢f = c- [ f. Zejména, je funkce cf integrovatelnd, pokud je f integrovatelnd.
A A A

Véta 5.18: Aditivita
Bud’te f, g méfitelné funkce na A, ob€ nezdporné nebo integrovatelné. Pak plati f (f+9) = f f+ f g
A A A

Zejména je soucet integrovatelnych funkci také integrovatelnd funkce.

Véta 5.19: Pokud existuje [ f, pak
A

if é{lﬂ

Navic méfitelnd funkce f je integrovatelnd na A < je zde integrovatelnd funkce | f|.

Véta 5.20: Bud’ f méfitelnd, g nezdpornd a integrovatelnd na A.
Je-li | f| < g, pak je f integrovatelnd a ff‘ <[IfI<[yg
A A A

Dusledek 5.21: KaZd4 ohrani¢end méfitelna funkce je integrovatelnd na méfitelné mnoZiné konecné miry.



Véta 5.22: Lebesgueova véta o monotonnim limitnim prechodu
Necht’ {f,}22 ; je neklesajici posloupnosti nezdpornych méfitelnych funkci, f,, * f na A € M.

Pak [ f, /[ fpron — oo, tedy lim ffn:f(lim fn)

Dusledek 5.23: Bud’ {f,,}52; posloupnost nezdpornych méfitelnych funkci na A, f,, N\, f pron — cc.
Pak [ f, \, [ fpron — oo
A A

Lemma 5.24: Fatouovo
Bud’ {f,,}52, posloupnost nezdpornych méfitelnych funkci. Pak plati: liminf [ f,, > [ (lirg inf fn)

Poznamka 5.24 A: Dudlni dvahy za stejnych pfedpokladi dévajf tvrzeni: limsup [ f, < [ (hm sup fn>
n—oo A A n—o0

Véta 5.25: Lebesgueovat véta o majorizovaném limitnim prechodu
Bud’ {f,,}52, posloupnost méfitelnych funkci, f,, — f na A (bodové). Necht’ existuje integrovatelnd

funkce g na A takovd, Ze |f,,| < gna A proVn € N. Pak plati: lim [ f, = [f= [ ( lim fn>

Véta 5.26: o-aditivita integrdlu
[e.e]
Necht existuje [ fanecht A= J A,, A, € M Vn € N, po dvou disjunktni. Pak plati: [ f= > [ f
A neN A n=1A,
Véta 5.27: Bud’ f nezdpornd a méfitelnd na A € M. Pakje [ f =0« f=0s.v.na A
A

Dusledek 5.28: Necht' f je nezdpornd méfitelna funkce definovand na celém prostoru X.
Potom je mnoZinovd funkce v dand jako v (A) = [ fdu, A € M mira na M.
A

Poznamka: Dusledek 5.28 ukazuje, Ze teorie miry a integralu jsou vzajemné propojené.
Pomoci miry p definujeme integral vzhledem k mife p a zp&tné 1ze pomoci integrdlu definovat miru v.
Volbou f = 1 dostdvame v (A) = [ fdu= [ldpu=p(A) VAe MG p=v
A A



6 Lebesgueuv integral v R”

Vychozi prostor (X, M, u), A € M, f : A — R* méfitelnd funkce
~> [ fdp ... abstraktni integral vzhledem k mife p

A
Volbou X = R"™, x = X (Lebesgueovat mira v R™), M = .Z je o-algebra lebesgueovsky méfitelnych mnozin
[+ A — R* lebesgueovsky méfitelna funkce ~» [ fd\... Lebesgueiv integral
A

Oznaceni: | fd\ v R"
A
n=2: [[ f(z,y)dzdy
A
n=3: [[[ f(z,y,2)dxdydz
A

b

n=1:A= ab:>ffd)\—ff = [ f(z)dz
[a,b] a
Cilem kapitoly je srovndni Lebesgueova a Riemannova integrlu. Pro jednoduchost bud’ v dal§imn = 1a A = [a, ]

Z) f: f (z)dz ... Lebesguelv integral
R) fab f (z)dz ... Riemanniv integrél

Poznamka 6.1: Existuji funkce, ktere jsou lebesgueovsky integrovatelné, ale nejsou riemannovsky integrovatelné.
1 z€Q fo Xx nem’ definovan - horni a dolni Riemannuv integral se nerovnaji
x(z) = 0 z€l f
0o X

Mgjme f na [a,b], f : [a,b] = R*. Bud z € [a, b] pevné. Oznacme pro § > 0:

my (0, z0) = Inf{f (z) | € (xo — 6,20 + J) N [a, ]}
My (6,20) = sup{f (z) | z € (xo — , 20 + ) N [a,b]}

Pak pro 0 < 61 < 65 plati:
my (01, x0) > my (02,%0) . . . infimum pres vEtST mnoZinu je mensi
My (81, 20) < My (82,20) . .. supremum pies v&tSi mnoZinu je vEtsi
Funkce m (8, z0) , My (9, 2o) jsou monoténni v argumentu ¢ (> 0)
= Imy (z9) = hm my (6, x0) = sup{my¢ (0, z0) | 6 > 0}
)=

= IM; (zo 1m My (6, z0) = inf{My (6, 20) | § > 0}
a plati nerovnosti:
my (6,z0) < my (w0) < f (w0) < My (w0) < My (6, 70)

Pro = € [a, b] uvazujeme funkce:
my : [a,b] = my (2)
Mf : [a,b] — Mf (CC)

Def 6.2: Bud’ f funkce definovand na [a, b]. Funkce m s, M se nazyvaji jeji dolni a horni Baireovy funkce.

Véta 6.3: Baireova véta
Necht f je konecnd pro zg € [a,b]. f je spojitd v xg < my (z9) = My (o)

Lemma 6.4: Bud' f funkce na [a, b]. Necht’ {D,, }5° ; je nulovd posloupnost intervalu [a, b].

Oznalme D,, = {a = xén) < x&") . < xﬁ,’j) =b}
poloZzme mé”) = inf {f (z) |z € {:rén)l, a:,(vn)} } prok=1,...,my
. . m,(C") HARS x,(cn)l
a definujme funkci ¢, na [a, b] takto: ¢, (z) = () "3
0  ze{a } - D,

Pak pro x € [a, D] ,x;éa:,(ﬂn), Yn e N,k e {l,...m,}je 11_>m o () =my (2)



Poznamka 6.5: Analogické tvrzeni plati pro My (z)

Diisledek 6.6: Bud’ f libovolnd funkce na [a, b]. Pak jsou funkce m s, My méfitelné na [a, D]
Véta 6.7: Lebesgueova

b b b
Pro ohrani¢enou funkci f na [a, b] plati: ( f f= f my, (R) [ f=(2L) [ My

a

Navic f je integrovatelnd v Riemannové smyslu & fije spopta s. v.na [a, b]
(Tedy mnoZzina bodt nespojistosti funkce f v [a, b] md Lebesgueovu miru nula.)

b
Véta 6.8: Je-li f R-integrovatelnd na [a, b], pak je také .Z-integrovatelnd na [a, b] a plati: (£) [ f

(Tedy Lebesguetiv integrél je skute¢nym rozsSifenim Riemannova integralu.)

b b

Disledek 6.9: Kazd4 spojitd funkce na [a, b] je .Z-integrovatelnd na [a,b] a (£) [ f = (R) [ f
b b

Kazd4 monotonni funkce na [a, b] je Z-integrovatelnd na [a,b] a (Z) [ f = (R) [ f

Poznamka 6.9 . A: Zejména lze pro vypocet Lebesgueova integralu z funkce, ktera je R-integrovatelnd, pouZzit
metody pro vypocet Riemannova integralu: Newton-Leibniziv vzorec, metoda per-partés, substituce
Véta 6.10: Luzinova

Bud’ A € .Z, A (A) < oo. Kone¢nd redlnd funkce f na A je Z-méfitelnd <

Ve > 0 3 uzaviend mnozina F' C A takovd, Zze A (A — F) < e a f|r je spojitd v kazdém bodé x € F'
Tedy f se li$i od spojité funkce velmi mélo



7 Soucin mér a Fubiniova véta

Fubiniova véta prevadi integraci v R™ na integraci ve dvou prostorech R* R/, kde k + [ = n.

Proto je nutné porozumét vztahu mezi Lebesgueovou mirou J,, . . . n-rozmérna Lebesgueova mira, a piisluSnymi
k ¢i [ rozmérnymi Lebesgueovymi mirami.

Hlavni otazky:

e Co je to soudin mér: A\, @ \;?

o Je )\, =\ ®N\?

e Jak souvisi [ fdA,s [ fdX, [ fdN?
A A A

Tyto otdzky prostudujeme pro obecné miry a abstraktni integrély.

e Carathéodoryho véta o rozsiteni (V 2.6, V 2.11)

v

e Véta o jednoznacnosti rozsiteni (V 2.12)
e Lebesgueova véta o monoténnim limitnim piechodu (V 5.22)

Bud'te (X, M, i), (Y, N, v) méfitelné prostory. Kartézsky souc¢in X x Y = {(z,y) |z € X,y € Y}
proAC X, BCVYjeziemé Ax BC X xY.

Def 7.1: Pro A € M, B € N nazyvame A x B méritelnym obdélnikem.
o-algebru generovanou systémem vSech méfitelnych obdélnikd zna¢ime M @ N

Poznamka: Tato o-algebra M ® N nenf kartézskym souceinem M x N
M ® N je nejmensi o-algebra, kterd obsahuje v§echny méfitelné obdélniky A x B

Bud'te M C X x Y libovolnd mnoZinaa x € X,y € Y pevné zvolené body.
M,={yeY|[z,y)e M} CY (x-)fezmnoZiny M vbodé z € X
My={zeX|z,y e M} CX (y-)fezmnoZiny M vbodéy €Y

Bud’ f funkce definovandna X x Y. f: X XY — R*,z € X,y € Y zvolené body. Definujme funkce:
fo: Y = R* f.(y)=f(z,y) x-fezfunkce f...tedy f, = f(x,-)
fy: X =>R* f,(z)=f(zr,y) y-ezfunkce f..tedy f, = f(-,y)

Lemma 7.2: Bud M € M ® N. Pak pro Vx € X,Vy € Y je M, € N, M, € M.
Rez mnoZinou zachovdvd mé&fitelnost mnoZin.

Meéfitelnd funkce f : X x Y — R* vraci méfitelné mnoziny v X x Y z méfitelnych mnoZzin v R*.

Tedy f je méfitelnd na o-algebie M ® N, pokud jsou vzory lebesgueovsky méfitelnych mnozin v R prvky
o-algebry M ®@ N.

Def: Rekneme, 7e funkce f je méFitelna na M ® N, jestlize VL € L je f~1 (L) e M@ N.

Def: Rekneme, Ze funkce f, je méFitelna na N, jestlize VL € . je (f,) ' (L) € N
Rekneme, 7e funkce f, je méFitelna na M, jestlize VL € Zje (f,) " (L) € M

Lemma 7.3: Necht' f je méfitelnd funkce na M ® N, x € X,y € Y zvolené body.
Pak je funkce f, méfitelnd na N a f, méfitelnd na M.

Cilem je na o-algebie M ® N sestrojit miru (oznaéme ji u ® v), pro kteroubude p @ v (A x B) = u(A) - v (B),
pro V méfitelny obdélnik A x B.

Prvky v M ® N jsou ale mnohem komplikovanéjsi, nez jen méfitelné obdélniky A x B (napiiklad kruhy).
Nenf proto iplné ziejmé, jak miru p X v definovat.



Bud’ pro zacatek K systém vSech podmnozin mnoziny X x Y, které jsou konecnym sjednocenim meéfitelnych
obdélniki. Tj. X C M @ N.

Lemma 7.4: Systém X je algebrana X x Y.
Tj. X je uzavieny na komplementy a kone¢na sjednocenti.

Na systému X lze definovat (pra)miru p ® v splitujici (u @ v) (A x B) = u(A) - v (B)
Tuto (pra)miru pak rozsitime Carathéodoryho konstrukei na miru na M ® N.

Véta 7.5: Existuje mira p ® v definovand na o-algebfe M ® N takova, Ze:
(wev)(AxB)=u(A)-v(B)proVAeM,BeN
Jsou-li navic obé miry p, v o-konecné, pak je mira p ® v také o-konecnd a je uréena jednoznacné.

Intermezzo o monoténnich systémech mnoZin

Def 7.6: Systém M C 2% se nazyva monoténni systém podmnoZin v X, pokud je uzavieny na
spocetnd neklesajici sjednoceni a spocetné nerostouci pruniky. Tj.
A, eMneN A CAC...=>A=J A, eM
neN
A, eMneN A DA D...=>A=() A, €M
neN
Poznamka 7.6. A: Kazda o-algebra je monoténnim systémem.
Prinik monoténnich systému je také monoténni systém
= 3 nejmensi monoténni systém obsahujici dany generujici systém mnoZin . C 2%
Oznac¢me tento nejmensi monotonni systém jako .%,,.
Protoze je o-algebra ., generovand systémem . také monoténni systém = . C ., C .,

Lemma 7.7: Je-li vychoz{ systém . algebrou, pak je .7, = .%.
tj. nejmensi monoténni systém obsahujici . je soucasné o-algebrou obsahujici .7

Dusledek 7.8: Pokud je M monoténni systém a M obsahuje né&jakou algebru ., pak M obsahuje i o-algebru
generovanou ..
tj. .7 algebra, M monoténni systém, . C M = .4, CM

Véta7.9: Necht (X, M, u), (Y, N, ) jsou prostory s mirou, pfi¢emz i, v jsou o-konecné.
Bud’ M € M ® N a definujme funkce:
[iX SR f(x)=v(M,)
g:Y =R g(y) =p (M)
Pak je f méfitelnd na M, g je méfitelndna N aplati [ fdu= (p@v)(M)= [gdv
X e

Def: Rekneme, Ze funkce f je polospojité zdola v x, jestlize m s (zo) = f (x0)
Rekneme, Ze funkce f je polospojita shora v xy, jestlize My (xo) = f

Tvrzeni: Funkce f je spojitd v bodé xy < f je polospojitd zdola i shora.

Véta 7.10: Necht' (X, M, p), (Y, N, ) jsou prostory se o-kone¢nou mirou. Pak existuje pravé jedna mira y ® v
na o-algebfe M ® N takovd, Ze pro kazdy méfitelny obdélnik A x B € M ® N plati:
(14 ®v) (A x B) = u(A)-v(B)
Obecngji pro libovolnou mnozinu M € M@ Nje (p®@v) (M) = [v(M,)du(z) = [ p(M,)dv (y)
X Y

Poznamka: Vypocet objemu télesa pomoci metody fezt - Cavalieriho princip

Poznamka: Teorii integrace v kartézskych soucinech se vénoval Fubini, jeho nepfesnosti dotdhnul Tonelli



Véta 7.11: Tonelliho
Necht' (X, M, i), (Y, N, v) jsou prostory se o-kone¢nou mirou.
Necht’ je funkce f : X x Y — R* nezdpornd a u ® v méfitelnd. Potom plati:
1) Funkce f, = f (x,-) : Y — R* je nezdpornd a v-méfitelnd Vo € X.
2) Funkce ¢ : X — R* definovand jako g (z) = [ f (z,y) dv (y) (= [ f.dv) je nezdpornd a p-méfitelnd.
Y e

3) Platirovnost: [ fd(p®v)= [gdu= [ <f f(z,y) dv (y)> dp ()
XXY b'e X \v
Véta 7.12: Fubiniova
Necht' (X, M, 1), (Y, N, ) jsou prostory se o-kone¢nou mirou.
Necht’ je funkce f : X x Y — R*, 4 ® v integrovatelnd. Potom plati:
1) Funkce f, = f (z,-) : Y — R* je v-integrovatelnd pros.v. € X.
2) Funkce ¢ : X — R* definovand jako g (z) = [ f (z,y) dv (y) je p-integrovatelna.
Y

3) Plati vzorec: [ fd(p®@v)= [gdu= [ (ff (x,y) dv (y)) dp ()
XXY X X \y

Situace v R"

Necht' n = k + [, kde n, k, ! € N. UvaZme prostory lebesgueovsky méfitelnych mnozin:

(Rn,fn, )\n) s (Rk,fk, >\k) s (Rl,ﬂ, >\l) a (Rk X Rl,fk ® L, Ak ® )\l)’ kde (Vi € {TL, k, l})

o)\, je i-rozmérnd Lebesgueova mira

.7, je o-algebra lebesgueovsky méfitelnych mnozin v R? vzhledem k Lebesgueové mife \;

0.4 ® 4 je o-algebra z Def 7.1 - je to o-algebra generovand kone¢nym sjednocenim méfitelnych obdélnika
o)\, ® \; je soudinovd mira na %) ® & z Véty 7.5.

Bézné ztotoziiujeme R™ = R¥ x R!

Otazky: Je £, @ L4 = 2,7 NE
Je A\, @ A\ = A2 NE

Véta 7.13: Necht' n = k + [, Lebesgueova mira \,, je ziplnénim soucinové miry A\ @ \; tj. Ay = A @ A
neboli ., = £ ® £ ve znaceni véty 1.11

Integral vzhledem k mife Ay ® A; a vzhledem k mife A, je stejny (jakoZto hodnota), nebot’ A,, = A ® A; a abs-
traktn{ integral nezavisi na hodnotach integrované funkce na mnoZiné miry nula.

[ fdweN)= [ fde@XN)= [ fd\,
RE xR! Rk xRL R™
Véta 7.14: Tonelliho v R™
Necht' f: R™ — R* je nezdpornd a méfitelnd funkce (vzhledem k mife A,,). Potom pro n = k + [ plati:
1) Funkee f, = f (z,-) : R — R* je nezdporna a méfitelnd (vzhledem k miie \;) pro s.v. z € X.
2) Funkce g : R* — R* definovand jako g (z) = [ f (z,y) d\ (y) je nezdpornd a \,-méfitelna.
Rl

3) Plati rovnost: [ fdX, = [ gd\y = [ (f f(z,y)dN (y)) dXg; ()
R~ Rk Rk \R!
Véta 7.15: Fubiniova
Necht' f: R™ — R* je integrovatelna funkce (vzhledem k mife A,,). Potom pro n = k + [ plati:
1) Funkce f, = f (z,-) : R — R* je integrovateln4 (vzhledem k mife \;) pros.v. z € X.
2) Funkce g : R* — R* definovand jako g (z) = [ f (z,y) d\ (y) integrovatelnd (vzhledem k mife ).
R

3) Plati vzorec: [ fdX\, = [ gd\y = [ (f [ (z,y)dN (y)) dXy (z)
R™ R!

Rk Rk



