3. Komplexni éisla - ilohy k procvic¢eni

1.
2.

Dokazte tzv. Moivreovu vétu.
Dokazte, Ze soucin komplexnich Cisel z; a z; je komutativni.

DokaZte, Ze mnoZinu R lze chépat jako podmnoZinu mnoziny C.

Cislo ¢
~4-(vB-i)

. 14
(% — @z) . (2 + 2\/31)
vyjadiete v algebraickém i goniometrickém tvaru.
Nechf z; = —3 + 4i.

a) Cislo 2, znazornéte v Gaussové roviné a vypoctéte |21

b) Vypoctéte /z1 a vysledek vyjadiete v algebraickém tvaru.

c) Napiste algebraickou rovnici s redlnymi koeficienty nejmensiho mozného stupné, ktera ma kofen

21.

d) Napiste reciprokou rovnici s redlnymi koeficienty nejmensiho mozného stupné, kterd ma kofen

21.

Necht zobrazeni f : C — C je dané predpisem

f(2) = (—2V3 + 24i)z — 2 + 3i.

UvaZujme pfitom obrazy jednotlivich komplexnich éisel v Gaussové roviné. Rozhodnéte, zda f je
podobné zobrazeni. Pokud ano, vyjadiete f jako slozeni nékolika zakladnich shodnych zobrazeni a
stejnolehlosti (jednotliva zobrazeni jednozna¢né uréete). Situaci ilustrujte nacrtem v Gaussové roviné.

7. Necht jsou dany rovnice

8. Naésledujici tvrzeni bud dokaZte, nebo uvedte protipfiklad vyvracejici jejich obecnou platnost.

28— 2f —dz— 6=,

628 + 25+ 52 — 522 — 2 — 6 =0,

2= -8 — 83,
24+ (1—-i)z+4i=0.

(1)
(2)
(3)
(4)

a) AniZ rovnici (1) (resp. (2), (3), (4)) zacnete Fesit, uvedte, co je mozné tvrdit o poctu (v C, resp.

v R) a zédkladnich vlastnostech jejich kofent. Sva tvrzeni zdivodnéte.

b) V C vyfeste rovnici (1) (resp. (2), (3), (4)).

c¢) Pomoci algebraickych i goniometrickych tvarti vypoctéte z; - 2, kde 21 a 25 znadi kofeny rovnice

(4).

Pro vsechna z € R plati

a) cos3z = 4cos® z — 3cos,

b) sin4z = 4sinx cos® z — 4sin® z cos z.




9. V Gaussové roviné znazornéte viechna komplexni éisla z, pro néz plati
a) [z—5—-2i| < |z—3-2i| L2
b) |z4+2—3i| — |z + 2+ Ti| =6,
c) |z+4i| = |Imz|,
d) |z—2i|=2|z+1|.
Pojmenujte utvar, ktery je mnoZzinou vSech vyhovujicich bodl a v nacrtu popiste pfesné jeho polohu.
10. Necht pro ¢ € R a z € C plati i
z4+ — =2cosp.
Z
Dokazte, Ze pak pro libovolné n € N plati

1
2"+ T 2 cos np.

11. Dokazte, Ze pro kazdé ¢ € R a libovolné n € N takové, pro nez jsou nasledujici vyrazy definovany,
plati
1+itgp\"  14itgne
1-itgp) 1—itgny

12. Necht a,p € R, n € N a sin § # 0. Pak plati

i (o . na
Sin ~——— sIn + =
Sin90+Sin((p+a)+---+sin(¢+na)= 2 Sina(‘/’ 2)
0
’ (ntDa
sin = cos (¢ + 2=
COS(p+COS((p+a)+"'+COS((p+na)= 2 Sing((p 2).

2
Dokazte. Jak se tyto vzorce zméni, pokud sin § = 07

Dalsi tulohy ve Sbirce tloh z matematiky pro gymnasia

e od str. 228, zejména tlohy &. 63, 64, 66, 67, 73, 75, 78, 80, 91, 93 - 97, 100, 101, 105, 106, 109, 110,
112, 119, 121, 122

e od str. 87, zejména tlohy &. 237, 242, 244 - 246, 248, 251 - 256, 263 - 266, 269 - 271, 275, 276. Ulohy
uvedené v této odrazce zahrnuji rovnice v C. Pozornost doporuéuji vénovat hlavné tloze ¢. 266. Pokud
mate pocit, Ze Vam feSeni téchto rovnic neéini potiZe a nepotfebujete je tedy procvidovat, nemusite
tyto ulohy fesit.




