MS8140 - Algebraicka geometrie
Uloha ¢&. 7 Dominik Velan

Definice. Zobrazeni f: V — W mezi kvaziprojektivnimi varietami se nazyva requldrni,
jestlize pro kazdy bod P € V existuji homogenni polynomy fo, ..., fn € K%z, ..., 2my] téhoz
stupné d tak, ze plati f = (fp:---: fn) na néjakém okoli bodu P € V.

Lemma 1. Viastni uzaviené podmnoziny A' a P! v Zariského topologiich jsou konecné.

Diikaz. Pro afinni ziejmé, vzdyt varieta je ddna idedlem a kazdy idedl je generovany konecné
mnoha polynomy. Kazdy nenulovy polynom je nulovy jen v kone¢né mnoha bodech.
Necht mame nekonecnou projektivni varietu V. Ta je ddna néjakym idedlem J, ktery

je generovan homogennimi polynomy. Casteénym dosazenim x; = 1 do téchto generatorii
obdrzime ideél I generujici nekone¢nou afinni varietu, tedy A'. Varieta V proto obsahuje A'.
Podle véty 13.9 neni A projektivni varieta, proto V = P!, 0

Piiklad. Dokaste, Ze obraz requldrniho zobrazeni f: Al — A™ je uzavreny.
(Tedy f(A') C A™ je varieta v A™).

Resend. Vime, ze A', A" jsou kvaziprojektivni variety. Ukazme, Ze f lze rozsifit na regularni
zobrazeni f: P! — P,

Protoze P!\ Al = {(0:1)}, chceme ukazat, jak dopadne f((0:1)). Necht P € Al je
libovolny bod, pak mame vyjadreni f = (fo:---: fn). VSechny polynomy fo,..., f, jsou
homogenni stejného stupné d. Bud e € Ny nejvyssi mocnina xy délici kazdy z polynomi
fos- s fn. Oznaéme g; = f%o Jisté

(fo(po,p1) -+ fu(po,p1)) = (g0(Posp1) -+ & gn(P0,P1))

pro libovolny bod (pg, p1) € Al, kde je leva (a tedy i prava) strana definovana. Ptitom plati, ze
existuje j takové, ze xq { g; (tak jsme polynomy g; konstruovali). Pak ale ¢;(0,1) # 0 (vysledek
je nenulovy koeficient u ¢lenu x(ffe). Jisté je (go : - : gn) definované na kokonecné (a tedy
oteviené) mnoziné obsahujici (0 : 1). Rozsifili jsme tedy reguldrni zobrazeni f: A! — A" na
reguldrni zobrazeni f : PL — P,

7 véty 13.7 vime, ze obraz projektivni variety v regularnim zobrazeni je uzavfeny, tedy
f (P!) C P" je projektivni varieta.

Je-li f((0: 1)) vlastni bod, je f(P') C A™ podle véty 13.9 konetna mnozina. Jisté je té7
f(AY) C f(P!) koneéna mnozina, tedy afinni varieta, zejména uzaviend mnozina v A”.

Je-li naopak f((0:1)) nevlastni bod, je f (P!) projektivn{ varieta dand néjakym ho-

mogennim idedlem J C Klzg,...,x,]. Mnozina bodu nulujicich se na polynomech idedlu
I C K[z1,...,7,)], ktery dostaneme z idedlu J dosazenim zo = 1, je f(Al). Tedy f(Al) je
varieta, zejména tedy uzaviend podmnozina A". O



