MS8140 - Algebraicka geometrie
Uloha ¢&. 5 Dominik Velan

Uvazujeme projektivni prostor dimenze n nad algebraicky uzavienym télesem K
P"={(zxo:a1: - xy) | 2 € K},
pak afinni prostor dimenze n lze chapat jako podmnozina P"
A" ={(zo:z1: - 1axp) €P | g =1}

Na A™ mame definovany pojem afinni variety (tu lze zadat napiiklad mnozinou polynomu
v K[z1,...,x,], specidlné idedlem), na P” mame definovany pojem projektivni variety (ta je
ddna mnozinou homogennich polynomu v K[z, ..., z,] nebo homogennim idedlem). Uvazme
Zariského topologi na P", kde uzaviené mnoziny jsou pravé projektivni variety. Afinni varietu
lze chapat jako mnozinu bodt projektivniho prostoru, vzdyt V' C A™ C P". Plati

Vel (I) = VP (I),

kde I = (§ | g € I), pricem# § = 209 (Ll ﬂw)

2.,
Priklad. Zvolte vhodnd uspordddni monomi na K[z1,...,z,] a na K[z, ...,x,] a dokazte,
Ze pokud je mnoZina polynomi g1, gz, ..., gn Grobnerova baze idedlu I, pak g1, ..., gn je Grob-

nerova bdze idedlu I, zejména pak

Val (g1, ..., gn) = VI (I) = VP'(I) = VP (1. .., Gn) -
Lemma 1. Necht K je algebraicky uzavrené téleso, n € N a necht I C K[xy,...,xz,] je idedl.
Pro libovolné f € Kx1,...,x,] plati, Ze f € LT I pravé tehdy, kdyz kazdy clen f lezi v LT I.

Dikaz. ,=“: Necht f € LT I. Pak existuji monomy qi, ..., ¢, € LTI (vzdyt takovymi prvky
je idedl LT I generovan) a polynomy p; € K[z, ..., z,] takové, Ze

m
F=Y"api
=1

Necht f; je libovolny ¢len polynomu f. Zejmé kazdy clen p; € Kz, ..., z,], mizeme proto
uvazit jen ty scitance > i, ¢;ip;, které prispivaji k f; (tj. az na nasobeni néjakou jednotkou
jsou rovny f;). Ty jisté padnou do LT I, vzdyt ¢; jsou monomy. Proto taky f; € LT I. Nutné
tedy kazdy c¢len polynomu f je v LT I.

L, ZFejmé. O
Lemma 2. Oznacme A =K|z1,...,z,] a A =K[zo,...,x,]. Definujme
©: A= A,
e: s s(l,x1,...,2p).

Necht mdme zadand uspordaddni na polynomech takovd, Ze pro libovolny polynom r € A a li-
bovolny homogenni polynom s € A plati

LMr = LMF,
LM ¢(s) = o(LM s).

Bud g € A monom a I C A idedl. Pak g € LT T pravé tehdy, kdyz ¢ (g) € LT 1.



Dikaz. ,=“: Bud g € LT I monom. Ide4l LT I je generovan vedoucimi monomy polynomi
z I. Existuji tedy fi,..., fm € I a polynomy p; € A takové, ze

m
g=) (LMf;)-pi.
i=1
Pfitom protoze je g monom, existuje i € {1,...,m} takové, ze f = f; a LM f | g. Jisté
(LM f) | ¢ (g). Ozna¢me d = deg f. Protoze I je homogenni idedl, muZzeme psét
f=so+s1+s3+ -+ sq,

kde s; je homogenni polynom stupné i. Pritom s; € I vzdyt polynom f lze napsat jako

-1 R - - q;, kde h € I jsou homogenni. Omezenim se jen na ty cleny ¢;, které maji stupen
J— deg h; dostdvame pravé ty scitance prispivajici k s;. Uvazme polynom s = s;, pro ktery
LM f = LM s. Protoze s € I, plati pro vhodné t; € A a r; € I:

k
S = Z Fiti
i=1

Zobrazeni ¢ je (¢astecné) dosazeni, jedné se o homomorfismus okruht, ktery pro r € A spliiuje
¢ () = r, proto

k k
=@ (Z’Et@> = Zri-gp(ti).
i=1 i=1
Odtud ¢ (s) € I, tj. LM ¢ (s) € LT I.
LMp(s)=¢(LMs) = (LM f) € LTI,

protoze navic ¢ (LM f) | ¢ (g), jei ¢ (g) € LTI.
,&="1 Ziejmé, vzdyt h = ¢ (g) € LTI znamend, Ze existuje polynom f € I takovy, Ze

LM f = h, ptitom g = h - z{ pro néjaké a € No. Pakfe[ atedyLMf LMf=helll,
zejména tedy g € LT I. O



Reseni. 7 véty o existenci Grobnerovy baze dostdvime, Ze polynomy gi,...,g, € I jejichZ
vedouci monomy (v predem daném usporadani) generuji ideal LT I, generuji idedl I. Protoze
budeme pfechazet mezi polynomy v A = K[z1,...,z,] a A= K[z, ..., x|, je pfirozené zvolit
usporadani na polynomech takova, aby byly splnény podminky z lemmatu 2. Uvazme proto
nasledujici dvé usporadani monomu

e VKlzy,...,z,] uvazme usporddéni dané podminkami (diive uvedend ma vyssi prioritu)

1. monom vétsiho stupné je vétsi,

2. lexikografické usporadani dané usporadanim x > xg > -+ > Ty,.
o V K[zg,x1,...,z,] uvazme usporddéni dané postupné podminkami

1. monom vétsiho stupné je vétsi,
2. monom mensiho stupné v xg je vétsi,

3. lexikografické usporadani dané usporadanim x1 > xo > -+ > xy,.

Prvni podminky zajisti LM f neobsahuje zo, stejné usporadani na ostatnich proménnych pak
dd LM f =LM f Pro homogenni polynomy s € A cheeme, aby operator LM komutoval s ¢.
To spolu s predchozim zajisti pravé druha podminka na uspotradani v A (pro nehomogenni
nic takového platit nemize, vzdyt ¢ (zg — 1) = 0).

Jisté g; € I. Chceme ukézat, ze tvori jeho Grobnerovu bazi, tedy

LTI =(LMg,...,LMg,).

Jisté LTT D (LM gy, ...,LMg,), stadi tedy ukazat inkluzi C. Bud proto f € LT T libovolny.
Diky lemmatu 1 mtuzeme bez Gjmy na obecnosti predpokladat, ze f je monom. Z lemmatu 2
plyne, ze ¢ (f) € LTI = (LMg,...,LMg,). Proto existuje i € {1,2,...,n} takové, ze
LMg; | o (f). Jisté tedy LM g; = LM G; | f, ti. £ € (G1,-- -, Gn)- O



