MS8140 - Algebraicka geometrie

Uloha ¢. 2 Dominik Velan
Priklad 1. Reste soustavu
24y +2 =1
r +y*+z =1
r +y +2°=1

pomoci Grobnerovy bdze idedlu I = (f1, fa, f3), kde

fi="+y+2-1
fo=z+y’+2-1
fa=x+y+22-1

Reseni. Pokud bychom poéitali nejprve S(f1, f;) pro j > 2, zastavili bychom se aZ u polynomu
f12 a pak bychom pocitali S(f2, fj) a obdrzeli bychom dalsi polynomy. Je vidét, ze pomérné
snadno muzeme obdrzet relativné maly (v nasem uspofddani z > y > z) polynom uvézenim
S(fa, f3). Poéitejme proto

S(fo, f3) = fa — fa=y* —y — 2* + 2, coz dévé

fi=y?—y—2+z

S(f1, f2) = fi — xfo po pricteni (y?> + 2z —1)fa a (—y? —y — 22 — 2 + 1) f4 dostadvame

f5 = 2yz? + 24 — 22
S(fa, f1) se po pricteni (—y — 22 + 2) fo a (—y? — z + 1) f4 zredukuje na nulu.
S(f3, f1) se po pticteni (—y — 22 + 2)f3 a (—y — 2% + 1) f4 zredukuje na nulu.
S(f1, f3) se po pricteni (y + 22 — 1) fa, (—y — 22) f1 a —f5 zredukuje na nulu.
S(f1, f1) se po pricteni (—y — 22 + 2)f1 a (—y — z + 1) f4 zredukuje na nulu.
S(f1, f5) se podobné pomoci polynomiu f; a f5 zredukuje na nulu.
Vidime, Ze jsou-li vedouci koeficienty nesoudélné, tak pomoci pislusnych polynomi lze S( f;i, f;)
zredukovat na nulu. Zajimavé jsou tedy ty dvojice polynomi, jejichz vedouci koeficienty nejsou
nesoudélné. Takova dvojice zbyva jedina a to fy4, fs.
S(f1, f5) = 222 f14 — yfs coz po piicteni 1/2- (22 + 1) f5 d& polynom v proménné z, ktery je po
vynormovani tvaru
fo =25 —d2* +423 — 22

Posledni zajimavy polynom je S(fs, fs), tento vSak po pricteni (—422 +4z—1)f5+(—22+1) fo
opét vynulujeme. Dostavame tedy

I = (f1>f27f37f4af57f6)5

kde tyto polynomy tvori Grébnerovu bazi.

Zbyva doresit soustavu rovnic. Tj. hleddme body (z,y, z), které nuluji vsechny polynomy
z I. Z posledniho polynomu (a symetrie puvodni soustavy) vidime, Ze pocet feSeni bude



kone¢ny. Snadno téz vidime, ze polynom fg méa dvojnasobny nulovy kofen a mé jako kofen 1,
u kterého snadno uvidime, zZe je téz dvojnasobny. Dostavame tedy rozklad

fo=20 -4zt 4423 - 22 =22 (2 -1 (2 +22-1).
Kvadratickou rovnici mizeme doresit standardnim zptusobem a obdrzime

2= —1++2.

e 2z = (0 nebo z = 1, pak dosazenim do polynomu f; dostavame, ze y = 0 nebo y = 1. To
po dosazeni do puvodni soustavy da reseni

(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1).
e Vidime, Ze po dosazeni z = —1 + /2 do polynomu f5 dostaneme pifmo y.

2
22 4 1—(—1:|:\/§) 1-(3T2V2)

Konec¢né dosazenim do druhé rovnice vyjadiime .
t=1—9>—2=1-3F2v2) - (-1£v2)=1-3+2V24+1FV2=-1+£V2.
Dostavame tedy dvé reseni

(-1-v2-1-v2,-1-v2) a  (-14V2-1+v2,-1+V2).

Soustava mé 5 reseni:

(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1),
(F1-v2,-1-v2,-1-V2) a  (-14V2-14V2,-1+2).



