MS8140 - Algebraicka geometrie
Uloha &. 1 Dominik Velan

Okruhem budeme rozumét komutativni okruh s jednickou.
P¥iklad 1. Bud A okruh, a € A. Dokaste, e Ala™'] = A[t]/(at —1).
Lemma. Bud A okruh, I = (at—1) idedl okruhu A[t]. Pak pro kazdé k € Ny plati a*t*—1 € I.

Diikaz lemmatu. Pro k = 0 je tvrzeni zfejmé. Pro & € N mame
afth —1=(at —1)- ("W 4P pat+ 1) €T,
vidyt at —1 € T a a*"+F=1 4 ab=2¢F=2 ... pat + 1 € Aft).
Diikaz. Prvky okruhu Afa™1] jsou tvaru [b,s] = 2, kde b € A, s = a" pro n € Ny. Budeme
chtit zkonstruovat zobrazeni do okruhu A[t]/(at —1). Ozna¢me I = (at —1). Ve faktorokruhu
muzeme intuitivné chapat at—1 =0, tj. t = % Je proto prirozené uvazit nasledujici zobrazeni:
p: Ala™'] = A[t]/1,
b
@ — = b-t"+ 1
a
Budeme chtit ukazat, ze zobrazeni dané timto predpisem je izomorfismus okruhi.

e Korektnost: Necht 2L = 22.. To z definice A[a™!] znamens, ze

3k € No: (b1a™ — bya™)a* = 0.

Chceme ukézat, ze oba prvky zobrazime na stejnou tiidu, tj. ¢ (alel) — (;%) =0+1.
b1 b2\ _, m na _
= Dyt™ 4 byt™ - (am2TREnetR 1) gtz — pytnz . (@M TRtk ) 4T =
= MR g2 o™ ) + T =04 1.

vzdyt diky lemmatu plati: byt™ - (a"2tFgn2tk — 1) € [ a byt - (a™ TRtk — 1) € .

e Homomorfismus okruht: Ziejmé ¢ (1) = ¢ (%) =1+ 1. Déle

a

b b by b
o <1> o <2> = (byt™ + 1) - (bpt™ + ) = bit™ - bpt™ + 1 = ¢ (1 : 2) .
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b
+o <2> — (bt 1)+ (bot™ + ) = bit™ + bot™ + T =

a2

= byt™ + bit™ - (a2 — 1) + bot"™? + bot"? - (™™ — 1) + [ =

bla”2 + bganl b1 b2
ngni+n nigni+n
bra™ "™ T 4 bya™ T2 (‘0< amitne ) ¥ (an1 anz) ’



o Injekee: ¢ je injektivni pravé tehdy, kdy# ker ¢ = {0}. Necht tedy ¢ (a%) — 0. To nastavé
pravé tehdy, kdyz bt"™ € I. Proto existuje polynom f € A[t] takovy, ze f - (at — 1) = bt".
Je-li b =0, pak lze vzit f =0.

Necht b # 0. Diky specidlnimu tvaru polynomu na pravé strané dostavame, ze vedouci

koeficient f a a jsou délitelé nuly (jisté 1 neni délitel nuly, takze ¢len at musi zmizet

po vynasobeni vedoucim koeficientem polynomu f). Odtud f = —bt", pritom ab = 0.

Tento fakt ndm uz staci k tomu, abychom ukéazali, ze a% =0= % To je z definice prave

tehdy, kdyz existuje k& € Ny takové, ze
(b-1—0-a")a" = 0.
Staci zvolit k = 1, coz spolu s ab = 0 davd, ze ker ¢ = {0}.

o Surjekce: Bud f = bpt™ + - - + bit + bg € A[t] libovolny. Jisté

(e ety oo () o(3)ren
a a a a a a

Zobrazeni ¢ je tedy izomorfismus okruhti.



Priklad 2. Bud A okruh, I jeho idedl. Dokazte, Ze
(A/D)[t] = Altl/J
pro vhodny idedl J okruhu Alt]. Tento idedl J urcete.

Dikaz. Jistée I C A C A[t]. Mizeme proto uvazit idedl J C A[t] jako idedl generovany
mnozinou I, jedna se tedy o nejmensi ideal obsahujici I. Pritom plati

J=A{feAlt]| f=ant"+ -+ a1t +ao, an,...,a0 € I}.

Jisté tato mnozina obsahuje I a zaroven kazdy polynom s koeficienty z I lze pomoci I vyge-
nerovat (v této mnoziné neni nic navic). Jisté je tato mnozina idedlem. VySe napsané rovnost
tedy plati.

Uvazme nésledujici zobrazeni:

p: Alt]/J — (A/D)[t],
o: (ant" +--+art+ao) +J = (an+ D" + -+ (a1 + Dt + (ap + I).
Opét chceme ukazat, ze ¢ je izomorfismus okruht.

e Korektnost: Oznatme f = apt” +---+ait+ag a g = byt + --- + b1t + bp. Bez Gjmy
na obecnosti predpokladejme, ze n > m. Necht f +J =g+ J, tj. f — g € J. Pak plati

e(f+J)—plg+J)=
=[(an + D"+ -+ (a1 + Dt + (ag + I)] = (b + D™ + -+ (by + D)t + (bg + I)] =
=(an+It"+ -+ (am — b + D" + -+ (a1 — b1 + D)t + (ag — b+ 1) =0+ 1.

e Homomorfismus: Ziejmé, vzdyt

p(f+D)+elg+J) =
=[(an + D" + -+ (a1 + D)t + (ao + D)+ [(by + D™ + -+ -+ (b1 + 1)t + (bo + I)] =
= (an + D"+ + (am + b + D™ + -+ (a1 + b1 + )t + (ag + bo + 1) =
=¢(f+9)+ ).

e Injekce: Zrejmé ¢ (f + J) = 0 pravé tehdy, kdyz vSechny koeficienty f jsouz I, tj. f € J.

e Surjekce: Ziejmé z predpisu homomorfismu ¢.



