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Kapitola 1

Geometrie I

1.1 Geometrie trojihelnika

1.1.1 Vzorce pro obsahy

Necht je dan trojihelnik ABC. Oznacme Yy thel pfi vrcholu C, r polomér kruZnice opsané, p polomér
kruZnice vepsané a s poloviéni obvod trojihelniku (2s = a + b+ ¢). Pak pro jeho obsah S plati
néasledujici formule:

1. S=iabsiny,

2. §=4x

4r

3. §=ps,

4. S=/s(s—a)(s—b)(s—c) tzv. Heromiiv vzorec.

1.1.2 Téznice
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Uvazujme trojihelnik ABC, délky jeho téZnic ozna¢me obvyklym zpiisobem t,,1,,1.. Pro jejich vyja-
dfeni pomoci velikosti stran plati formule

1

t, = 5\/ 2b2 +2¢% —a?,
1

tp = EV 2¢2 +2a% — b2,
1

t, = 5\/ 2a% +2b2 — 2.

Pro téZnice plati
|AT|  |BT| |CT|

= = =2.
|TSa| |TSb| |TSc’

1.1.3 Véty a jejich dusledky
Véta 1.1 (Sinova véta). Pro kaZdy trojiihelnik ABC s vnitinimi tihly &, B,y a stranami a,b,c plati:

a b c
. = - = — =12r
sina¢ sinf3  siny

kde r je polomér kruzZnice opsané.

Véta 1.2 (Kosinova véta). Pro kaZdy trojithelnik ABC s vnitinimi tihly o, B,y a stranami a,b, ¢ plati:
a®> =b*+c* —2cbeosa,
b? = c* +a® —2accos B,
c? = a®? +b* —2bacosy.

Véta 1.3 (Bisector theorem). Necht’ je ddn trojithelnik ABC. Osa tihlu /BAC protind stranu BC
v bodé K. Plati

|BK| _ |AB|
|KC|  |AC|
C

K

Véta 1.4 (Cevova). Necht’ ABC je trojithelnik a K, L, M jsou po Fadé body leZici na primkdch BC,CA,AB.
Primky AK,BL a CM se protinaji ve spolecném bodé, prave kdyZ plati
[AM| |BK]| |CL| _

=1.
[MB| |KC| [LA|

4
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Yvev

Dusledek 1.6. Vysky trojihelnika se protinaji v jednom bod€. Tento bod se nazyva ortocentrum.

Dusledek 1.7. Osy thli trojihelnika se protinaji v jednom bodé a tento bod je stiedem kruZnice
vepsané.

1.2 Geometrie ¢tyrihelnika

1.2.1 Tecénové a tétivové c¢tyriahelniky

Definice 1.8. Ctyithelnik se nazyva tétivovy, jestlize mu lze opsat kruznici. Ctyfihelnik se nazyvé
tecnovy, jestlize mu lze vepsat kruznici. Ctyfihelnik se nazyva dvojstiedovy, jestlize je soucasné téti-
vovy i teCnovy.

Ctyfihelnik je tétivovy, pravé kdyz jsou soudty protilehlych dhld shodné (tj. pravé kdyz soucet dvou
protilehlych thld je 180°). Ctyfihelnik je te¢novy, pravé kdyZ jsou soulty délek jeho protilehlych
stran shodné.

Necht” ABCD je tétivovy Ctyfuhelnik, pak pro jeho obsah S plati tzv. Brahmaguptitv vzorec:

S=+/(s—a)(s—b)(s—c)(s—d), kde2s=a +b+c+d.
Pro S obsah te¢nového Ctyfiihelniku plati
S =ps,

kde p je polomér vepsané kruznice a s = %(a +b+c+d).
Je-li ¢tyithelnik ABCD dvojstfedovy, plati pro jeho obsah S

S =+Vabcd.

Véta 1.9 (Ptolemaiova nerovnost). Necht’ a,b,c,d jsou v obvyklém oznaceni délky stran konvexniho
Ctyfiihelniku ABCD a e, f délky jeho tihlopFicek. Pak plati

ab+bd > ef.

Rovnost pritom nastdvd, prdavé kdyZ ctyrihelnik ABCD je tétivovy. Tvrzeni, Ze v kaZdém tétivovém
Ctytiihelniku ABCD plati rovnost
ab+bd =ef

se nazyvd Ptolemaiova véta.
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1.3 Soutézni priklady

Priklad 1.1. V roviné je dén Ctverec o strané délky a. Dokazte, Ze souCet druhych mocnin vzdale-
nosti vSech jeho vrcholl od libovolné piimky této roviny, ktera prochazi stfedem daného Ctverce, je
konstantni. Urcete tuto konstantu. (2 body)

Reseni. Uvazme &tverec ABCD se stfedem S, jehoZ strana ma délku a, a piimku p. Rozli¥me dva
pripady.

Prochézi-li pfimka p kromé stfedu S ¢tverce ABCD jesté dvéma jeho protéj§imi vrcholy, napt. A a C.
V tomto piipadé€ je vzdalenost pfimky p od vrcholi A a C nulovd, od vrchold B a D rovna poloviné
uhlopricky, tj. %ﬂa. UvaZovany soucet s druhych mocnin vzdélenosti vSech jeho vrcholl od pfimky p
roven

s=2 1\ﬁa 2:212512:02
2 4 '

Druhy pfipad je, neprochdzi-li pfimka p Zadnym vrcholem ¢tverce ABCD.

BUNO (ze stiedové soumérnosti podle bodu S): P¥imka p protina strany BC a AD ve vnitinich bodech.
Podobné sta¢i uvazovat tu dvojici vrchold, které leZi v téZe poloroving s hrani¢ni pfimkou p, napt. C
aD (|Ap| = |Cp|,|Bp| = |Dp|). Situaci ilustruje ndsledujici obrazek.

D C

D,

A B

Oznacme C; a D kolmé priiméty vrcholt C a D na ptimku p. Trojihelniky SCC; a SDD; jsou oba pra-
vouhlé, délky odvésen |SC| = |SD| = @a, a protoze |£CSC|+90° +|£DSD;| = 180° a |[ADSD, | +
+90°+ |£D;DS| = 180°, tak |£D|DS| = |£CSC}|. Celkem jsou tedy trojihelniky SCC; a SDD; jsou
pravouhlé shodné. Z Pythagorovy véty pak pro soucet s dostivame

2
2
s =2(|CC1 [ +|DD|?) =2 (|CCy|* + |SC1 [*) = 2|SC|* =2 (‘9:) = a’.
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Priklad 1.2. V roviné je dan lichobéznik ABCD se zakladnami AB a CD. Urcete délky ramen AD
a BC tohoto lichob&Zniku, znate-1i délky jeho zdkladen, |AB| = 23cm a |CD| = Scm, a thlopficek,
|AC| =25cm a |BD| = 17cm. (2 body)

Reseni. Oznaéme Cy, Do kolmy primét bodi C,D na zdkladnu AB, délku |[ADg| = ¢. Body Co, Dy

ndm rozdéli AB na tfi ¢asti jejichZ délky jsou postupné @, 5 a 18 — ¢. OznaCme déle v velikost vysky
lichobéZnika.

D 5 ¢
25 v 17\|"
23 B
A [0} Dy 5 G 18—¢

Pak z Pythagorovy véty plati
V(9 45)2 =25%
V4 (23-0)2 =172
Odectenim druhé rovnice od prvni dostaneme

(@452 —(23—9)? =252 —17°,
56¢ = 840,
¢ =15.

Dosazenim ¢ do prvni rovnice dostdvame

v +20% =252,
v =152,

v=15.

Dalsi aplikaci Pythagorovy véty dostdvame hledané délky stran |BC| a |AD)|

BC] =+ (18 - 9)?, AD|> =v* + ¢?,
|BC|* =234, |AD|* = 450,
|BC| = 3v/26, |AD| = 15V/2.
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Priklad 1.3. Je déna dsecka AB s vnitfnim bodem C. Urcete mnoZinu vSech bodid D takovych,
Ze polomér kruznice opsané trojuhelniku CBD je dvakrat vétsi neZ polomér kruznice opsané troji-
helniku ACD. (2 body)

Reseni. Uvazme libovolny trojihelnik s polomérem r kruZnice jemu opsané. Necht’ a, b, ¢ zna&i veli-
kosti jeho stran, a «, 3,7 velikosti odpovidajicich vnitfnich Ghli. Potom plati

a b ¢
sina sinff siny

2r.

S ohledem na tento vztah pro poloméry r| a ry kruznic opsanych po fadé trojihelnikim ACD a BCD

plati
|AD| |BD|

" 2sin|4ACD|” '~ 2sin|<BCD|
ProtoZe sin | {ACD| = sin|£BCD|, hleddme body D s vlastnost{

r

1 |AD| 2sin|4BCD| _ |AD|

2 r, 2sin|<ACD|  |BD|  |BD|

y y « o . \ . |AX . . .
Vzhledem k tomu, Ze mnoZinou vSech bodl X roviny, pro nez plati ﬁ = %, je Apolloniova kruznice,

leZi bod D nutné na této kruznici. UvaZovand Apolloniova kruZnice k je sestrojena nad primérem EF,
kde bod E je bodem tusecky AB, pro ktery plati % = %, a bod F je bodem polopfimky opacné

k polopiimce AB, pro ktery plati % = %

Naopak kazdy bod D, ktery leZi na této (Apolloniove) kruznici k a soucasné neleZi na piimce AB, ma
danou vlastnost. |
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Priklad 1.4. V roviné je dan pravouhly trojihelnik ABC s pravym thlem pii vrcholu C. Urcete, jaké
jsou velikosti jeho vnitinich dhld prfi vrcholech A a C, prochdzi-li osa vnitiniho thlu pfi vrcholu B
sttedem téZnice z vrcholu C. (3 body)

Reseni. OznaCme S, stied strany c a S stfed téZnice ..

A

Podle Bisector theorem plati

_|cs)|eB|

a
|SSe|  IBSe| 5

Odtud dostavame, Ze ¢ = 2a. Oznaéme B’ obraz bodu B v osové soumérnosti podle strany AC.

A
2a 2a
/
B RRr— B
Vidime, Ze trojihelnik ABB’ je rovnostranny, a proto | ZABC| = 60° a |ZCAB| = 30°. [ |
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Priklad 1.5. Oznac¢me S stied strany AB ostrodhlého trojihelniku ABC a V prisecik jeho vysek (or-
tocentrum). Obraz bodu V ve stfedové soumérnosti se stiedem S ozname U. Dokazte, Ze thly ACV
a BCU jsou shodné. (3 body)

Re§eni. Oznaéme P,, P, a P. paty vysek.

Ctyfihelnik AVBU je rovnob&znik. Ctyfthelnik CP,VP, je tétivovy, a protoZe plati |ZP,VP,| =
= |LAVB| = |ZBUA|, také ¢tyiihelnik ACBU je tétivovy. Diky tomu méame, Ze |ZUCB| = |ZUAB].
Vzhledem k tomu, Ze AVBU je rovnobéznik a AB je jeho thlopficka, tak plati |ZUAB| = |£ZVBA|.
Trojahelniky AP,B a AP.C jsou podobné, a proto plati | LACV| = |ZACP,| = | £P,BA| = | ZVBA|. Tim
jsme ukdzali, Zze |ZACV| = |ZUCB]. [

10
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Priklad 1.6. Pfimky AA;, BB; a CCj jsou osy vnitinich thld trojdhelniku ABC, body A1, By, C; leZi
na jeho odpovidajicich strandch. Velikosti vnitfnich dhld trojihelniku ABC po fad€ pfi vrcholech A, B,

C jsou v poméru 4 : 2 : 1. Dokaite, ze plati |A;Bi] = |AiCy|.
(3 body)
Reseni. Polozme @ = 8% Pak plati

|{ACB| =2, |{ABC|=4w0, |{BAC|=380.

Oznacme I prasecik os thli. Bodem I ved’'me rovnobézku s piimkou BC a jeji prusecik se stranou AC
oznacme K.
Budeme chtit ukdzat, Ze trojihelniky AjAC; a A; KB jsou shodné.

Snadno odvodime ndsledujici rovnosti (mj. s vyuZitim rovnobéznosti KI a BC)
|{AKI| = |{ACB| = |{ABI| =2, |{KAI|=|4{BAl|l=4o.

Odtud jsou trojuihelniky AIK a AIB podobné. Vzhledem k tomu, Ze maji shodnou stranu Al, jsou
shodné. Proto
|AK| = |AB].

A

2w

11
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Podle véty sus jsou trojihelniky BA1A a KA A shodné. Trojihelnik AA|B je rovnoramenny, a proto

AIK| = |A1B] = AA4],
|LAIKA| = | LA\ BA| = |A|ACI| = 4o.

Dopoctem do 180° = 14 v piislusnych trojihelnicich dostaneme, Ze |{AC|C| = 5@ a nésledné
|LAIC,| = 5. Podobné |£AB|B| = 4®. Dopoétem do pifimého thlu dostaneme, Ze |{IB|K| = 100
a proto |{KIB|| = 2. Trojihelniky AIB; a IAC} a IB|K jsou rovnoramenné a plati

|AC,| = |AI| = |B\I| = |B1K].
Dostali jsme, Ze plati
|A1A| = |A1K|, |£A1AC)| = |{AKB,|, |ACi|=|BiK]|.

Trojihelniky A;AC; a A} KB jsou shodné podle véty sus, proto |A;Cy| = |A;By], coz jsme méli dokd-
zat. |

12



Kapitola 2

Deélitelnost

2.1 Navodné priklady

Navodny priklad 2.1. Najdéte zdklady z vSech Ciselnych soustav, ve kterych (41), déli (1001),.

Hint. Uvédomte si, jak prevést Cislo zapsané v soustaveé o zakladu z do standardni desitkové soustavy.
Podobné jako v desitkové soustavé mizZeme rozepsat

1568 =1-10*4+5-10%+6-10' +8-10°,
Ize tuto tivahu snadno zobecnit pro libovolny zdklad z € N
(1568), = z° + 522 + 62 +8.

Dale miZete vyuZit Eukliddv algoritmus.

Reseni. Protoze se v &isle (41), nachdzi cifra 4, dostdvame, 7e z > 5. Nyn{ pfepiSeme &isla v soustavé
o zékladu z do desitkové soustavy. Budeme chtit urcit, pro kterd z plati

4411241

Vyuzijeme krok Euklidova algoritmu pro vypocet nejvetsiho spole¢ného délitele

2
3 e Z 1 63
l=@z+1)- (> —=+— | +—=.
o+ (z+)(4 42+43)+43

ProtoZe jsou ¢isla 4 a 47+ 1 nesoud€lnd, plati
dz+1124+1 & A+ (P+1).
Miizeme se proto zbavit zlomkt
B (PH1) = (dz+1)- (4227 —4z+1) +63.

Jist& 4z+ 1 déli levou stranu pravé tehdy, kdyZ déli pravou stranu této rovnosti. Celkem 4z+1 | z° + 1,
pravé kdyz 4z+1 | 63. Odtud 4z+ 1 € {1,3,7,9,21,63}. Spolu s odhadem z > 5 tj. 4z+ 1 > 21
dostdvame jediné feSeni z =5 (vzdyt 4z+ 1 = 63 nemad celociselné fesSeni). |

13
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Navodny priklad 2.2. Urcete vSechna pfirozend ¢isla n > 1 takovd, Ze v nékteré Ciselné soustave
o zékladu z > 5 plati ndsledujici kritérium délitelnosti: trojmistné ¢islo (abc), je délitelné &islem n,
praveé kdyz je ¢islem n délitelné Cislo ¢ + 36 — 4a.

Hint. Podobné jako v predchozim vyuZijte pfepisu ptivodniho ¢isla do desitkové soustavy. ProtoZe se
jednd o kritérium délitelnosti, musi platit pro vSechna (abc),. Vhodnou volbou cifer a,b, ¢ 1ze ziskat
néktera Cisla, kterd n musi délit.

Reseni. Piepiseme podminku do desitkové soustavy
nla-?+b-z+c & n|c+3b—4a.

Zvolme a =b =c =1, pak
n|Z+z+1 & n|0.

ProtoZe pravd strana ekvivalence plati vZdy, dostdvdme, 7e n | z> +z+ 1. Ddle zvolme a = 1, b = 0,
c =4, pak
n|z2+4 & n|o0.

Opét odtud plyne, 7e n | z*> + 4. Provedeme dva kroky Euklidova algoritmu

Ztz+l=(Z+4)1+(z-3),
Z+4=(2—3) (z+3)+13.

Dostdavame, Ze n | 13. ProtoZe 13 je prvocislo an > 1, je nutné n = 13. Dostali jsme podminku nutnou.
Dokéazeme, Ze je i postacujici, tj. nalezneme vhodné z, aby zadané kritérium platilo. V prvnim kroku
Euklidova algoritmu jsme dostali, Ze n | z— 3. Zvolme tedy z = 16 a ovéime, Ze

13|a-16*>+b-164+¢c < 13 | c+3b—4a.
To snadno rozmyslime, vZzdyt’
a-16>+b-16+c=13-(20a +b) + (c+3b—4a).

Uloha mi tedy jediné feseni n = 13. |

14
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Navodny priklad 2.3. Najdéte vSechny dvojice pfirozenych Cisel x,y takové, Ze
xy?
x+y

je prvocislo.

Hint. Uvazme m,n € Z takovd, Ze (m,n) = 1, kde (m,n) zna¢i nejvétsiho spole¢ného délitele Cisel m,
n. Pak plati
(mm+n)=1 a (mz,m+n):1.
Reseni. Bud’ d nejvétsi spoleény délitel &isel x a y. Pak plati x = da, y = db pro néjaka a,b € N. Bud’
déle p prvocislo, pak miZeme psat
xy? B
x+y
d*ab® =dp(a+D),
d*ab®> = p(a+D).

Y

Jisté b? déli levou stranu rovnice, musi délit i pravou. Protoze (bz, a+ b) = 1, musi platit b? | p, proto
b = 1. Dostavdme
d*a=pa+1).

ProtoZe a déli levou stranu rovnice, musi délit i pravou a (a,a+ 1) = 1, musi proto platit a | p. Odtud
a =1, nebo a = p. Tyto dv€ moZnosti vySetiime zv1ast

e Jestlize a = 1, dostivame
d* =2p.

Pak nutné d = p =2 a dostadvame feSeni x =2,y = 2.
e Jestlize a = p, dostdvame
d’p=p(p+1),

d*=p+1,
p=(d+1)(d—1).

Odtud nutné plyne, Ze d+1=pad—1=1.Tedy d =2 a p = 3. To ndm dav4a feSeni x = 6,
y=2.

Celkem tedy dostdvame dvé feseni (x,y), ato (2,2) a (6,2). [

15
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Navodny priklad 2.4. Hledané ¢tyimistné pfirozené Cislo je délitelné sedmi. ZapiSeme-li jeho Cislice

v opacném poradi, dostaneme vétsi Cislo, které je také délitelné sedmi. Navic pii déleni Cislem 37
déavaji ob& zminénd étyfmistnd Cisla stejny zbytek. Urcete pivodni étyfmistné Cislo.

Hint. Uvédomte si, Ze Cisla m, n davaji stejny zbytek po déleni ¢islem k praveé tehdy, kdyZ k dé€li jejich
rozdil.

Reseni. Zapisme hledané &islo n ve tvaru abed = 1000a+ 1006+ 10c +d. Polozme k = dcba. Nejprve
uvaZzme posledni podminku o délitelnosti 37, kterou aplikujeme na rozdil n — k
37 | 1000a + 100b 4 10c +d — 1000d — 100c — 10b —a =999 (a—d)+90(b—c) =
=27-37(a—d)+90(b—c).

Protoze (37,90) = 1, plati 37 | b — ¢ a protoze 0 < b,c < 9, nastdva rovnost b = c¢. Hledané &islo je
tedy tvaru abbd. Nyni aplikujeme podminku o déleni sedmi na rozdil n — k

71999 (a—d)+90(b—b) =999 (a—d).

Protoze (7,999) = 1, plati 7 | a — d. ProtoZe k > n, je také d > a, navic n je tvaru 1bb8, nebo 2bb9.
Abychom ur¢ili b, pouZijeme predpoklad o délitelnosti sedmi na ¢islo n v obou pripadech

71000+ 1000+ 10b+8 = 7|b,
712000+ 1000+ 106+9 = 7|b.
Dostdvame pravé Ctyfi feseni: 1008, 1778, 2009, 2779. |
Navodny priklad 2.5. Dokazte, Ze pro kazdé pfirozené Cislo n plati:
37311997 41.
Hint. Zépis a” lze zapsat s vyuZitim zdvorek jako a®) . Déle 1ze napfiklad vyuZzit vztahd

& =a-d,

abc = (ab)c = (a)",
@ +b° = (a+b)(a® —ab+b?).

Resent. RozepiSeme &islo 1997% + 1 podle vzorce a® +b* = (a+b) (a*> —ab + b?)

19973 1= (19973”" n 1) <(19973"')2 19973 + 1> _

n— a2\ 2 n— n—1\ 2 n—
:(19973 2+1) ((19973 2) — 19973 2+1> ((19973 ‘) — 1997 1+1> -

n—1 N2 ; n—1 N 2 i
= (1997"+1) [T ((19973) —1997° +1) — 1998 ((19973) —1997° +1>.
i=0

i=0

Protoze 3% | 1998, stal{ ukézat, Ze pro kazdé i =0,...,n— 1 plati 3 | ((1997%')2 — 19973 +1). Protoze
1997 = 1998 — 1, plyne z binomické véty, Ze

31((1997)2-1997% +1) o 3|((-D)¥)?=(-1)¥ +1=3.

Pravi strana ekvivalence zfejmé plati, proto 3"+3 | 1997 + 1 pro kazdé pfirozené n. |
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z vz

Navodny priklad 2.6. Dokazte, Ze pro kazdé ptfirozené Cislo n plati:
n|(3"—2) = 3"-1] (33"—1 f3).
Hint. VyuZijte nasledujici definice délitelnosti pro cela ¢isla a, b:
Rekneme, Ze &islo a déli &islo b, piseme a | b, jestlize existuje k € Z takové, Ze a -k = b.

Reseni. Z podminky n | (3" —2) dostdvame, 7e 3" — 2 = kn pro vhodné k € N. Upravme nyni pravou
stranu implikace

3" 1] (33”—1 - 3) =3 (33"—2 - 1) =3 (3"” - 1) =3 ((3")’< - 1)

posledni vyraz staéi rozepsat podle vzorce af — b* = (a — b) (ak_1 +d72b+ -+ abf 2 4 ! ) , 4.
(B =1) =@ =D () + @24 43741,
Timto je diikaz hotov. u

Navodny priklad 2.7. Aritmeticky primér nékolika navzdjem riznych prvocisel se rovnd 27. UrcCete,
jaké nejvetsi prvocislo mezi nimi miZe byt.

Hint. Naleznéte horni hranici, pro hledané prvocislo (tj. omezte ho shora). Je mozné, aby v uvazova-
ném aritmetickém priméru mohla byt vSechna ,,mald“ prvocisla?

Reseni. Oznaéme P mnoZinu prvo&isel, jejichZ aritmeticky primér je 27 a kterd obsahuje hledané
prvodislo p*. Mé-li byt primérem celé liché Cislo, musi byt soucet sudého poctu Cisel sudy a lichého
poctu ¢isel lichy. Touto tivahou snadno zjistime, Ze 2 ¢ P. Udélejme nyni horni odhad pro p*

34+5+74+11+13417+194+23+p" <

27.
9

Vyjadienim p* z této nerovnice dostdvame
pt < 145.

Nyni staci brat sestupné prvocisla od 145 a provadét pfisluSnou kontrolu. Nejvétsi prvocislo mensi

nez 145 je 139.
3+5+7+11+134+174+19+23+139 237 3
9 =g~y

MiZeme zkusit néjaké pouzité prvocislo odebrat nebo naopak néjaké nové pridat. Lze uvézit nasledu-
jici postupy

e MiZeme si v§imnout, Ze jsme od pozadované hodnoty vzéleni o g. Staci tedy misto 23 vzit
2346 =29, coZ je také prvocislo, a dostdvdme

3+5+7+114+13+17+19429+139
5 =

27.

e Bez odebirani prvocisel mensich nez 27 Ize také dospét k vysledku

34547+ 11+13+17+19+23+29+31+139
11 -

27.
Hledanym prvocislem je p* = 139. |
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Kapitola 2. Délitelnost Matematicka liga

2.2 Soutézni priklady

Priklad 2.1. Uvazte dvé pfirozend &isla (15), a (26), zapsand v Eiselné soustavé o zdkladu z, kde z > 7
je pfirozené Cislo. UrCete vSechny hodnoty z, pro néz jsou ¢isla (15), a (26), nesoudélnd. (2 body)

Reseni. Prepiseme zadan4 &isla do desitkové soustavy a vyuZijeme jeden krok Euklidova algoritmu

2z4+6=2-(z+5)—4.

z v

Nejvétsi spolecny délitel Cisel 2z+ 6 a z+ 5 musi délit také islo 4. Pokud spole€nym délitelem 2z 46
a z+5 nebude dvojka, bude to uz nutné jednicka. Ur¢ité 2 | 2z+ 6, nicméné 2 | z+ 5 pouze pro z lichd.
Hledané hodnoty z jsou tedy vSechna suda ¢isla vétsi nez 7. |
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Priklad 2.2. Dokazte, Ze dané pfirozené Cislo A je druhou mocninou nékterého prirozeného Cisla,
pravé kdyz pro kazdé prirozené n je aspon jeden z rozdila

(A+1)>—A,
(A + 2)2 _Av
(A+3)>—A,
(A+n)>—A
délitelny Cislem n. (4 body)

Reseni. Dokazat ekvivalenci znamend dokazovat dvé implikace.

e ,=“: Pfedpoklidime, 7e A = a°, kde a € N. Bud’ # libovolné, pak

(
(

2_A a2—|—1)2—a2:(a2+a—|—1) (az—a+1),
2_A a2—|—2)2—a2:(a2+a—|—2) (az—a+2),

(A+n)?—A= (a2+n)2—a2 = (a2+a—|—n) (az—a—i—n).

Jisté n déli alespon jedno z téchto ¢isel (prvni zdvorky v rozkladu na soucin tvori posloupnost n
po sobé jdoucich pfirozenych &isel).

e ,<*: Dikaz povedeme sporem, tj. pfedpokladame, Ze libovolné n € N déli alesponi jeden ze
zadanych rozdili a A neni druhou mocninou pfirozeného ¢isla. Pak nutné existuje prvocislo p,
které se nachazi v rozkladu &isla A na prvoéisla v liché mocniné, tj. p?*—! | A, ale p?* { A. ProtoZe
n je libovolné pfirozené, zvolme n = p**. Predpokladame dile, Ze p** déli néktery z rozdild, tj.
p* | (A+ j)* — A pro n&jaké j. Jist&

PlA+)’=A = @A) A
Volbou n méme, 7e p*~! | A, proto
AR = A
vzdyt (A+ j)* je druhd mocnina prirozeného &isla. Celkem
PrLAa+) -4 = pHa
COZ je spor.

Tim je dikaz hotov. |
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Kapitola 2. Délitelnost

Matematicka liga

Priklad 2.3. Najdéte vSechny dvojice prirozenych ¢isel, jejichZ soucet ma posledni cifru 3, rozdil je

prvocislo a soucin je druhou mocninou pfirozeného ¢isla.

2 v

Reseni. Oznacme hledand pfirozena ¢isla x, y.

(4 body)

e Polozme d = (x,y), tj. x = ad, y = bd. Mizeme psit x —y = d (a—b) = p. Je-li d > 1, pak
p=daa—b=1,tj.x=d(k+1),y= dk pro n&jaké k € N. Pak ale xy = d?k(k + 1). To neni

druha mocnina piirozeného &isla, coZ je spor. Proto d = 1 a miizeme psat x = u?, y = 17,

2

e Vime, 7e posledni cifra sou¢tu x +y = u? 4+ v> ma byt 3. UvaZzme &isla tvaru n = 10k + j, kde

j=0,1,...,9 a podivejme se na posledni cifry n%. Dostdvdme
J 0 213/4|5/6(7]8|9
zbytek | O 41916(5(6]9(4]1

Vime, 7e u> —v* = (u+v)(u—v) = p, proto u+v = p, u—v = 1, tedy u = v+ 1. Proto se
miZeme zabyvat pouze dvéma po sobé jdoucimi druhymi mocninami. Dostdvame dva typy

feSeni

up =10k+3, vi=10k+2

pro vhodnd &,/ € Nj.

2 2

a

ur = 101+ 8,

v =100+7

e Uvazme uj —vi = (u; +v1) (u2 —v2) = 20k +5 = p, odtud nutné k = 0. Snadno ovéifime, Ze

x =32,y =22 je feseni.

2

e V druhém piipadé u% —v5 = (up +v2) (ua — v2) =200 + 15 = p nedostdvame Zzadné feSeni.

ReSenim je jedind dvojice ¢isel, ato 9 a 4.
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Priklad 2.4. 1. Dokazte:

¥neN: 2%22013% — 1 azdroven 2"312013% 1.

2. Naleznéte vSechna k € Z spliiujici:
VneN:2"2 |k —1 azirovein 2" k% —1.
(3 body)
Reseni. RozepiSeme &islo 20132" — 1 pomoci vzorce a> — b*> = (a+b) (a — b)
2013% — 1=
— (2013 1) (2013 — 1) = (2013 1) (201377 1) (201377 1) = ..

- (20132”’1 +1) (20132"’2+1) (20132°+1) (201320 _ 1) -

n—1 )
=2012]] (2013 +1).
i=0

ProtoZe 4 | 2012, ale 842012, sta&f nam pro diikaz prvnf &sti ukézat, Ze 2 | 2013% + 1, ale 4120132 +
+ 1. Sudost je splnéna trividlng. Protoze 2013 = 2012+1, plyne nedélitelnost ctyikou z binomické véty.
Stejnymi upravami jako vyse miZeme dostat totoZny tvar i pro obecné k

n—1

= 1= (k=D [T (K +1).
i=0
Jednoduchou tvahou dospéjeme k feSeni, Ze k = 8/ £ 3 pro libovolné [ € Z. |

Priklad 2.5. Najdéte vSechny pravouhlé trojuhelniky s obvodem 180, jejichz délky stran jsou vyjad-
feny prirozenymi Cisly. (2 body)

Reseni. Oznaéme jednotlivé délky stran jako a,b a ¢, kde a® + b*> = ¢. Navic a+ b +c = 180, miizeme
tedy dosadit za ¢ a upravovat

a>+b* = (180 —a—b)?,
a+b*=a’+b*>+180>—2-180a —2-180b+ 2ab,
ab — 180a — 1805+ 180% = 90 - 180,
(180 —a) (180 — b) = 90 - 180.

Protoze a, b jsou délky odvésen, plati 180 —a > 90, 180 — b > 90. Rozkladdme proto ¢islo 90 - 180 =
= 23.3%.52 na soucin dvou pfirozenych &isel vétsich nez 90.

23.3%.52=120-135=108-150 = 100- 162

Dostévame tfi feseni (30,72,78), (45,60,75) a (18,80,82). u
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Priklad 2.6. Dokazte, Ze Cislo 5" + 7" + 13" je slozené pro kazdé pfirozené ¢islo n. (2 body)

ReSeni. VypisSme si nejprve nékolik prvnich ¢lend

n 1| 2 3 4 5 6 7
STHTT413" | 25| 143 | 2665 | 31587 | 391225 | 4960083 | 63650185

Snadno rozmyslime, Ze pro n lich4 jsou pfislu$na Cisla vZdy délitelna péti. O néco méné trividlni je
vSimnout si, Ze pro n suda jsou vSechna Cisla délitelna tfemi. Nyni dokdZeme, Ze toto skutecné plati
pro vSechna n € N, vyuZijeme u toho binomické véty.

e Je-li n liché, pak
50/5"+7"+13"=5"+(5+2)"+(15-2)" < 5]|2"+(-2)"=0.
Tedy skutecné pro vSechna n lichd nase hypotéza plati.
e Je-li n sudé, pak
315"+ 7"+ 13" =(6-1)"+(6+1)"+(12+1)" < 3|(-1)"+1"+1"=3.
Dokézali jsme tvrzeni i pro n sud4.

ProtoZe kazdy c¢len posloupnosti je jisté vétSi neZ 5 a je délitelny bud’® 3 nebo 5, musi byt nutné
sloZzenym ¢islem. Tim je tvrzeni dokdzano. |
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Kapitola 3

Rovnice a jejich soustavy, nerovnosti

3.1 Teorie

s v

Definice 3.1. Necht’ 7 je prirozené Cislo a x1,x, ..., x, jsou kladnd redlna Cisla. Pak definujeme
e jejich aritmeticky priimér A predpisem
X1 +x24 ...+ X,

A(xl,x2,...,xn): " )

e jejich geometricky priimér G predpisem
G (X1,X2y ooy Xp) 7= /XL X2+ Xy

e jejich harmonicky priimér H predpisem

H(xl,x2,...,xn) = l—|-i—|---~—|—i;

X1 X2 Xn

e jejich kvadraticky primér Q predpisem

2 2 5
X7T+x+...+x
O (x1,X2,...,X,) ;:\/ ) ; n

Pozndmka 3.2. U aritmetického, geometrického a kvadratického priméru se da definice rozsifit na ne-
zdpornd redlnd ¢isla x1,xp, ..., x,.

Véta 3.3 (Nerovnosti mezi praméry). Pro aritmeticky, geometricky, harmonicky a kvadraticky prii-

mér libovolnych kladnych redlnych Cisel x1,xy,...,x, plati nerovnosti
0>A>G>H.
Rovnost v kaZdé z nerovnosti nastdvd pravé tehdy, kdyZ x;, = x, = --- = x,,.

Véta 3.4 (Cauchyho-Schwarzova nerovnost). Necht’ n je pFirozené Cislo a a;,b; (i=1,2,...,n) jsou
libovolnd redlnd cisla. Pak plati nerovnost

(Ben) <(£4) ()

Rovnost nastdvd pravé tehdy, kdyZ by = by = --- = b, = 0 nebo existuje redlné islo A takové, Ze a; =
= Ab; pro vSechna i € {1,2,...,n}.
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2 v

Pozndmka 3.5. Pfedchozi nerovnost pro n = 3 a a, b, c nenulovd neidentickd ¢isla ndm tedy fika, Ze
(ax+by+cz)? < (> + 0> +2) (P +y* +22),

pricemz rovnost nastavd prave tehdy, kdyZx:y:z=a:b:c.

Pozndmka 3.6. Cauchyho-Schwarzova nerovnost se ¢asto formuluje pro vektory nasledovné:
Necht' V je euklidovsky prostor (vektorovy prostor se skaldrnim soucinem), u,v € V libovolné.
Pak plati:

u-v| < [ul[-[[v]],

tzn. absolutni hodnota skalarniho soucinu dvou vektord je mensi nebo rovna soucinu velikosti téchto
vektord.
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3.2 Navodné priklady

Navodny priklad 3.1. V oboru nezapornych redlnych Cisel festé soustavu rovnic
X xyFaz—yz=—2,
Y +xy+yz—xz=3,
2 +xz+yz—xy=0.
Reseni. Seltéme postupné prvni rovnici s druhou, druhou s tfeti a teti s prvni. Dostdvame
¥4+2y+yr =1,
V4 2yz+22 =09,
P4+ 2z+x> =4

Protoze x,y,z jsou nezaporna Cisla, je odmocnéni ekvivalentni Uprava.

x+y=1,
y+z=3,
x+z=2.
Odtud snadno dostdvame jediné feSeni soustavy (0, 1,2). |

Navodny priklad 3.2. V oboru redlnych Cisel feste soustavu rovnic
x* = |x| = |y,
y2 - b’| = ‘Z)C|,
2 =zl = oy,
Reseni. Protoze pro libovolna redlna &isla plati x> = |x|? a |xy| = |x| - |y|, miiZeme soustavu upravit
do tvaru
el - (bl = 1) = Iyl - [l
- (vl = 1) = [zl - [,
2l ([e = 1) = [« - [y].

Snadno vidime, ze (0,0,0), (+1,0,0), (0,41,0) a (0,0,+£1) jsou feSent, a jiné kombinace s 0 nebo +1
feSenim nejsou. UkaZme, Ze jsou to vSechna feSeni.

Pokud jsou nezndmé rdzné od 0 nebo +1, jsou vSechny strany rovnic nenulové a miZeme tak tyto
rovnice ekvivalentné prondsobit. Dostaneme rovnici

- (el = 1) <[yl (Il = 1) - Jal - (12 = 1) = x>+ [y1? - 2],

kterou miZzeme pokrétit nenulovym |x| - |y| - |z| na tvar

(el = 1) ([ = 1) - (Jz[ = 1) =[] - |y] - 2]

Protoze pro libovolnd redlnd ¢isla plati nerovnost |x| — 1 < |x|, plati i nerovnost

(bl = 1) (yl = 1) (2l = 1) < |x] - y] - |2,

a rovnice dalsi feSeni nema. [ |
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Navodny priklad 3.3. Reste ndsledujici rovnice (ne jako soustavu) v oboru redlnych ¢isel:

26x +29y% + 572 — 4xy — 10yz — 20xz = 0,
(4x+7y+2)* =66 (x2+y2—|-zz) ;
(4x+y+3)> :26(x2+y2—|-1).

Hint. S vyhodou miiZete pouzit Cauchy-Schwarzovu nerovnost.
Reseni. Prvni rovnici upravime do tvaru
(2x+ 1y+52)* =30 (F+y*+2%)
a pouzijeme Cauchyho-Schwarzovu nerovnost. Rovnost nastdva pravé kdyz
x=2A, y=A, z=35A A eR.
U druhé rovnice je vidét feseni ihned po pouziti Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti:
x=4A, y=TA, z=2X1 AeR.

Podobné u tieti rovnice dostaneme x =4A,y=A a 1 = 3A. Vidime, Ze A = %, tedy
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Navodny priklad 3.4. Urcete vSechny funkce f: Z — Z spliujici podminky
e existuje a € Z takové, Ze f (a) # 0,
o fla=y+2)=f(x)—f)+f()
o flxy)=f)-f ) —f)=fO)+Fx=y)+fy—x).
Hint. Zkuste si dosadit néjaké, vhodné zvolené, hodnoty.
Reseni. Zkusime dosazovat konkrétni hodnoty za x a y do zadanych vztaht
e x=y=0
f(0-0)=1(0)£(0),
fO)(£(0)=1)=0.
Je-1i £(0) =0, pak pro libovolné x € Z plati
fx-0)==fx)+F () +f(=x) = f(=x),

coZ je spor s prvni podminkou. Proto

f(0)=1.
e y=0ax jelibovolné

f-0)=f(x) = f(x) =1+ f () +f (=),
fO)+f(=x)=2.

e UvamZe x =y = —1, pak s vyuZitim pfedchoziho zjiS§téni dostdvame
) =fED D) =27 (=) +2
SN (=D =) =0

e Je-li f(—1)=1, pak také f (1) = 1. Dosad’me do souctového vzorce
fatD)=fx=0+1)=f(x)-1+1=7f(x),
fa=1)=fx—140)=f(x)+1—-1=f(x).

Dostdvame tedy jedno moZzné feSeni
fx)=1 pro kazdé x € Z.

e Je-li f(—1)=0, pak f (1) =2. Dosad’me do souctového vzorce
FOa+)=f(x—0+1)=f(x)—142=f(x)+1,
fa=D)=fx=1+0)=f(x)-2+1=F(x) 1.

Ziejmd indukce ndm dd druhé fesen{ (vyuzivame vztahu f (0) = 1)

flx)=x+1 pro kazdé x € Z.

Zadani spliuji prave dvé funkce
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Navodny priklad 3.5. Dokazte, Ze pro libovolnd kladnd redlnd ¢isla a, b, ¢ plati nerovnost

a b» o3
—+—+-—>atb+c.
bc ca ab

Urcete, kdy nastane rovnost.
Hint. Je moZno vyuZit AG nerovnost.

Reseni. Trojim uZitim AG nerovnosti obdrZime

a’ a’ s/ ad

—.,b . —+b >34/ —-b-c=3
(bc’ ,c) bc+ +c2> be De=34

3 3 3
<b,c,a>: b—+b+cz3\3/b—-c~a:3b,
ca ca ca

3 3 3/ 3
—,a,b|: —+b >3\/—-a-b=3c.
(ab’a’ ) ab+ +c2> P c

Sectenim téchto nerovnosti dostivame

a3 b3 3
—+—+4+—+2(a+b+c)>3(a+b+c).
et ot ot (a+b+c)>3(a+b+c)

Odectenim Cisla 2(a + b+ ¢) dostavame dokazovanou nerovnost. Rovnost nastane pravé tehdy, kdyz
a=b=c. [
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Navodny priklad 3.6. Dokazte, Ze pro libovolnd kladnd redln4 ¢isla a, b, ¢ plati nerovnost

1 1 1 9
> .
b(a+b) + c(b+c) +a(c—|—a) ~ 2(a®?+b%+c2)

Urcete, kdy nastane rovnost.

Hint. Je moZno vyuZzit AH nerovnost.

1 1 1

atB)’ c(bre) alcta)’ kterd ndm fika

Reseni. VyuZzijme AH nerovnosti pro kladna redlnd &isla B

1 1 1 1 3
>

+ + ,
3 |b(a+b) c(b+c) alc+a)] ~ bla+b)+c(b+c)+a(c+a)
1 1 1 9
+ + > )
b(a+b) c(b+c) alc+a) — a*+b%+c2+ab+bc+bc

pfi¢emz rovnost nastava pravé tehdy, kdyZz b(a+b) = c(b+c¢) = a(c+a).
Diéle vime, Ze pro libovolna redlnd ¢isla a, b, ¢ plati nerovnost

(a—b)+(b—c)*+(c—a)* >0,
kterd je ekvivalentni s nerovnosti
a® +b*+c* > ab+bc+ca,

pri¢emz rovnost nastavd, pravé kdyzZa = b = c.
S vyuZitim této nerovnosti dostdvidme

9 9 9
> = .
@ +b>+c2+ab+bc+bec — a?+ b2+ c2+at+b2+c 2a+DbP+c?)

Celkem tedy mdme nerovnost

1 1 1 9
>
b(a+b) +c(b+c) +a(c+a) ~2(a*+b*+c?)’

pfi¢emz rovnost nastava pravé tehdy, kdyz b(a+b) = c¢(b+c¢) = a(c+a) a soucasné a = b = c, tedy
prave tehdy, kdyZa = b = c. |

29



Kapitola 3. Rovnice a jejich soustavy, nerovnosti Matematicka liga

3.3 Soutézni priklady

Priklad 3.1. V oboru redlnych ¢isel feSte soustavu rovnic

x2+y2+z:2,
Y+ +x=2,
P y=2.

(2 body)
Reseni. Odeéteme druhou rovnici od prvni, tfeti od druhé a prvni od tfeti. Dostdvdme

= —(x—2) = (x—2) (x+z—1) =0,
Y= —(y—x)=(—x)(+x—1)=0,
2=y =(z=y)=(—y)(z+y-1)=0.
Staci rozebrat, které zavorky se v sou¢inovém tvaru nuluji.
e Necht’ x =y = z, pak ndm kazda z pivodnich zadanych rovnic pfejde do tvaru
263 +x—2=0.

Kvadratickou rovnici vyfeSime a dostdvame dvé feSenix =y =z = _HZV 17,

e Necht x=yax+z=y+z=1, pak miZeme dosadit do ptivodnich rovnic za y a z. Dostavame
2% +(1—x)=2,
P+ (1—x)P+x=2,
P+ (1—x)P+x=2.

"l

Pfi blizsim pohledu zjistime, Ze se jedna o stejnou rovnici

22 —x—1=0,
kterou snadno vyfe$ime a dostdvdme dvé feSeni: x =1 a x = %1, snadno dopocitime zbylé
proménné. Stejnym zplisobem vyfeSime piipady, kdy x=z#yay=z#x.
e Posledni piipad je, kdy x #y# z# xax+z=y+x =y+z =1, coz ale nemiZe nastat.

Jako feSeni dostdvame trojice

<—1+m —1+V17 —1+ﬁ> (—1—\/ﬁ —1-V17 —1—\/ﬁ>

4 4 4 4 ’ 4 ’ 4

1 13 13 1\ /3 1 1
=) (=22, -2, (2. -2,-2 ), (1,1,0),(1,0,1),(0,1,1).
< 27 272>7< 2727 2>7<27 2? 2>7( 9 7())7( 707 )?(07 ) )
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Priklad 3.2. Dokazte, Ze pro kazdé a,b € N plati

a® + b? S 4/ ab
ab T a+b’

Rozhodnéte navic, kdy nastdva rovnost. (2 body)

Reseni. Nejprve udélame odhad

@+b _ a+b
ab — ab ’
ktery jisté pro vSechna prirozena Cisla a, b plati. Nyni dokdZeme, Ze
a’ +b? S 4~/ ab
ab ~ a+b’

Jednoduchou tpravou pfevedeme nerovnost do tvaru

2
(757) =5t )

0? (a,b)-A(a,b) > G’ (a,b),

kde O, A, G znaci kvadraticky, aritmeticky a geometricky primér. Protoze Q > A > G, je timto nerov-
nost dokédzéna.
Nyni budeme chtit ukdzat, kdy nastane rovnost, tj.

a3+b27a2+b274\/ab
ab ~ ab  a+b’

Vime, Ze prava rovnost nastane pravé tehdy, kdyZz a = b. Leva rovnost nastane, pravé kdyz a = 1.
Celkem tedy rovnost nastdvd, pravé kdyZa =b = 1. |
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Piiklad 3.3. Reste v oboru kladnych redlnych &isel soustavu

xZ+ y2 =2yz,
i+ 2= 2tz,
w1 = 2tx,
ty +x2 = 2xy.

(2 body)

ReSeni. ProtoZe jsou x,y,z,y > 0, mizZeme prvni rovnici podélit yz a teti rx. Dostdvame

X
XYy
y z
z
-+-=2.
r x
Tyto dvé rovnice seteme a dostdvidme
X z t
—+ X 4+ - =4,
y z t x

Rovnost nastavé pravé tehdy, kdyz f = % == L =1,tj.x =y=z=1t. Dosazenim do zad4ni snadno
oveiime platnost i druhych dvou rovnic. |

Piiklad 3.4. Reste v oboru redlnych &isel soustavu

2 2
Xy—X
4 +xy2—|—2xy—xz+y2—x—y =0,
Vayz+x2 —4yr -2
3 2
a —x+2y =0,
VAyz+x2 —4y2 — 22
X%y —x?

—2xy? 4+ 2xz43y* — 11lxy — 3y+9x = 0.

2 _ 422
VAyz+x2 —4y2 —7 (4 body)

Reseni.

e Nejprve dokdzeme, ze x # 0. Postupujme sporem, tj. pfedpokladame, Zze x = 0, pak piejde
soustava do tvaru

¥ =y=0,
2y=0,
3y> =3y =0.

Odtud nutné y = 0 a odmocnina ve jmenovateli je tvaru v/ —z2, coZ je spor.
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e Sporem dokdzZeme, Ze y # 1. Kdyby totiZ y = 1, pak je soustava ve tvaru

x(2—2)=0,
2
3 —x42=0,
2 —(z-2)
2x(z—2)=0.

Jiz z pfedchoziho vime, Ze x # 0, proto z = 2. Druha rovnice pak prejde do tvaru
3jx| —x+2=0,
kde ale leva strana rovnice je vZdy kladnd. Tedy y # 1.

e Vydélime prvni a tfeti rovnici x- (y — 1) a druhou x. Dostavame

2
X +2y—z—1
_ X_|_ %:0’
\/xz—(z—2y)2 . Y
3
S S, 2 =1,
V2= Gz-2)
—2y?+2z—11y+9
S S e SV L
\/xz—(z—2y)2 . Y-
e Provedeme substituci
X y y4+2y—z—1
a=——, b=7, c:—_1 .
V2= (=2 * Y
Dostavame
at b+ c¢c=0,
3a+2b =1,
a+3b—2c=1.
Vyfesime tuto soustavu a mame jediné feSeni: a = —1,b =2, c = —1.
e 7 rovnosti
X
_— =]
2 —(z—-2y)

dostadvdme, Ze x < 0 az=2y. Ddle z )y; =2 mame y = 2x. Dosadime za ¢

VA42y—z—1 4 +dx—4dx—1
CcC = =

—oxl=—1.
y—1 21 o

Celkem mame jediné feSeni
(_ 17 _27 _4) .
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Priklad 3.5. Rozhodnéte o feSeni nasledujici soustavy v zdvislosti na parametru p
13x% — 4xy + 10y> — 12yz4 52 — 6x2 =0,
61y> — 48yz+412% — 60zt 4 521> — 40yt = 0,

(p* +9) x> —4pxt + 131> — 12pt — 24x = —4p* — 16.
(3 body)

Reseni. Upravime vSechny tii rovnice do tvaru, ve kterém budeme moci aplikovat Cauchyho-Schwar-
ZOVU herovnost, tj.

(x+2y+32)° =14 (2 +y* +22),
(4y+ 62451 =77 (3 +2* +t2) ,
(2x+pt+3-2)° = (p* +13) (P +12+27).
Nynf sta¢i urcit, kdy v Cauchyho-Schwarzové nerovnosti nastdva rovnost. Z prvnich dvou rovnic
hned dostaneme, Ze pokud by méla byt nékterd z neznamych rovna nule, pak by musely byt rovny
nule vSechny, coZ vylu€uje posledni rovnice. Rovnice ndm tedy postupné daji
x:y:z=1:2:3,
yiz:it=4:6:5,
x:t:2=2:p:3.
Z prvnich dvou rovnic mdme, 7Ze x : z:¢t =2:6:5, odkud plyne p = 5. Z posledni rovnice dosta-

vimex:2=2:3,tj.x= %, ze ziskanych pomért snadno dopocitame dalsi neznamé.

Soustava ma feSeni pouze pro p =5 a to

4 8 10
- =2, =4, t=—.
=3 3 T IT3
|
Priklad 3.6. Urcete vSechny funkce f: Z — Z spliiujici podminky
e existuje a € Z takové, Ze f (a) # 0,
o flxy)=Fx) - f)—fx)—=f)+f(),
o flx+y)+fx—y)=2f(x)+2f(y)—f(1).
(2 body)

Reseni. Zkusime dosazovat konkrétni hodnoty za x a y do zadanych vztaht
e Polozme x =0, y =1, pak
FO-1)=f(0)f(1) =7 0)=f(1)+f(1),
fO)(F(1)=2)=0.
Rozmysleme ptipad, kdy f(0) = 0. UvaZme proto x = 0 a y je libovolné, pak
fO0-3)=F0)f»)—fO0)=f)+,(1),
F) =10,

To nam dé f (y) = 0 pro libovolné y, coz je spor s prvni podminkou, proto

f1)=2.
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e Polozme x =1, y =0, pak
FA+0)+f(1-0)=2f(1)+2f(0)—f(1),
FO)=1.
Déle uvazme x =y =1

FA+D+FU—=D)=2f (1) +2£ (1) £(1),
f2)=5.

e Nyni uvazme x libovolné ay =1

Fa+D)+fx—1)=2f(x)+2f(1)—f(1),
ft1) =2f(x) = f(x—=1)+2,
Fx=1)=2f(x)—f(x+1)+2.
Toto vyjadfeni ndm (spolu s pocate¢nimi podminkami f (1) =2 a f (0) = 1) ddvd jednoznacnost

resent, tj. kdyZ vhodnou funkci uhodneme, jiz vime, Ze bude jedinym hledanym feSenim.

e Vycisleme funkei v nékolika bodech pomoci predchozich vzorci

(1):2, f(=1)=2,
f(2)=5, f(=2)=5,
f(3)=10, f(=3) =10,
f(4)=17, f(=4) =17,
f(5) =26, f(=5)=26.

Vidime, Ze zatim vzdy plati f (x) = x>+ 1, zkusme tento vztah dokdzat.
1. Vycisleme f(—x) jako f (—1-x), kdyZz vime, Ze f (1) = f(—1):
(=) =f(=0F0) = f(=D)=f)+f(1) = ().

Funkce je tedy sudd. Dokazme rekurentni vztah indukci. Vime, Ze f (1) = 2. Pfedpokla-
dejme, 7e f (n) = n*+ 1, pak

fa+1)=2f(n)—f(n—1)+2=20"+2—-n*+2n—2+42=(n+1)*+1.

2. Druhd moZnost je ukazat, 7e funkce f (x) = x*> + 1 splni tfi zadané podminky. Z jedno-
znacnosti pak bude toto nase hledana funkce. Prvni podminka je splnéna trividlné a plati

(xy)*+1= (x2+1) (y2—|—1) - (xz—l) - (y2—1)+2,
x4+ + 1+ @x—y)?+1=22+2>+2.

Existuje jedind funkce splilujici zadan{ a to

fx)=x*+1.
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Kapitola 4

Geometrie 11

4.1 Teorie

4.1.1 Feuerbachova kruznice
Eulerova primka

Véta 4.1. Necht’ je ddn trojiihelnik ABC. Oznacme S stied kruZnice opsané, T t&Zisté a V priisecik
vySek. Predpokiddejme, Ze V £ S. Pak body S, T a V leZi na spole¢né primce. Tato piimka se nazyvd
Eulerova pfimka.

KruzZnice deviti bodu

Véta 4.2. Necht’ je ddn trojiihelnik ABC. Oznacme V priisecik vySek. Plati: Body soumérné sdruZené
k priseciku vysek V podle stran trojithelniku i podle st¥edii stran trojithelniku leZi na kruZnici opsané.

M¢éjme dan trojuhelnik ABC. UvaZzujme stejnolehlost se sttedem v bodé V (prisecik vysek) a ko-
eficientem stejnolehlosti k = % Ptedchozi tvrzeni ndm ddvé odpovéd’ na otdzku, jak vypadd obraz
kruZnice opsané trojihelniku ABC v této stejnolehlosti. To je zformulovdno v nasledujici véte.

Véta 4.3. Necht’ je ddn trojithelnik ABC. Oznacme va,vg,ve paty vysek, ddle ta,tg,tc stiedy stran
trojithelniku ABC a X,Y,Z stredy iisecek AV,BV,CV. Téchto devét bodii leZi na spolecné kruznici.
Této kruZnici se fikd Feuerbachova kruznice nebo také kruznice deviti bodi.

Véta 4.4. Stied F Feuerbachovy kruZnice lezi na Eulerové pFimce a plati

1 1
TF|=3ITS|, [VF|=3, [VF|=IFS|.

Vv F T S

Pozndmka 4.5. Kazdé dvé kruznice jsou stejnolehlé, pficemZ pokud maji riizné poloméry, tak existuji
pravé dvé stejnolehlosti, jedna s kladnym, druhd se zadpornym koeficientem. Stfed stejnolehlosti s
kladnym koeficientem nazveme vnéjsim stiedem stejnolehlosti, stred se zapornym koeficientem pak
vnitinim stiedem stejnolehlosti.
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Véta 4.6. Necht’ je ddn trojithelnik ABC. Oznaclme T téZisté a V priiselik vysek.
KruZnice opsand trojithelniku ABC a Feuerbachova kruZnice jsou stejnolehlé, pricem? vnéjsim stre-
dem stejnolehlosti je bod V a vnitinim stfedem stejnolehlosti je bod T.

Mocnost bodu ke kruznici

Definice 4.7. Necht £ je kruZnice se stfedem S a polomérem r a A je libovolny bod v roviné.
Cislo |AS|?> — r? se nazyva mocnost bodu A ke kruznici k a znati se M(A, k).

Jednoduché pozorovani: Plati

M(A,k) > 0 < A je bodem vnéjsi oblasti kruZnice k,
M(A,k) =0 < A je bodem kruZnice k,
M(A,k) <0< A je bodem vnitini oblasti kruZnice k.

Véta 4.8. Necht’ k je kruznice se stFedem S a polomérem r a A je libovolny bod v roviné, ktery nelezi
na kruznici k. Bodem A ved’me se¢nu (resp. te¢nu) kruZnice k a jeji priiseciky s kruznici k oznacme C
a D (resp. T). Potom plati

|AC|-|AD| = M(A,k), resp. |AT|> = M(A,k).
Pozndmka 4.9. Vsimnéme si, Ze soucin |AC| - |[AD| nezévisi na volbé seny vedené bodem A.

Véta 4.10. Necht’ k je kruzZnice se stiedem S a polomérem r. Bud’ m > —r? libovolné Cislo. Pak mno-
Zina vSech bodii X takovych, Ze M(X k) = m je kruZnice se stfedem v bodé S a polomérem v/m+ r?.

37



Kapitola 4. Geometrie II Matematicka liga

Predpokladejme, Ze nyni mame dany dvé kruznice. Mlizeme se ptat, jak vypadd mnoZina bodd, které
maji stejnou mocnost k obéma kruZznicim.

Véta 4.11. Necht’ jsou ddny dvé kruznice k se stfedem S a polomérem r a | se stredem U # S a
polomérem p. MnoZina vSech bodii X takovych, Ze M(X,k) = M(X,l), je pfimka kolmd na piimku
SU. Tato primka se nazyvd chordéla kruznic k, [.

Pozndmka 4.12. Pokud U = S a r # p, je mnoZina vSech bodd X takovych, ze M (X, k) = M(X,1),
prazdna.

Véta 4.13. Necht’ jsou ddny dvé kruznice k se stfedem S a polomérem r a | se stfedem U # S a
polomérem p. Predpoklddejme, Ze kruZnice k a | maji spolecny bod R. Pak chorddla kruznic k,l
prochdzi bodem R.

s vz

Zabyvejme se nyni situaci, kdy kruznice nemaji Zadny spolecny bod.

V tomto piipadé miZeme zkonstruovat pomocnou kruznici m, kterd protind obé kruznice. Prisecik R
chordély kruznic k,m a chordaly kruznic [/, m leZi na chordéle kruZnic k, /. Chorddla kruZnic &, je tedy
pfimka, ktera je kolma na SU a prochdzi bodem R. Bod R se nazyva chorddlni stied nebo potencni
bod kruznic k,l,m.
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4.2 Navodné priklady

Navodny priklad 4.1. Dokazte, Zze v libovolném trojihelniku ABC jdou body S, stied kruznice

vy

Vv

Reseni. Stejnolehlost se stfedem v t&%isti T trojihelniku ABC zobrazi V na bod V', ktery je pri-
seCikem vysek pfickového trojuihelniku. Osy stran trojihelniku ABC jsou pravé vysky piickového
trojihelniku, a proto S = V', [

Navodny priklad 4.2. Necht je dan libovolny trojihelnik ABC a predpokladejme, Ze V # S, kde V je

Vv

ABC. Dokazte, ze Styc = 4Sprs.

Reseni. Z predchoziho piikladu plyne nejen, Ze body S, V a T leZi na spole¢né pifmce, ale také
dostdvame, 7e |TV| = 2|ST|. Nebot' |CT| = 2|DT|, mame, ze Styc = 4Sprs. [ |

Navodny priklad 4.3. Na kruzZnici & jsou dany body A, B,C, D tak, Ze AB je pramér kruZnice k a tétiva
CD je kolma k AB. Na tseCce CD je dan bod L. Necht' M je prusecik primky AL s kruznici k, M # A.
Dokazte, ze soucin |AL| - |[AM| je nezdvisly na poloze bodu L.

Reseni. Oznatme K prusedik tsetek AB a CD. Ctytihelnik KBML je tétivovy, a proto body K, B, M, L
lezi na spole¢né kruznici, kterou oznaéime /. Pro mocnost bodu A ke kruznici / plati |AL| - |AM| =
= |AK| - |AB|. ProtoZe |AB|, |AK| jsou pevné zvolené, je vyraz |AL| - |AM| konstantni, nezdvisly na
poloze bodu L. |

4.3 Soutézni priklady

Priklad 4.1. Necht' jsou dany dvé soustfedné kruzZnice se spolecnym stiedem S o polomérech r
a R, 0 <r < R. Bodem S ved’'me libovolnou pfimku. Tato pfimka protne kruznice po fadé v bo-
dech A,A1,B;,B. Na vétsi kruznici zvolme body C a D tak, ze |/CSB;| = 4|ZABC|, a DB; L AB.
Urcete v jakém poméru musi byt r a R, aby platilo |DB| = 21/3r, a pro tento pomér spoctéte

Spag,
ScB,s

(2 body)

Reseni. Nejprve ukazeme, Ze trojihelnik ACS je rovnostranny. Zfejmé je rovnoramenny, nebot’ |AS| =
= |CS| = R. Z vlastnosti stfedového a obvodového dhlu plyne, Zze |ZASC| = 2|ZABC|, coz spolu
s pfedpokladem |Z/CSB,| = 4|Z/ABC| déva | ZCSB;| = 2| ZASC)|. Soucasné plati | /CSB; |+ |£ZASC| =
= 3|ZASC| = 180°, a tedy |ZASC| = 60°.
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Nyni vypocteme pomér r a R. Podle Eucleidovy o véty o vySce plati
|DB;|> = |B1B|-|AB;| = (R+7r)(R—r).

Podle Pythagorovy véty plati
DB|* = |DBi|* + |B1BJ,

coZ po dosazeni ddva

(R—r)(R+r)+(R—r)> =121
(R—r)(R+r+R—r)= 1272
R(R—r) = 6r?
R?>—Rr—6r* = (R—3r)(R+2r) = 0.

Odtud dostavame, ze R = 3r.

Zbyva vypocitat ptislusné obsahy. Ozna¢me v vysku trojihelnika ASC. Plati v = 3r§. Dile plati

2 2 4
4\/§r2
—

1
SCB]S = §|BlS\v =
1 1 )
SDAB] = §|ABIHDBI| = 547' 8re =
Vysledny pomér pak je

Spaa, _ 8v/8
Scis 33
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Priklad 4.2. Necht’ je dan ostrodhly trojuhelnik ABC, a < b < c¢. Ozna¢me V prusecik vysek, k kruz-
nici opsanou trojihelniku ABC a § jeji stfed. Ddle ozna¢me P patu vysky na stranu AB a R stied
strany AB. Necht' P’ je obraz bodu P ve stfedové soumérnosti podle stfedu tsecky VS. Dokazte, 7e
pro libovolnou tétivu XY kruZnice k prochazejici bodem V plati

VX||VY]

4|SR| = ISP

(4 body)

Reseni. Oznaéme F stfed Feuerbachovy kruZnice. Necht' R’ # P je priselik vyiky CP trojihelnika
ABC a Feuerbachovy kruZnice. Nejprve ukdzeme, Ze |[SP'||SR| = [VR'||V P|. ProtoZe tGseCky SP' a VP
jsou stiedové soumérné podle stiedu F, stali ukézat, Ze body R a R’ jsou stfedové soumérné podle
sttedu F. Obrazem piimky V P ve stfedové soumérnosti podle stiedu F je piimka uréend body S a P'.
Obraz bodu R’ musi leZet nejen na Feuerbachové kruZnici, ale také na piimce SP’. Stali tedy ukézat,
Ze bod R leZi na pfimce SP'. Piimka SP’ je rovnobé&Zna s piimkou VP a tato je kolmd na AB. Z toho
plyne, Ze SP’ je osa strany AB, a proto R leZi na SP’.

Pfimka V P protne kruZznici k v bodech C,C’. ProtoZe je kruznice k obrazem Feuerbachovy kruznice
ve stejnolehlosti se sttedem v bod€ V a koeficientem k = 2, tak plati

|VC||VC'| = 4|VP||VR|.
Necht’ XY je libovoln4 tétiva kruznice k prochdzejici bodem V. Pak plati
\VX|[VY|=M(V,k) = |VC||VC'| = 4|VP||VR'| = 4|SP'||SR|.

Jednoduchou tpravou dostaneme pozadovany vysledek. |

Priklad 4.3. Necht' je déan ostrodhly trojihelnik ABC. Necht K,L,M jsou po fadé stiedy stran
AB,BC,AC trojuihelnika ABC. Dokazte Ze t€ZiSté trojihelnika KLB leZi na chordéle kruZnic opsa-
nych trojihelnikim CML a AMK, pravé kdyz plati [MK| = [ML)|. (3 body)

Vv

p chorddlu kruZnic &,/ a Sy, S, stfedy kruZnic k, /. Pak plati:

T"e p&MB=MT' =p< M(B,k)=M(B,l) &
& |BL|-|BC| = |BA| - |BK| < |BA| = |BC| < |MK| = |ML)|.
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Priklad 4.4. KruZnice opsana trojihelniku se dotyka kruznice prochézejici stfedy jeho stran. Do-
kaZte, Ze trojihelnik je pak pravouhly, pricemz bod dotyku obou kruznic je jeho vrcholem, v némz je
vnitini dhel pravy. (3 body)

Reseni. Vnitini stied stejnolehlosti, ktera prevadi Feuerbachovu kruznici na kruZnici opsanou danému
trojuhelniku, je T t€Zisté trojihelnika, vnéjsi stied - bod dotyku kruznic - je V prusecik vySek troji-
helnika. Ozna¢me X bod Feuerbachovy kruZnice, ktery leZi na pifimce AT a pro ktery plati, Ze T je
vnitini bod dsecky AX. Pak je X stfedem strany a, kterd je protilehld vrcholu A. Dale musi platit, Ze
SX 1 a. Soucasné plati, Ze VX L SX.Z toho vyplyv4, Ze V je vrchol trojihelnika. Soucasné je to také

prisecik vySek, a proto je thel pfi tomto vrcholu pravy.
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Kapitola 5

Kombinatorika, pravdépodobnost,
invarianty

5.1 Teorie
Véta 5.1 (Pravidlo souctu). Necht’ M je neprdzdnd mnoZina, My, M,, ... M, jsou neprdzdné pod-
mnoZiny mnoZziny M a plati:

1. M=M{UMU...UM,

2. MinMj=0proVi,je{l,...,n},i #j

Pak plati: M| = |[M|+ |Ma|+ - -+ |M,]|.

Pozndmka 5.2 (Kombinatoricky vyznam pravidla souctu). Pravidlo souctu ndm umoziluje cely pro-
blém rozdélit na nékolik diskrétnich piipadd, v nich jej vySetfit, a poté ziskané pocty opét secist.

Véta 5.3 (Pravidlo soucinu). Necht’ |M\| =my,|My| =my,...,|M,|=m,, m; €eNproV¥i €{1,...,n}
Pak plati: |My X My X ... X My| =my -my-...-my.

Pozndmka 5.4 (Kombinatoricky vyznam pravidla soucinu). Mame-li vybrat n objekti zavisejicich
na poradi, pficemzZ prvni miiZzeme vybrat m; zpusoby, ..., n-ty objekt m, zplsoby, pak tento celek
mdzeme vybrat m - ... - m, zpisoby.

Véta 5.5 (Dirichletav princip). Mdme-Ii alespori nk+ 1 predméni (n € Ny, k € N) rozdélit do k pri-

hrddek, pak v alespori jedné prihrddce bude alespori n+ 1 predmétu.

Definice 5.6. Necht’ n,k € Ng,k <n.
Pak definujeme n! :=n-(n—1)---2-1 pron € Nadile 0! := 1.
Déle definujeme kombinacni Cislo ,,n nad k£ pfedpisem (’]:) = (n—nik')‘k'

Pozndmka 5.7. Cislo n! vyjadiuje poget viech potadi z n rozligitelnych prvka.
Cislo (Z) vyjadfuje pocet vSech k-prvkovych podmnozin n-prvkové mnoziny, tedy pocet v§ech moz-
nosti vybéru k z n rozliitelnych prvki.

Véta 5.8 (Binomicka véta). Necht’ a,b € R,n € N.
Pak plati:

n_ (" n N\ a1 N\ n—kpk n n—1 n no__ o (n n—ipi
(a+b)—<0>a —|—<1>a b+ +<k>a b+ +<n_1>ab +<n>b ;o<i)a b
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Véta 5.9 (Princip inkluze a exkluze). Necht’ M,M,, ..., M, jsou koneiné mnoZiny. Pak plati:

My UMy U ... UM,| = [My| + M|+ + |My|—
— |M1 ﬂM2| — |M1 ﬂM3| — .= ‘Mnfl ﬂMn|—|—
+ |MiNMyNM3|+ -+ My N M, M, |—

+ (=" M0, M| =
= Y (=0t n.nml.

1<ji<<jr<n

Véta 5.10 (Specialni pripad principu inkluze a exkluze). Necht’ M,M,, ..., M, jsou konecné mno-
Ziny. JestliZe je kazdy z ('rl) s¢itancii |Mj, N...NM;,| stejny, tedy pocet prvkii priiniku zdvisi jen na po-
¢tu mnoZin r, a ne na konkrétnich mnoZindch, pak plati

n . n
|M1UM2UUMn‘:Z(—1) +l<r>|M11mli'|

r=1

Definice 5.11. Necht' Q je kone¢na neprazdna mnozina stejné moznych vysledkd, tj. mnoZina vSech
elementarnich jevi.

Necht' A C Q.

Pak klasickou pravdépodobnosti jevu A rozumime redlné ¢islo P(A) definované predpisem P(A) = A

pocet vSech pfiznivych jeva

Klasickou pravdépodobnost miiZeme interpretovat jako: boTel viech moznych jevi -
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5.2 Navodné priklady

Navodny priklad 5.1. Pred symbol ,=" dopliite libovolné vhodné funkéni symboly (matematické
operace) a zavorky tak, aby platilo

111=6 444=6 777=6
222=6 555=6 888="6
333=6 666=06 999=6

pficemZ nesmite doplnit Zaddné ¢islo.
(Napfiklad pro 7 7 7 = 2 doplnime + a : spolu se zdvorkami takto: (7+47):7 =2.)

Reseni. ReSeni existuje velké mnoZstvi, miZzeme doplnit operace a zavorky napiiklad nésledujicim
zplisobem

(I+1+1)!=6 Va+Va+Va=6 7-7:7=6
24242=6 545:5=6 V8] + V8] +|V8| =6
3.3-3=6 6+6—6=6 V9-vV9-V9=6

Snadno rozmyslime, Ze ndm ve skutecnosti staci zdvorky, dolni a horni celd ¢4st, logaritmus, s¢itdni a
faktorial pro libovolnou rovnici x x x = 6. |
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Navodny priklad 5.2. V kazdém z k méSct je n bilych a m Cernych kulicek. Z prvniho mésce nahodné
vytdhneme jednu kulicku a vloZime ji do druhého. Pak z druhého mésce ndhodné vytdhneme opét
jednu kulicku a vloZime ji do tfetiho atd. UrcCete, jakd je pravdépodobnost toho, Ze z posledniho (k-
-tého) méSce vytdhneme bilou kulicku.

Reseni. Oznaéme p;(i = 1,...,k) pravdépodobnost, Ze z i-tého m&ice vytdhneme (po pfemisténi ku-
licek podle textu tlohu) bilou kulicku. Ziejmé plati

m

P1=m+n-

Do i-t€ho méSce pfeneseme z predeslého bud’ bilou nebo Cernou kuli¢ku. V piipadé€, Ze prenesend
kulic¢ka byla bil4, je pravdépodobnost vytazeni bilé kuli¢ky z i-tého méSce

' n+1
P
v ptipadé, Ze prenesend kulicka byla bila, pak
n
1—pi) ————.
e Ry

JelikoZ jde o ndvzdjem nezdvislé jevy, je pravdépodobnost vytaZeni bilé kulicky z i-tého méSce rovna
souctu téchto pravdépodobnosti, tj.

n+1 n

e e (e )
Di pllm—l—l’l—l—l_'_( Pi 1) mintl

Pro i = 2 je pravdépodobnost vytazeni bilé kulicky z druhého méSce rovna

- n+1 e ) n _oom n+1 4 (1 m n B
p2=p m+n+1 p1 m+n+1 m+n m+n+1 m+n) m+n+1
m
_m—i-n_p1

UZitim principu matematické indukce dile dostdvdme

Navodny priklad 5.3. V kazdém vrcholu pravidelného 2014uhelniku leZi pravé jedna mince. Vybe-
reme dvé mince a premistime kaZdou z nich do sousedniho vrcholu tak, Ze jedna se posune ve sméru
a druhd proti sméru hodinovych rucic¢ek. Rozhodnéte, zda je mozno timto zplisobem vSechny mince
postupné presunout

e na 1007 hromdadek po 2 mincich,
e na 2 hromadky po 1007 mincich.

Reseni. Viz Priklad 5.3. [
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Navodny priklad 5.4. Pro libovolné n € N sestavme z pismen A a B v§echna mozna slova délky n
(slovem rozumime libovolnou konec¢nou posloupnost pismen A a B). Oznacme p, pocet vSech slov
délky n, kterd neobsahuji podslova AAA, BBB ani ABA. OznaCme déle a, pocet vSech slov délky n
konc¢icich na A, kterd neobsahuji podslova AAA, BBB ani ABA. DokaZte

VneN, n>2plati: p, = a, +an42.

Reseni. Viz Priklad 5.4. [ ]

Navodny priklad 5.5. Dokazte, Ze pro libovolné prirozené Cislo n > 3 lze rozfezat rovnostranny
trojihelnik na n trojihelnikd, z nichz kazdy je rovnoramenny (¢i rovnostranny).

Reseni. Pouzijme upraveny princip matematické indukce, s krokem tfi. Je tedy dokdzat na zalatku
platnost tvrzeni hned pro tfi hodnoty n = 3,4, 5. Ze to pro né plati, je ukdzdno na obrazku 5.1, pficemz

vy

T znadi tézisté rovnostranného trojihelnika, délka strany rovna Sesti je jen kvili pomérim.

I’l:3 I’l:4 I’l:5

Obréazek 5.1: Rozfezani pron = 3,4,5.

Daile predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro néjaké n > 3 a ukazme, Ze plati i pro n+ 3. Stadi si ale zvolit
libovolny z rovnoramennych trojihelniku v fezu, a ten rozfezat podobné jako v situaci pro n = 4, tedy
pomoci stiednich pficek, viz obrazek 5.2, na Ctyfi rovnoramenné trojihelniky.

Obrazek 5.2: Indukéni krok o tfi.

Timto je dikaz hotov pro libovolné pfirozené ¢islo n > 3. |
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Navodny priklad 5.6. Knihat ma svazat 12 riznych knih do desek Cervené, hnédé a modré barvy.
Kolika zptisoby to miize provést, ma-li materialu kazdé barvy pouZit na vazbu alespon jedné knihy?

Reseni. Kazdy mozny zpiisob svdzani si mizeme predstavit jako 12-prvkovou variaci s opakovanim
ze tif prvku (barev).
Oznaéme K; mnoZinu vSech takovych svdzani, ve kterych neni Zadné kniha svdzdna do desek i-té
barvy, i = {1,2,3}, tedy vSechna nepovolend svézani tvofi mnozinu K; UK, U K3. Déle ozna¢me
K mnoZinu vSech povolenych svdzani. JelikoZ vSech moZnych svdzdni bez jakychkoliv podminek
je 312, plati:

K=3"2—|K UK UK;|.

|K1 UK> UK3| spoctéme principem inkluze a exkluze. Pro 1 < j; < --- < j, <3 mnozina K;, N...NKj,
obsahuje ta svdzani, kterd neobsahuji Zddnou z r pevné vybranych barev desek. Pro kaZdou knihu pak
mame 3 — r moZnosti na barvu desek, Cili

12
’Kj] ﬂ...ﬂKjr’ :(3—7‘) .

Jak vidno, tento pocCet nezdvisi na tom, jaké konkrétni barvy jsme zakdzali, ale jen na jejich poctu.
Ze specidlniho pfipadu principu inkluze a exkluze tedy dostdvame

3
KUK UKs| = Y (—1)"! <3> (3-r)'".

r=1 r

Celkem pak

K=3"7— i (1) <3> (B3-n'"= i (—1)’<3> (3—r)'? =519156.
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5.3 Soutézni priklady
Priklad 5.1. UvaZzme rovnice

ayjoipayejay =n,

azoxazedz =n,

ai O di 8 di = N,
kde n,ai,...,ar € N, prokazdé i e {1,2,...,k} je o;, ®; € {+,—,-,;:} aproi# jje a; # a;.

e Urcete nejvetsi k € N, pro které 1ze doplnit do kazdé z k rovnic za o; a e; nékterou z operaci
+,—,-,: tak, aby vSechny rovnice platily.

e Pro takové k urcete nejmensi mozné n € N.

Napriklad snadno vidime, ze k > 4, vzdyt

1011011:3, 1+1—|—1:3,
20020,2=3, Ize totiZ doplnit 242:2=3,
3033033 =3, 3+3-3=3,
4o44044 =3, 4—-4:4=3.
Reseni. Mame celkem 16 moZnosti, jak miiZeme operace +, —,-,: dosadit. Rozmysleme, co kazda

moznost znamena pro n, pokud ma platit rovnice acaea = n.

o [} n H O [ ] n H o [} H o [ ] ‘ n
+ + 3a - + a - 4 la-(a+1)|: +|a+l
+ - a - - —a - —la-(a=1)||: —|1—a
+ a(a+)||— - |—-a(a=1)| - - a’ . a
+ a+1 - a—1 - a :ola=1
Ihned miizeme vyloucit kombinace — —, — -, : —, protoZe a,n € N. Nasledné¢ miZeme omezit du-

plicity (napriklad z moZnosti + : a: + budeme uvazovat pouze jednu, protoZe pro dané n bychom
dostali stejnou trojici a), tj. omezime se na

S C
+ + 3a - a—1
+ - a - —la-(a—1)
+ a-(a+1)| - - a®

+ a+1

UkaZme, Ze Zadné n € N nemlize byt tfeti mocninou a zaroven soucinem dvou po sobé jdoucich Cisel.
Piedpoklddejme, Ze n = a (a + 1). JestliZe n&jaké prvocislo p | a, pak p{a+ 1. Proto pokud p* | n, pak
p? déli pravé jedno z &isel a, a+ 1. Protoa = k3, a+1=1*. Navic | = — k3 = (1 — k) (12 + lk+k2),
coZ nelze. ProtoZe podminka, Ze n se dd napsat jako soucin dvou po sobé jdoucich &isel, vystupuje
u dvou kombinaci, vylou¢ime i kombinaci znamének - -. Celkem tedy dostdvame, Ze k < 6, pricemz
nyni hleddme n, pro které bude rovnic existovat pravé Sest.
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ProtoZe n je soucin dvou po sobé jdoucich &isel a 3 | n, tak pravé jedno z téchto Cisel bude délitelné
tfemi. MiZeme uvazovat postupné n =2-3,n=3-4,n=15-6, ... Snadno ovéfime, Ze pro n = 6 ndm
splynou rovnice pro + + a + -, pro n = 12 ndm splynou rovnice pro + + a -, —. Pro n = 30 vSak
dostdvame vSech Sest rovnic

10+10410=30 29+29:29=30
30+30—-30=30 31-31:31=30
545-5=30 6-6—6=30

Celkem tedy k = 6 a n = 30.

Pro dplnost poznamenejme, Ze tvar a - (a+ 1) = n ndm muiZe dat nejvyse jedno pfirozené feSeni a.
Jedna se vlastné o feSeni kvadratické rovnice a®> £a —n = 0 s neznamou a. Dostdvame tedy a =

_ H1+144n +1—+/1+4n
- 2 2

, pficemz varianta urcité prirozend nebude. [ |
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Priklad 5.2.

Na schodisti o n schodech hrajeme nasledujici hru:

e Na zacdtku si stoupneme na prvni schod (tj. krokem dolt se dostaneme pod schodisté, n — 1
kroky nahoru schodisté vyjdeme).

e Na kazdém schodu se rozhodujeme: s pravdépodobnosti p udélame krok nahoru, v opacném
piipadé (s pravdépodobnosti 1 — p) krok dolt.

VoV v

e Hra konci, dostaneme-li se pod schodiste ¢i jej vyjdeme.
Spoctéte s jakou pravdépodobnosti schodisté vyjdeme, kdyZz

(@ n=4ap= % (chceme se posunout o 3 schody nahoru, pricemz krok nahoru udélame s pravde-
podobnosti 60%, jinak jdeme dold),

(b) n je libovolné a p = 1.

Reseni. Vyhrou budeme rozumét situaci, kdy jsme schodisté vysli, prohrou situaci, kdy jsme z néj
sestoupili dolti. Ozna¢me p; pravdépodobnost toho, Ze vyhrajeme z i-tého schodu. Tuto pravdépodob-
nost mizeme vyjadfit jako
pi=p piv1+(1—p) pi-1,

proi€{l,...,n—1},kde po =0a p, = 1. Stadi si totizZ uvédomit, Ze pravdépodobnost, Ze vyhrajeme
z i-t€ho schodu je vlastné pravdépodobnost, Ze jsme ude€lali krok nahoru a vyhrajeme z tohoto schodu,
plus pravdépodobnost, Ze jsme udélali krok doll a odtud vyhrajeme. Pfitom vime, Ze na n-tém schodu
vyhravame vZdy (tj. s pravdépodobnosti 1) a na ,,nultém* schodu vzdy prohrdvame (tj. vyhravame
s pravdépodobnosti 0).

(a) Dle ptedchoziho vytvofime soustavu rovnic

_3
P1—5P2
_3 +2
P2—5P3 5P1
_3 Jr2
P3—5 5P2

Dosadime p; za p; do druhé rovnice a odtud vyjadiime p, v zavislosti na p3

3 2/(3
pP2=zp3tzlz |2

5 5\5
19 3
Epz = §p3
15
P2 = EP3

Nyni dosadime do posledni rovnice za p; a spocCitime ps.

_3+2 15
p3= 3 19193

5
13 3
19775
57
PS—@
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A zpétné vyjadiime hledanou hodnotu p;
3 3(15 N _3 (15 5T\ 27
Pr=sh2=5\197) =5 \19765) ~ 65

(b) Opét vytvoiime soustavu rovnic

1
P1= 2192
_ 1 n 1
P2 = 2173 2P1
1 1

1 1
Pn-2 Epn 1+ EPIH%
1 1
Pn—-1= 5 + Epn72
a postupné dosazujme 1 1
p2=75Pp3 + a2
2
P2 = 3193
1 . 2
pP3= 2194 6193
3
pP3 = ZP4
1 4 3
P4 = 21?5 8P4
4
P4 = gPs

Vsimnéme si, Ze p; = lfl pi+1. DokaZme toto tvrzeni obecné indukci.
Zjevné pro i = 1 tvrzeni plati.

, P . k=1
Necht’ tvrzeni plati pro k — 1, {j. px—1 = =~ px, pak

Dk = %Pk+l + %qu
1 1 /k—1
Pk = 5 Pk+1 + 5 <kpk>
k+1 1
Tkpk = ipk+1
k
Pk = mpkﬂ

tim je tvrzeni dokazano. Odtud dostdvame, 7e p,_; = "n;l Pn = "n;l Seétenim vSech rovnic pu-

vodni soustavy dostdvame
1

1
E(Pl +Pn1) = 3
tedy py =1 — p,—1. Odtud

1
p1=—.
n

52



Kapitola 5. Kombinatorika, pravdépodobnost, invarianty Matematicka liga

Priklad 5.3.

(a) V kazdém vrcholu pravidelného 20160helniku leZi prave jedna mince. Vybereme dvé mince a
premistime kazdou z nich do sousedniho vrcholu tak, Ze jedna se posune ve sméru a druhd proti
sméru hodinovych rudi¢ek. Rozhodnéte, zda je mozno timto zpiisobem vSechny mince postupné
pfesunout

e na 32 hromddek po 63 mincich,
e na 16 hromddek po 126 mincich,

e na 63 hromddek po 32 mincich.

(b) Misto 20161uhelniku nyni uvaZujte pravidelny n-dhelnik a rozhodnéte, pro kterd r,s € N, r-s =n,
je mozné mince presunout

e na r hromadek po s mincich.
Reseni. Budeme fesit druhou &4st (prvni z ni pak plyne). Rozebereme piipady dle parity &isel 7, s.

e Jestlize 2 1 s, pak rozdélime n-thelnik na r ,,vyseci* délky s, kde ,,vyse¢i“ rozumime s po sobé
jdoucich vrchold. ProtoZe je délka této ,,vyseCe“ lichd, sta¢i pfesouvat mince zaroven od obou
kraji smérem ke stfedovému vrcholu. Kazdy presun jedné dvojice minci posouva jednu minci
ve sméru a druhou proti sméru hodinovych rucicek (tj. tuto tivahu skute¢né mizeme udélat pro
kaZzdou vyseC zvlast'). Kazda ,,vysec nam pak da jednu hromadku po s mincich, celkem ndm
vSechny vysec€e daji poZadovanych r hromddek po s mincich.

s s N~z

e Jestlize 2 | r, pak uvazme osu soumérnosti tohoto mnohouhelnika, kterd neprochdzi zadnym vr-
cholem. Tim se ndim mnohotuhelnik rozpadne na dvé ¢asti. KdyZ posuneme minci v jedné Casti
a v druhé udéldme osové soumérny posun, bude pravé jeden z té€chto posunti ve sméru hodi-
novych rucicek. Diky tomu sta¢i v jedné poloroviné posouvat mincemi naprosto libovolné tak,
abychom dostali 5 hroméddek po s mincich a v druhé polorovin€ ndm pfislu$né osové soumérné
posuny daji totéz. Tim ziskdme r hromadek po s mincich.

e Jestlize 21 r a2 |s, pak budeme chtit dokdzat, Ze mince presunout poZadovanym zpisobem
nelze. Ozna¢me vrcholy po fadé€ 1,2,...,n, ddle m (i) necht’ je poCet minci ve vrcholu i a nako-
nec

S=Yi-mi).

i1

Protoze v kazdém kroku jednu minci posuneme po sméru a jednu proti sméru hodinovych ru-
cicek, hodnota S se modulo n neméni (tj. zbytek po déleni &isla S ¢islem n se posunutim minci
neméni). Snadno spocitime pocate¢ni hodnotu S jako

" nn+1
S1:Zl :7( > )
i=1

a hodnotu S pro situaci, kdy madme r hromadek po s mincich jako

,
S2 = sz-xiv
i=1
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kde xi,...,x, € {1,2,...,n} fikaji, ve kterych vrcholech se tyto hromadky nachédzeji. Kdyby
pfesunout mince poZadovanym zptsobem §lo, pak Cisla S| a S, davaji stejny zbytek po déleni
Cislem n, tj. plati n | S| — S,. Odtud bychom dostali

n(n+1) . rs(rs+1)_sz’:x_

n| sy x; & rs|
2 ; 2

.
& 2r\r(rs+1)—22xi
i=1
= 2|r(rs+1)=2)Y x5 = 2|r(rs+1)
i=1

coz je spor (vidyt 2{ra2|s).
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Priklad 5.4. Pro libovolné n € N sestavme z pismen A a B vSechna moznd slova délky n (slovem
rozumime libovolnou konec¢nou posloupnost pismen A a B). Oznacme p,, pocet vSech slov délky n,
kterd neobsahuji podslova AAA, BBB ani ABA. Naleznéte vSechna n € N, pro kter4 jsou ¢isla p,—1, p,
a pu+1 suda.

Reseni. Oznatme postupné (aa),, (ab),, (ba),, (bb), poet vyhovujicich slov délky n kong&icich na
aa, ab, ba, bb. Snadno rozmyslime, Ze pro n > 3 plati

(aa), = (ba),_,
(ba), = (bb),_,
(bb), = (ab),_,
(ab), = (aa),_, + (ba),_,

a navic vidime, Ze pro n > 2 miZeme p,, spocitat jako
pn = (aa), + (ab), + (ba), + (bb), .
To ndm dohromady s pocdte¢nimi podminkami
p1=2, (aa),=(ab),=(ba),=(bb), =1

dava rekurentni vzorec pro vypocet p,. ProtoZe nds zajimé jen parita p, podivejme se na prvnich
nékolik hodnot (aa), , (ab), , (ba), ,(bb), , p,» modulo 2 (tj. na zbytky po déleni dvéma).

n |1 23 456 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
(@),|- 1 1 1 10001 0 0 1 1 0 1 0 1
(ba), |- 1 1 1.0 0 0 1 0 0O 1 1 0 1 0 1 1
Bb),|- 1 1. 000 1 00 1 1 0 1 0 1 1 1
@),|- 10001001 1 0 1 0 1 1 1 1
pn OO 1 0111100 0 I 0 0 I 1 0

Vsimnéme si, Ze pro n = 17 se ndm zopakoval sloupec n = 2. Z rekurentni formule je ziejmé, Ze
i nasledujici sloupce se budou opakovat (s periodou 15). Nyni chceme nalézt ve spodnim fadku tfi po
sobé jdouci nuly (které odpovidaji sudym &islim p,,). Odtud dostdvame feSeni

n=10 (mod 15), n=15k~+ 10, pro k € Np.
Na z4vér poznamenejme, Ze kdybychom pfipustili, Ze pg = 0, pak je i n = 1 feSenim.

Re$me nyni navodnou tlohu. Dosad’me do rekurentnich vztahti pro (aa)
n > 2 plati:

(ab),, (ba), a (bD),. Pro

n’

=
N
I
—
Q
Q
S—r
_l_
~—~
S
Q
S—
S
_|_
—~
Q
S
S~—
S
_l’_
—~
S
S
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Priklad 5.5. Je ddno 1300 bodi uvniti jednotkové koule. Dokazte, Ze existuje koule o poloméru %,
uvniti které leZi aspon 4 dané body.

Reseni. Uvazujme krychli o hrané délky 2, do niZ je vepsdna dand koule o poloméru 1. Tuto krychli
rozdélime na 8° = 512 shodnych krychli¢ek, z nich? kazda m4 hranu délky %. KaZdou z krychlicek
lze vepsat do koule o poloméru %, nebot’ poloviny délky télesové dhlopticky é\@ < %. UvaZujme fez
viz obrézek 5.3.

/

Obrézek 5.3: Rez

Protoze 3 3
SX|=-=SV|==-v2>1,
[SX| = 2Isv| = V2

nemd 7Zadné z malych krychlicek, které leZi podil hran vétsi krychle, Zddny spolecny bod s danou
jednotkovou kouli. Téchto krychlicek je celkem 6-12 4 8 = 80 Ve sjednoceni zbylych 432 krychlicek
tedy leZi celd dand jednotkova koule.

Protoze vSech 1300 danych bodt leZi uvniti téchto 432 krychlicek a 1300 = 432 -3 44, existuje mezi
nimi podle Dirichletova principu asponl jedna, kterd obsahuje aspon 4 z danych bodd, pfi¢emz, jak
vime, miZeme takovou krychlicku vepsat do koule o poloméru %. |
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Priklad 5.6. Urcete pocet rozmisténi k vézi na Sachovnici n X n tak, aby aspon jedna z nich byla
neohrozend a Zadné dvé nestaly v témZe sloupci.

v v oz

Reseni. Pro k > n zfejmé 7adné rozmisténi neexistuje.
Dale necht’ k£ < n.
Sloupce s1,...,5, v nichZ budou véZe umistény, lze vybrat (Z) zpisoby. Zbyva urcit, kolika zptisoby
lze rozmistit k vézi na Sachovnici o n fadcich a k sloupcich sy, ..., s; tak, aby v kazdém sloupci stala
pravé jedna véz a zédroveri alespon v jedno z fadku stdla pravé jedna véz. Pro libovolné i € {1,...,n}
oznacme T; mnoZinu vSech takovych rozmisténi vézi, kdy v i-tém radku, a v kazdém sloupci, stoji
prave jedna véZ. VSechna povolend rozmisténi pak tvofi mnozinu 71 U.. . UT;. Pro1 < jy <--- < j, <k
mnozina T;, N...NT;, obsahuje ta rozmisténi, kde v r pevné vybranych fadcich stoji vzdy pravé jedna
VEZ.
Pro r < k mtizeme vybrat sloupce, na kterych budou véze statk-(k—1)--- (k—r+1) = ﬁ zpusoby.
Zbylych k — r véZi miiZzeme umistit po jedné na zbylé sloupce, libovolné na zbylych n — r fadku, coz
muZeme udélat (n — r)kfr zplisoby, pfi¢emZ pro r = k = n klademe 0° = 1. Celkem

k!

(k—r)!

Déle pro r > k ziejmé Zadné takové rozmisténi neexistuje, tedy 7;, N...NT; = 0.
Celkem pak ze specidlniho pfipadu principu inkluze a exkluze dostadvame

)k—r.

;.0 T;| = (n—r

k n .
|T1U...UTk| = Z (_1)r+l< >(kk"(l’l—7”)kr.

] r —r)!

Hledany pocet vSech rozmisténi je pak

() For (-
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Kapitola 6

Invarianty a monovarianty

6.1 Teorie

Invariantem rozumime néco, co se neméni. PouZivdme ho vétSinou v prikladech, kdy mame néjaky
pocatecni stav a operaci, kterou s nim miZeme udélat. Invariantem je pak néjaka vlastnost ¢i hodnota,
kterou tato operace zachovava. Tedy pokud tuto vlastnost ¢i hodnotu méd pocatecni stav, musi ji mit
i v§echny stavy ndsledujici. Zejména tedy nemiZeme dosahnout stavu, ktery tuto vlastnost ¢i hodnotu
nema.
Monovariantem rozumime n¢jakou vlastnost operace, kterd hodnotu na rozdil od invariantu méni,
ale pouze monoténné. Pokud operace napfiiklad tuto hodnotu nezvysuje, nemiZeme nikdy dosdhnout
hodnoty vétsi, nezZ ma na zacétku.
Uved 'me nékolik hodnot, které jsou casto uZite¢né:

e soucet Cisel, pfipadné soucet modulo n (pro vhodné n € N);

e soucet druhych mocnin (geometricky kvadrat vzdalenosti od pocatku);

e dal3i aritmetické operace: soucin, podil, soucet Ctverci rozdild, .. .

e pocet néjakych jevu, ptipadné modulo .

6.2 Priklady

Priklad 6.1. Necht’ d(n) znadi ciferny soucet Cisla n € N. Vyfeste rovnici n+d(n)+d(d(n)) = 2015.

Reseni. Jak je znimo z diikazu kritéria délitelnosti tfemi, dava ciferny soudet &isla stejny zbytek
po déleni tfemi jako toto ¢islo samotné. Re¢i kongruenci n = d(n) = d(d(n)) (mod 3). Je ziejmé,

Ze seCteme-li tii Cisla, kterd davaji stejny zbytek po déleni tfemi, dostaneme Cislo dé€litelné tfemi.
Tedy 3 | n+d(n)+d(d(n)) pro libovolné n € N, zatimco 3 { 2015. Rovnice tak nemd feseni. [

Priklad 6.2. Kazdé z ¢isel ay,. .. ,a, je +1 nebo —1 aplati S = ajarazas +arazasas +- - -+ anayaraz =
= 0. Dokazte, Ze n je délitelné Ctyfmi.

Reseni. Rozmysleme, co se stane s S, pokud nahradime a; za —a;. Cislo a; se vyskytuje pravé ve éty-
rech z n sCitanct, u kterych se timto zméni znaménko. Jsou-li puvodné dva kladné a dva zaporné,
soucet S se nezméni. Maji-li tfi stejné znaménko a Etvrty opacné, zméni se S o £4. A pokud maji
vSechny Ctyry stejné znaménko, zméni se S o £8. Vuci této zdmeéné je tedy soucCet S invariantni
modulo 4.

Na zatdtku mdme S =0, tedy S=0 (mod 4). Budeme-li postupné nahrazovat vechny —1 za 1, nejen,
Ze nakonec S =0 (mod 4) zistane, ale bude i S = n. Neboli 4 | n. [
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Priklad 6.3. Mé&jme mnozinu {3,4,12}. Jsou-li a,b rizné prvky nasi mnoZiny, miZeme je nahradit
Cisly 0,6a —0,8b a 0,8a + 0,6b. Mizeme nékdy dostat mnoZinu

a) {4,6,12};

b) {x,y,z} kde |x—4],|y—6],]z— 12| < %?

Reseni. Uvazme pro mnozinu {a,b,c} funkci P = a® + b + ¢ (,kvadrit vzdilenosti této mnoZiny
od pocatku*). Provedeme-li povolenou operaci, dostaneme novou mnozinu, pro kterou je P, =
= (0,6a —0,8b)% + (0,8a + 0,6b) + c* = 0,36a* — 0,96ab + 0,645>0,64a> + 0,96ab + 0,36b> + c> =
= a*> 4+ b* + ¢* = P,j4. Funkce P je tedy invariantem viiéi této operaci.
Na zaddtku Py = 32 +47 4 122 = 169 = 13°.
a) Na konci by bylo P, = 4% 4 6% + 122 = 196 = 14> # P,, proto tuto mnoZinu nikdy nemiizeme
dostat.
b) Nyni vyuZijeme geometrickou pfedstavu. Vime, Ze se pohybujeme pouze po sféie se stfedem
v pocatku a polomérem 13 j, a chceme se dostat do vnitiku koule se stiedem v {4,6,12} a po-
lomérem 1j. Jak vime z a), leZi tento stied na sféfe se stfedem v pocatku a polomérem 14 ].
Prislusné sféry se tedy pouze dotykaji a prinik s vnitikem koule je prdzdny. Takovou mnoZinu
tedy op€t nemlzZeme dostat.
|

Priklad 6.4. Na tabuli jsou napsdna Cisla 1,2,...,2n (n je liché pfirozené). MliZeme smazat libovolna
dvé ¢isla a,b a misto nich napsat |a — b|. Toto opakujeme. Dokazte, Ze posledni zbylé &islo je liché.

Reseni. Uvazme soudet S &isel napsanych na tabuli. Na zacatku S = 1 +2+---+2n = n(2n+1).
Vidime, Ze S je liché. Odebranim Cisel a, b a vracenim |a — b| sniZime souet o 2min(a,b), coZ je
vSak sudé ¢islo, tedy S zistane liché. Postupnym mazanim se tedy parita S nezméni a na konci zbude
liché ¢islo. |

Priklad 6.5. Je mozné setadit ¢isla 1,1,2,2,...,2015,2015 tak, aby mezi kazdymi dvéma Cisly i bylo
prave i — 1 dalSich cisel?

Reseni. Re$me tento problém obecnéji a nahrad’me 2015 za n. Oznaéme py prvni pozici piirozeného

Cisla k. Druhé k tak ma pozici py + k. SeCteme-li pozice vSech Cisel, jednou jak jdou za sebou, jed-

nou podle jejich velikosti. Dostaneme tak rovnost 1 +---+2n = (p1+p1+1)+---+ (pp+ pn+n).
n

Oznaéime-li P = ¥ p;, mdme rovnost 2P = (n+ 1) +---+2n = "(3';+1), odkud P = W. Pro-
i=1

toze P € N, musi 4 1 n(3n+ 1), coz nastava pravé tehdy, kdyZ n = 0,1 (mod 4), coZ je nutnou pod-
minkou. JelikoZ v8ak 2015 =3 (mod 4), nenf tato nutnd podminka splnéna a takové sefazeni neexis-
tuje. |

59



Kapitola 6. Invarianty a monovarianty Matematicka liga

s v/

5
Priklad 6.6. Ve vrcholech pétithelniku jsou napsédna cela Cisla x;, i = 1,...,5, takova, Ze Y x; >
i=1
> 0. Jestlize x,y,z jsou Cisla ve tfech vedlejSich vrcholech pétidhelniku a y < 0, pak nahrazujeme
(x,v,z) za (x+y,—y,y+z). Toto opakujeme tak dlouho, dokud existuje y < 0. Rozhodnéte, zda tento

algoritmus nékdy skonci.
Reseni. Uvazme nezapornou celoiselnou funkci
5
f(x17x27'x37x47'x5) = Z('xi—xi+2)27 X6 = X1, X7 =X2.
i=1
BUNO predpokladejme, Ze nyni y = x4 < 0. Tedy
_ 2 2 2 2 2
Jola = (X] —X3) + (X2 —X4) + ()C3 —)C5) + (X4 —x1) + ()C5 —XZ)

Frew = (31 —x3 —x4)% 4 (32 +24)> + (3 + x4 — x4 —x5)> + (—x4 —x1)* + (x4 + x5 — x2)?

Jrew = (x1 — X3 —X4)2 + (XQ +)C4)2 + (X3 —X5)2 + (X4 +X1)2 + (X4 + X5 —x2)2

5
Odtud frew — fora = 2xa(x1 +x2 +x3+ x4 +x5). ProtoZze x4 <0a Y. x; > 0, je fuew — fora < 0, neboli
i=1

1=
Junew < fora- Budeme-li tedy postupné aplikovat algoritmus a v kazdém kroku vyhodnotime funkci f,

dostaneme klesajici posloupnost nezdpornych celych ¢isel fy > fi > fo> > ---. Jak vime, neexistuje
nekonecna klesajici posloupnost nezdpornych celych Eisel, ¢ili tento algoritmus musi jednou skoncit.
|

Priklad 6.7. Reste rovnici (x> —3x+3)° —3(x% —3x+3) +3 =x.

Reseni. Jde o hledani kofent polynomu &tvrtého stupné x* — 6x3 + 12x% — 10x + 3, coZ je obecné
naroény problém. Slo by zde sice snadno najit raciondlni kofeny, ale my touto cestou neptijdeme.
Oznaéme f(x) = x> — 3x+ 3. Resfme tedy rovnici f(f(x)) = x, neboli hleddme pevné body sloZeného
zobrazeni f o f. Je zfejmé, Ze je-li x pevny bod zobrazeni f, pak je i pevnym bodem zobrazeni f"
pro libovolné n € N. Poznamenejme, Ze naopak to neplati, f* miZe a nemusi mit nékolik pevnych
bodd navic oproti f.

Nejprve ur¢eme pevné body zobrazeni f.

fx)=x
X —4x+3=0
(x—=1)(x=3)=0
Z predchoziho tak vime, Ze nas polynom ma kofeny x; = 1 a x, = 3. MlZeme jej tedy vydélit polyno-

mem x? — 4x + 3. Dostaneme x> — 2x + 1 = (x — 1)?. Jedni¢ka je tedy trojndsobnym kofenem, trojka
jednonasobnym. |
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Priklad 6.8. Mizeme dostat polynom 4(x) = x z polynomt f(x) a g(x) pouze pomoci operaci s¢itani,
od¢itani a ndsobeni polynomu, kdyZ

a) f(x)=x"+x, gx) =x>+2;

b) f(x) =2x%+x, g(x) =2x;

o) flx) =x*+x, g(x) =x*—2?

Reseni. Pomoci téchto ti{ operaci dostaneme ,,polynom dvou polynomidlnich proménnych s celoci-
selnymi koeficienty*, pficemz musi platit

P(f(x),8(x)) = x (6.1)

pro kazdé x. Podivejme se po hodnotach x, pro kterd rovnost (??) nemiiZe byt splnéna. Zde vyuZijme
ty, pro které jsou si hodnoty polynomti rovny.
a) Zde f(2) = g(2) = 6. Pomoci téchto ti{ operaci tak dostaneme polynom, ktery ma ve dvojce
hodnotu délitelnou Sesti, ov§em 6 1 2. Zde z nich tedy polynom A(x) = x nedostaneme.
b) Zde f (%) = g(%) = 1. Pomoci téchto tif operaci tak dostaneme polynom, ktery md v % celoci-
selnou hodnotu, oviem % ¢ 7. Zde z nich tedy polynom h(x) = x nedostaneme.
c) Zde ,bohuZel* Zadné takové x nenalezneme, a nezbyva ndm tak nic jiného, nez pfijit na to, Ze
plati rovnost

(f—g)’+2g-3f=x. ]

Priklad 6.9. Na kvadratickém polynomu ax? + bx + ¢ jsou povoleny nasledujici operace
a) prohozenia a c;
b) nahrazeni x za x +1t, kde ¢ € R libovolné.

Miizeme opakovanim téchto dvou operaci prevést x> —x —2na x> —x —1?

Reseni. Zkoumejme, co tyto dvé operace délaji s diskriminantem D = b* — 4ac.

Je zfejmé, Ze prohozeni a a ¢ D nezméni.

Druhd operace ziejmé neméni rozdil kofent polynomu. VyuZijme Vietovy vztahy —2 =x1+xal=
= Xx1X2, abychom diskriminant pfevedli do vhodnéjsiho tvaru.

2
b
D=0b>—4dac=ad* [(—) —4C] = a* <(X1 +x)% — 4x1x2> = a*(x; —x2)%.
a a
Tedy i zde se D neméni.

Celkem jsme tak dokézali, Ze je diskriminant invariantni vici témto dvéma operacim.

Chceme prevést polynom s D; = 9 na polynom s D, = 5, coz kvili D; # D, nelze. |

Priklad 6.10. UvaZme libovolné bindrni slovo W = aja, .. .a,. To miZeme transformovat vloZenim,
smazanim ¢i pfipojenim slova XXX, kde X je libovolné bindrni slovo. MiZeme témito transformacemi
prevést slovo W = 01 na 10?

Reseni. Zaved’me na bindrnich slovech funkci I(W) = ay +2as + - - - +na,. Je-li X = x1x, ... x,, pak
mé podslovo XXX, zaéinajici na pozici r, ,hodnotu® [rx; + (r+1)xp + -+ (r+s— 1)x,] + [(r +
+8)x1+(r+s+ x4+ (r+2s— Dxg] +[(r+28)x1 +(r+2s+ Dxa+ -+ (r+3s— x| =
=Br+3s)x1+Br+3s+3)x2+...3r+65s—=3)x; =3[(r+s)x1 + (r+s+ Dxa+...(r+2s — 1)x],
tedy hodnotu délitelnou tfemi. Proto, pfevedeme-li slovo W na slovo Z = b1b; ... b,, pomoci vloZeni,
smazani ¢i pfipojeni slova XXX, plati /(W) = I(Z) (mod 3). Jelikoz I(01) =2 a I(10) = 1, zddnd
takova transformace neexistuje. |
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Priklad 6.11. M¢&jme cela ¢isla a,b,c a d, ne vSechna stejnd. Opakovan¢ budeme nahrazovat Ctve-
fici (a,b,c,d) &tvefici (a — b,b —c,c —d,d — a). Ukazte, ze alespori jedna soufadnice bude jednou
v absolutni hodnoté libovolné velka.

ReSeni. Oznalme P, = (an,bp,cn,dy) Ctvefici po n krocich. Uvazujme kvadrét vzdélenosti P, od po-
&atku, tj. a2 + b2 +c2 +d?. Zkoumejme, jaky je vztah mezi P, a P,.

a1+ b+ Gy iy = (an—bn)* + (ba— cn)* + (cn = dn) + (dn — an)?
=2 (a2 +bj+cp+d3) —2anby, — 2bycy — 2c,dy — 2dyay. (6.2)
Z ptedpisu je ziejmé, Ze a, + b, + ¢, +d, = 0 pro vSechna n € N. Umocnénim této rovnosti dostaneme
0= (an+bp+cp+dy)? = (an+cn)? + (by+dy)? + 2a,b, + 2a,dy + 2bycy + 2cd,. (6.3)
Sectenim rovnosti (6.2) a (6.3), dostaneme
Gpy1 b5 e iy =2 (ap byt dy) + (an )+ (bt dn)’,
Gy +per Gy gy 2 2(an b+ 6t dy).
Odtud pro kazdé n € N plati nerovnost
a+bi+c+d2>2" (@i 4+ b+t +dt).

JelikoZ a, b, c a d, nejsou vSechna stejnd, je po prvnim kroku alespoii jedno z Cisel ay,by,c1,d; nenu-
lové, ¢ili a? + b3 + ¢ +d? > 0. Proto soudet a2 + b2 + c2 + d? roste se zvySujicim se n nade viechny
meze, z cehoZ plyne, Ze alespon jedna souradnice bude jednou v absolutni hodnoté libovolné velka.

|

Priklad 6.12. Méjme dvojici posloupnosti (x,,y,), které jsou definovany rekurentné predpisy

Xn+y
Xn4+1 = L 3 n’ Y+l = /Xn+1Yn

a pocétecni podminkou 0 < xg < yg. DokaZte, Ze tyto posloupnosti maji spole€nou limitu a urcete ji.

Reseni. Uvédomme si, Ze pii danych pocateénich podminkéch jde o dvé posloupnosti kladnych redl-
nych c&isel.
Nejprve ukazme nékolik véci ,,navic*. Za prvé, Ze pri téchto predpisech plati implikace x,, < y, = x,41 <

< Vn+l-
Xn+Yn < 2y,

Xn+l = B ) = Yn-

Délejme pouze Upravy neménici znaménko nerovnosti.

Xnt1 7 Yni
Xnt1? VAn+1Yn
VXn+1 ?\/Yn

Xn+1 < Yn

7 3 n 'n zxn — 1 —
Proto plati nejen x,, | = % > St =g, ale i yur1 = /Xt 10 < /Yt 10 = /il </In = Ynr1 <
< Yn.
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Za druhé dokaZzme
Yn —Xn

4

Y+l —Xp+1 <

_y r)yn_xn
Yn+1 n+1 ¢ 4

Xn+Yn X +Yn 9 Yn —Xn
2 T T2 g

xn‘|‘)’n\rr))’n Xn 2(xn+yn)
\ 4

Xn +yn\/>() 3Yn +xn

Xn+Yn 9 9yn + 6ynxy —{—x,%
2 16
8Xnyn + Syﬁ ? 9yﬁ 4+ 6ynxy —|—xﬁ

0? y,21 —2VnXy —l—xi
0< (yn _xn)z

Toto ndm ukazuje, jak se tyto posloupnosti vyvijeji s rostoucim n, i Ze maji spolec¢nou limitu. Nebylo
to ale nutné, neb to dokdZeme v samotném hledani oné limity.

Xn+1 _ Xn+1 _ Xn+1 _ xﬂ';yﬂ — 1+ ;L:: (6 4)
Yn+1 \VXn+1Yn Yn Yn 2

14-cosa

2
I — cos a,. Pak ze vztahu (6.4) dostdvame

Uvazme podil

Toto pfipomind vztah pro kosinus polovi¢niho thlu cos § =
Protoze 0 < x” L <1, muiiZeme ozna01t
o %0
COS Oy ] = COSTH = Oy = o = 2"a, = ,
coZ miZeme napsat i ve tvatu

n Xn X0
2" arccos — = arccos —.
Yn Yo
Protoze v limité pro n — oo jde 2" — oo, zatimco prava strana je konecnd, musi jit arccos

& ’y‘" — 1. Timto jsme dokdzali, Ze maji spolecnou limitu.

xn

—>0<:>

Diéle pocitejme

2 4 4

2R 2=\ -d =2\ = -

o v . , . . \/y2—x2
Pfipomeiime, Ze pro s = v/1 —t2, plati arccost = arcsins. Zejména pak pro t = Tas= y; z,
n n

2 2 Xntyn Xn =+ Yn 2_xnyn+yﬁ X2+ 2%, 0 + V2 _yﬁ—xi
Yn+1 = X1 = Tyn_ ) - -

Odtud

Celkem
2 2
—X
X0 Xn \/y2 . VYo~ %o
arccos — = 2" arccos — " arcsin Y21 * = 2"arcsin e
Yo yn 2"y
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p . P ( . VA .
Leva strana je konstantni, zatimco v pravé pro n — oo jde 2" — oo, tedy arcsin zyfy 2 — 0. Mtzeme
n

tak v limité arcussinus nahradit jen jejim argumentem. Proto, kdyZ y, — L, plati

) )
X0 n\/yo_xo \/yo_xo
arccos — =2 = .
Yo 21 L

Hledan4 spolecnd limita je tedy

2 2
Yo —*o

arccos 2
Yo
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Kapitola 7

Posloupnosti

7.1 Teorie

Definice 7.1. Posloupnosti (redlnych Cisel) rozumime zobrazeni a: N — R. Hodnoty se misto a (n)
znali obvykle a,. Celou posloupnost zapisujeme {a,};_; nebo jen {a,}, pfipadné (a,). Hodnotu a,
nazyvame n-ty ¢len posloupnosti.

Pozndmka 7.2. Posloupnost 1ze zadat rekurentnim vzorcem (spolu s tzv. pocateénimi podminkami),
napiiklad

a1:1,
an+1 :2-an—i—1,

explicitnim vzorcem pro n-ty ¢len, napiiklad

a,=2"—1.

7.1.1 Aritmeticka posloupnost

oo

Definice 7.3. Posloupnost {a,}>_, se nazyva aritmetickd, jestlize 3d € R Vn € N: a,1 = a, +d.
Cislo d se nazyva diferenci aritmetické posloupnosti {a,} ;.

Véta 7.4. Necht’ {a,};_, je aritmetickd posloupnost s diferenci d. Pak plati:
e VneN:ag,=a1+(n—1)d
e VrseN:a,=as+(r—s)d
e oznacime-li s, = a; +ap + - - - + a, soucet prvnich n lenii, pak

ay+ay
Sp=n- 5

Véta 7.5. Posloupnost {a,};:_, je aritmetickd pravé tehdy, kdyZ¥n € N\ {1} plati

T
a, = f
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Kapitola 7. Posloupnosti Matematickad liga

7.1.2 Diferencni rovnice

Diference Ay(n) = y(n+ 1) — y(n). Opakem je sumace: Aa(n) = b(n) pak Y b(n) = a(n). Obecné je
vysledkem sumace mnoZina vSech fesenti, liSici se o konstantu, podobné jako u integralu.
Vlastnosti diference a sumace:

Ala, +b,) = Aa, + Ab, Y (an+bn) =Y an+Y by
Alc-ay) =c-Aay Zc an chan
Alay -by) = (Aay) -byi1 +ay - Aby, Zan-Abn =a, b, —Z(Aan) byt
A(a") _ (Aay) - b, — ay - Aby,
by bnbp+1

Vztahy (¢ # 1, P, Qx polynomy stupné k):

Ac=0
An=1
k-1
vk ()
AP(n) = Qx_1(n) Y Pi(n) = Qx1(n) +
Ag" = (q—1)q" Zq”zq_n +c
Aq"Pi(n) = q" Qx(n) Y.q"Piln) = ¢ Quln) +-c

Homogenni diferen¢ni rovnice 1. fadu

y(n+1) = p(n)y(n).
<L n—1 n—1
Resenty(n) =y(1) I1 p(k) = c I1 p(k).

Nehomogenni
1. Ay(n) = y(n+1) —y(n) = r(n), pak y(n) = L r(n) +¢
2. y(n+1) — p(n)y(n) = r(n), pak feseni je ve tvaru feseni piislusné zhomogenizované rovnice
u(n+1) = p(n)u(n) a jednoho fesent partikuldrniho, které hledime ve tvaru y,(n) = u(n)v(n).
Homogenni diferencni rovnice 2. fddu s konstantnimi koeficienty

y(n+2)+ay(n+1)+by(n) =0.

Charakteristicka rovnice A> +aA +b =0 m4

1. dva rizné redlné kofeny A; # A,, pak y(n) = ci A + 2%

2. redlny dvojndsobny kofen A, pak y(n) = cjA" + conA";

3. komplexni kofeny A; » = ¢ +iff = r(cos ¢ +isin@), pak y(n) = r*(ci cosn@ +c,sinn@).
Soucet prvnich n ¢lend posloupnosti

Sp=ar+a+---+ay
Spr1 =ar+ax+---+a,+ap
Asy = Spi1 — Sp = ant1

Sn =) Anils S1=a)
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7.2 Priklady

Priklad 7.1. Necht {a,};_, znaci aritmetickou posloupnost pfirozenych Cisel.

e Naleznéte piiklad posloupnosti {a,}’_,, kterd obsahuje nekone¢né mnoho k-tych mocnin pfi-
rozenych Cisel pro vSechna k =2,3,...

e Naleznéte piiklad posloupnosti {a,}7_,, kterd neobsahuje Ziddnou k-tou mocninu pfirozeného
Cisla pro Zadné k =2,3,. ..

e Naleznéte pifklad posloupnosti {a, };_,, kterd neobsahuje Zddnou druhou mocninu pfirozeného
Cisla, ale obsahuje nekonecné mnoho tfetich mocnin pfirozenych &isel.

2 v

e Dokazte, Ze pro libovolnou posloupnost {a, };_; a vSechna pfirozend ¢isla k > 2 plati: Posloup-
nost {a, };>_, bud’ neobsahuje Zddnou k-tou mocninu pfirozeného &isla, nebo jich obsahuje ne-
kone¢né€ mnoho.

Reseni.
e Staci uvazit napriklad posloupnost a; = 1,d = 1.

e Sta¢i uvazit napiiklad posloupnost a; = 2, d = 4. Pro n-ty ¢len dostdvame a, =2+4(n—1) =2-
-(2n—1). V rozkladu na prvocisla je dvojka vzdy v prvni mocning, proto Zadny ¢len nemuze
byt k-tou mocninou prirozeného ¢isla.

e Stali uvazit napiiklad posloupnost a; = 8, d = 16. Pro n-ty ¢len dostavame a, = 8+ 16(n —
—1)=8-(2n—1). V rozkladu na prvocisla je dvojka vzdy v tfeti mocniné, proto zadny Clen
nemiZze byt druhou mocninou prirozeného Cisla. ProtoZe 2n — 1 pro n € N probéhne vSechna
licha Cisla, jist€ bude v této posloupnosti nekone¢né mnoho (dokonce vSechny) tfetich mocnin
prirozenych cisel.

e Necht' posloupnost obsahuje néjakou k-tou mocninu pfirozeného &isla m, tj. pro vhodné n € N
plati m* = a; +n-d. Ukazme, 7e v této posloupnosti budou lezet i &isla (m + d)¥, (m+2d)*, ...
UvaZme obecny Clen z téchto k-tych mocnin a s vyuZitim binomické véty ho rozepiSme:

k k

k o k o

(m+td)* =Y (l_)mk_’ (td) =m‘+d- Y <i>m""t’d“1 =m+dN=a;+ (n+N)d.
i=0 i=1

N
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Priklad 7.2. Necht {a, };_, znac{ aritmetickou posloupnost celych ¢isel. Kolik existuje aritmetickych
posloupnosti {a, };_, takovych, Ze a; = 1, aj = 2015 pro né&jaké indexy i, j € {1,2,...,20}?

Reseni. Nejprve uréeme viechny mozné diference. ProtoZe {a,}7_, je posloupnost celych ¢isel, musi
byt diference d € Z. Vime, Ze a; = aj+ (i — j)d, odtud d = “;%7/ = 204 Vidime, 7e d | 2014 = 2-

i—

-19-53, navic 1 < |i— j| < 19. Odtud d € {£2014,£1007,£106}. Jednotlivé pfipady rozebereme

e d=2014,pak j=i+1.Abyi,je{1,2,...,20}, musii € {1,...,19}. Podobné pro d = —2014
jej=i—1latedyi€{2,...,20}.

e d =1007, pak j =i+ 2. Podobné jako vySe dostdvame i € {1,...18}. Pro d = —1007 mdme
i€{3,...,20}.

o d=106,pak j=i+ 19, nutnétedy i =1, j =20. Prod = —106 mdme i =20 a j = 1.

Celkem dostdvdme 76 moZnych posloupnosti. |

Priklad 7.3. UvaZujme dvé aritmetické posloupnosti redlnych Cisel {x,}> | a {y,};_,, které maji
stejny prvni ¢len (tj. x; = y;) a existuje index k € N\ {1} takovy, Ze

x,% - y,% =53,
d xl%—l _y%—l =18,
® xl%—&-l _Y%H =27.
Naleznéte vSechny pfipustné hodnoty indexu k.

Reseni. Oznaéme c,d diference zadanych posloupnosti. Dostdvame vyjadieni
xi=x1+({—1)c yi=x1+(i—1)d.
Vypoétemé rozdil x? — y?
2oy = (x%+2x1 (i—1)c+(i— 1)2(:2) - (x%+2x1 (i—1)d+(i— 1)2d2) -
=2x1 (i—1)(c—d)+ (i—1)*(?—d?).
Ze zadan{ tak dostdvame soustavu rovnic

53 =2x; (k— 1) (c —d) + (k— 1)* (2 —d?),
78 = 2x; (k—2) (¢ —d) + (k—2)* (2 — d?),
27 = 2x1k(c —d) +K* (2 —d?),

co? je vlastné soustava tif nelinedrnich rovnic o tfech nezndmych x; (¢ —d), ¢* — d? a k, z nichz ndm

sta¢i ur€it jen tu posledni. Jednoduse se dokdZeme zbavit proménné x; (¢ — d), kdyZ od dvojndsobku
prvni rovnice odecteme rovnice zbyvajici. Dostdvame

1= (20=1 = (k=2 = #) - (= d?) = 2- (2~ &)
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Odtud ¢ —d? = —%. Dosazenim do druhé a tfeti rovnice dostavame

1

78 =2x1 (k—2) (c—d) — 5 (k—2)’,

1
27 =2x1k(c—d) — 5k2.
Opét se zbavme Elend s x; (¢ —d).

1
78k—27(k—2) = —3 (k(k—2)2—k2(k—2))
102k + 108 = k> — 2k — k> + 4k — 4k
0=k>—53k—54

0= (k+1)(k—54)

Protoze k € N, je jedinym feSenim k = 54. |

*Priklad 7.4. Vypoctéte limity posloupnosti {a,}’;_,, které jsou zadané vzorcem pro n-ty clen

_ 1 1 1
[ ] an—ﬁ+2%3+"'+m

124344420 1-2n
V241

. an:n.(m_n)

® a,

Reseni.
e Protoze - (nl = % — Fll’ muiZeme limitu zadané posloupnosti psat jako
1 1 1 1 1
lim — : =1 ==+t —— =lim1— =1.
e 1 2Jr +n( 1) P 2+2 3Jr +n n—1 aom o+l
e Nejprve spocitejme
2n—1+1
1+3+'~~+(2n—1):n%:n2,
2n+2
2444 +2n=n "2+ =n’+n.
Nyni spoc¢téme samotnou limitu
1 =243—-4+--+2n—-1)-2n —n _ —1
lim = lim =lm ——=-1
n—yoo n2+1 n—eo\/p2 41 n—eo 1+%
n
¢ 2 2
1- 1 1
limn-<\/n2+1—n>zlimnuzlimizf.
n—yoo n—eo /P2 114 e 1_|_L_|_1 2
n2
|
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Priklad 7.5. Urcete pocet konec¢nych rostoucich posloupnosti pfirozenych Cisel aj,az, .. .,a; vech
moznych délek k, pro které plati:

e a =1,
e a;|ai proi=1,2,....k—1,
e q; =255255.
Reseni. Nejprve rozlozme &islo 255 255 na prvodisla
255255=3-5-7-11-13-17.

Z podminky a; | a;y dostdvdme, Ze kazdy ¢len obsahuje v prvociselném rozkladu stejnd prvocisla
jako Clen predchozi a alespon jeden navic (aby posloupnost byla rostouci). Sta¢i se tedy divat, jaka
prvocisla pfibudou v rozkladu dal$iho ¢lenu (vZdy bude alespoii jedno) oproti ¢lenu pfedchozimu.
Chceme tedy mnozinu X = {3,5,7,11, 13,17} rozdélit do neprazdnych podmnoZzin X;,X>, ..., kde X;
znaci, kterd prvocisla pfibudou v rozkladu pfi pfechodu od a; k a; 1.

Ozna¢me P (n) pocet rozdéleni n-prvkové mnoziny do neprazdnych podmnozin. Hodnotu P (n) vyjé-
diime rekurentnim vztahem. KaZzdé rozdéleni lze vyjadfit jako pocet moZnosti pro X; krit rozdéleni
zbytku. Musime uvazit vS§echny mozné velikosti j mnoZiny X;. Tim dostdvdme vztah

P(n):1+:§<’;>P(”—J')7

kde jednicka na zacatku odpovida situaci, kdy X = X; a neni co dal rozdélovat, index j odpovida

velikosti mnoZiny X; a (;‘) je pocet moZnosti jak téchto j prvkl do X; vybrat. Nyni snadno dopocitame
P(6).
P(1)=1,P(2)=3,P(3)=13,P(4) =75, P(5) = 541 a kone¢né P (6) = 4683. [ |

Priklad 7.6. Bud’ {a,};_, posloupnost pfirozenych ¢isel a pro kazdé n € N\ {1} je a,41 o 1 vetsi
neZ nejvetsi lichy délitel souctu a, + a,—1. Dokazte, Ze posloupnost {a,};_; je (od urcitého clenu
pocinaje) periodicka.

Reseni. Oznaéme a* nejvétsiho lichého délitele &isla a.
e Pro kazdé n > 3 je a, Cislo sudé (vZdyt je to ¢islo o 1 vétsi nez lichy délitel néjakého &isla).
e Pro kazdé n >4 je a,1 < max{ay,an_1}.

ay +an—1

an+1:1+(an+an71)*§1+ 3

< 1+max{a,+a,_1}.
Prvni nerovnost plyne ze sudosti ¢isel a, a a,—1, druhd je trividlni. Proto je posloupnost {a, };_,
ohranicend. Jeji nejvetsi Clen je totiZ jeden z prvnich Ctyf.

e ProtoZe kazdy Clen zdvisi pouze na dvou pfedchozich, dostivime hned, Ze existence dvojic
(an,an+1) = (am,am+1) pro n < m nam da periodicitu. Oznacime-li M nejvétsi ¢len posloup-
nosti, pak kazdé dvojice (a,,an+1) je tvaru (a,b) pro a,b € {1,...,M}. Téchto dvojic je pouze
M?, a proto se n&jaka dvojice jisté bude muset opakovat. |
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Priklad 7.7. Necht {a,};_, je posloupnost nenulovych celych ¢isel a pro kazdé n € N plati a1 =
= a, — by, kde Cislo b, ma stejné znaménko jako ¢islo ay,, ale opacné poradi Cislic.

e Dokazte, Ze posloupnost {a, }*"_, je (od urcitého ¢lenu pocinaje) periodickd.
e Dokazte, Ze prvni ¢len a; musi byt alespoii Ctyfciferné Cislo.
Reseni.

e Protoze hodnota n-tého Clene zavisi jen a pouze na ¢lenu predchozim, staci nim ukazat, Ze se v
posloupnosti nachdzeji dvé stejnd ¢isla. Odtud uz hned plyne periodicita. UkdZeme, Ze posloup-
nost je ohranicend. ProtoZe hodnoty jsou cela Cisla, bude jen konecné mnoho hodnot, kterych
mohou ¢leny posloupnosti nabyvat. Proto se v této nekone¢né posloupnosti budou nachdzet dvé

s v,

stejnd Cisla. Jestlize zacneme s k-cifernym cislem, jist€ bude kazdy Clen posloupnosti nejvyse

k-ciferné &islo, tedy —10% < a,, < 10%. Tfmto mame dok4z4nu periodicitu.

e Zadny &len posloupnosti nemize byt &islem, které éteme zepredu stejné jako zezadu (zejména
tedy ani jednocifernym ¢islem), druhy Clen by pak byl nulovy, coZ nelze (mame posloupnost
nenulovych celych cisel).

Jestlize za¢neme s dvoucifernym ¢&islem 10a + b bude druhy €len tvaru 9 (a —b). Nyni staci
uvéazit posloupnost krokt

90-9—+81—-18—=63-36—=>27-72——-454+54—-9

z Yz

Maiéme-li tedy v posloupnosti dvojciferné islo délitelné deviti, po nékolika krocich dostaneme
jednociferné ¢islo, o kterém jsme ukazali, Ze v posloupnosti lezet nemiize. Celkem tedy nemize
byt a; ani dvouciferné ¢islo.

UvaZme, Ze a; je libovolné trojciferné &islo tvaru 100a + 10b + ¢, pak a; =99 (a — ¢). Uvazime
posloupnost krokii

900 —9 — 891 — 198 — 693 —396 — 297 — 792 — —495 +594 — 99

V posloupnosti se tedy nesmi nachdzet ani trojciferné ¢islo.

Pro dplnost dodejme, Ze nejmensi pripustné pfirozené Cislo a; je 1012. |
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Priklad 7.8. Necht {a,}7_, je posloupnost pfirozenych ¢isel a pro kazdé n € N plati a,1 = a, + by,
kde ¢islo b, ma opacné poradi Cislic nez Cislo a,, (v dekadickém zdpise). DokaZzte, Ze a7 nemtze byt
prvocislo. S vyhodou lze vyuZzit kritéria délitelnosti jedenécti.

ReSeni.
e Podivejme se na &islo x = 10Kx;, + 105" 1x,_; +--- 4+ 10'x; + 10%9 modulo 11
x=10 410"+ +10"x +10%0 = (= 1) 5+ (=D ' +...—x1+x0  (mod 11)

Jestlize y mé opa¢né poradi Cisel nez x, pak x = +y (mod 11), pficemZ znaménko plus nastava,
pravé kdyZz ma x lichy pocet cifer. Ma-li x sudy pocet cifer, pak

x=-y (mod1l) = 11 |x+y.
Coz nam s vyjimkou x = 10 dava v dal$im Clenu posloupnosti slozené Cislo délitelné jedenacti.
Navic plati, Ze jakmile je jeden ¢len posloupnosti délitelny jedendcti, budou jedendcti délitelné
také vSechny dalsi.

e Nyni ukdZeme, Ze pro libovolné a; € N ma nejpozdéji ¢len ag sudy pocet cifer. ProtoZe ag > 10,
bude pak jisté a; slozené Cislo délitelné jedenacti. Pfedpokladejeme tedy sporem, Ze ay,...,dq
maji lichy pocet cifer. ProtoZe je posloupnost rostouci, musi i pocet cifer rist. Jisté ale soucet
dvou nejvyse k-cifernych ¢isel nemize dat ¢islo k+ 2-ciferné. Proto ajy, . .. ,as maji stejny pocet

cifer. Oznacme c; prvni a d; posledni cifru ¢isla a;. Pak

2> c1+d; dr > c1+dy

c3>2(c1+d) d3 >2(ci+di)
ca >4 (c1+dy) dy >4(ci+dy)
cs > 8(c1+dp) ds >8(c1+d)
ce > 16(c1 +d)) de > 16(c1 +d,)

ProtoZe je ale (c¢; +d;) > 1, tak ¢islo 16(c; +d;) nemize byt cifrou v dekadickém zdpisu.

e v

prvocislem.
Pro tplnost dopliime, Ze Cislo ag byt prvocislem mutiZe. Pro a; = 10220 vyjde Cislo ag = 185767.
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Priklad 7.9. Posloupnost redlnych ¢isel {a, };_; spliuje pro kazdé n € N rovnost

ni3 —Any2  Apy3 +apgo
ay —dp+1 an+ a1

anavic plati a;; =4, a», =2, a3z = 1. Dokazte, zZe pro kazdé k € N je soucet
ay+as+ - +djy
druhou mocninou pfirozeného cisla.

ReSeni.

e Nejprve ukazme, Ze a, =0 < a, 3 =0.
,,— " Dosad’me do zadané rovnosti a, = 0

Any3 —Any2  Qpy3 +0pg2

—Ap+1 ant1

—ap+3 + a2 = Ap43 T ap42

an3 =0
»<" Obdobné dosad’'me za @, 13 =0
—dp+2 42
ap — dp+1 an +ant1
anp+api1 = —an+apsi
a,=0

Odtud z podminek aj1,a2,,a33 # 0 plyne, Ze Zadny ¢len posloupnosti {a, };_, neni nulovy.
e Zadanou rovnost rozndsobime a zjednodusime, ¢imZ dostdvame
Ap30p41 = Ap42dp.
Totéz miZeme uvazit pro n+ 1 misto n, coz dava
Api4dpi2 = Api3ap41-
Vynéasobenim obou rovnosti a vykraceni (nenulovym) ¢islem ay,41a,12a,43 dostavame
apt4 = dp.
Posloupnost {a,};_, je tedy periodickd s periodou 4. Dostdvdme
a=ap=1, m=ap=2, a=an=4 a=aa/a=2,

a odtud 5
a1 dk + dbyy = 25 (1’<+2’<+4’<+2’<) - <5 (1 +2k))
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*Priklad 7.10. Na sporici ucet s urokovou sazbou 5% za rok ukladdme na zacatku kazdého roku po
dobu deseti let 20 000 korun.

o Kolik korun bude na G¢tu na konci desitého roku?
e Odvod’'te obecny vztah pro velikost tlozky x, tirokovou sazbu i a délku spoteni n (roki).

Reseni. Odvodime nejprve obecny vztah, do kterého potom dosadime. Ozna¢me S &astku, kterd bude
na Gctu na konci. Plati
1+i)"—1
S=x(1+i)+x(1+i) >+ +x(14i)" :x(l—i—i)%.
i

Pfitom &len x (1 + i) odpovida posledni dloZce (kterd se dro¢i jen posledni rok), ¢len x(1+i)" prvni
dloZce (kterd se troci vSech n let), ostatni analogicky.
Dosazenim za x = 20000, n = 10 a i = 0,05 dostdvame vysledek prvni ¢4sti tdlohy:

(1,05)" —1
§=20000-1,05——— = 264135,74.
’ 0,05 ’
|
Piiklad 7.11. ReSte rovnici
y(nt1) =ny(n) = (n+1),, (1) =5.
Reseni. Homogenni: y(n+1) =ny(n) =n(n—1y(n—1)=---=c-n! = y(n)=c-(n—1)!
Partikuldrni feSeni ve tvaru y,(n) = c(n)- (n—1)!.
cn+1)-n!—nc(n)-(n—1)!=(n+1)!
nlle(n+1) —c(n)] = (n+1)!
Ac(n) =n+1
c(n):Z(n+1):an2—|—bn
n+1l=aln+1)+>b
1
1
: 1=2a=a=
n a=a=;
1
n’: 1:a+b:>b:§
1, 1 1
yp(n) = (2n +2n> (n—1)!= E(nJrl)!
1
y(n)zi(n—l—l)!—{—c-(n—l)!
1
y(l) = 5'2-{-6: l+c=5=c=4
1
y(n)zi(n+l)!+4(n—1)!
[ ]
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Priklad 7.12. Kolik slov délky n lze sestavit z pismen A, B, C tak, aby zZadné z nich neobsahovalo
podslovo AC nebo BC?

Reseni. Libovolné slovo maZeme prodlouZit pfipojenim A,B, pfipojenim C jen v piipadé, Ze jde
o slovo ze samych C. Slova délky jedna jsou 3. Takze

y(n+1)=2y(n)+1.

Homogenni: y(n+1) =2y(n) =2-2y(n— 1) = --- =2"y(1) = 2" = y(n) =c2""L.
Partikuldrn{ fe3eni ve tvaru y,(n) = c(n)2""!.
c(n+1)2" =2¢(n)2" ' =1
2"c(n+1)—c(n)] =1

y(n)=c2""1 -1
y1)=c2’—1=c-1=3 = c=4
y(n)=4-2""1—1=2"" 1

Priklad 7.13. Reste rovnice

a) y(n+2)—9y(n+1)+18y(n) =0;
b) y(n+2)—8y(n+1)+ 16y(n) =0;
c) y(n+2)—2y(n+1)+2y(n)=0.
Resent.
a)
A2—91+18=0
(A=3)(A—-6)=0
M=3 =6
y(n) =c13" 46"
b)
A2 —81+16=0
(A—4)*=0
A=4

y(n) = c14" + cond"
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c)
A2 +42=0
D=4—-8=—4
242i , T on
Mo = > —1j:1—\f2<coszj:smz)
n T . T
y(n) = (\ﬁ) (clcosnz —i—czsng)
[ |
Priklad 7.14. Urcete explicitni vyjadfeni Fibonacciho posloupnosti.
Resent.
yn+2)=yn+1)+yn), y(1)=y2)=1
Y(n+2) —y(n+ 1)~ y(n) =0
A2—A—-1=0
1+V5
Moo= )
1+v5\" 1-/5
1++v5 1—+v5
y1)=1: ¢ v5 +o v5 =1 (7.1)
2 2
145\’ -5\’
y2)=1: ¢ +¢ =1 (7.2)
2 2
1++5 1-5 1-2V5+5 1++5
> (7.1)—(7.2): czl Y 2 = 5 -1
o | T3V 1S
2 2 )
o TV 1
T 545 V5
14+/5 1 [1-V5
€1 = +1
2 NAUE
(VS 14V
1 ) = 2\/5
1
=
RV
1 [(1+v5\" [1=-v5)
y(n) =— —
ﬁ 2 2
[ |
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Kapitola 7. Posloupnosti Matematickad liga

Priklad 7.15. Kolik slov délky n lze sestavit z pismen A, B, C tak, aby zZadné z nich neobsahovalo
podslovo AA, AB, BA, BB?

Reseni. Slovo délky n + 2 konéici A nebo B miizeme vytvofit ze slov délky n pfipojenim CA nebo
CB, koncici C ze slov délky n+ 1 pfipojenim C, takze y(n+2) = 2y(n) + y(n+ 1). Slov délky jedna
je 3, délky dva 5. TakZe

y(n+2)—y(n+1)—-2y(n)=0,  y(1)=3,y(2)=5.

y(n+2)—ymn+1)—2y(n)=0
AP—A-2=0
A=2)(A+1)=0
M=2 h=-1
¥(n) = 612"+ ea(—1)"
y(1)=3: 2cl—c;=3
y2)=5: 4dcl4+c=5

W s

6c1=8 = ¢ =

1
62:2C1—3:—§

y(n) = 2 |:2n+2+ (_1)n+1]

[
Piiklad 7.16. Urcete soucet prvnich n ¢lenti posloupnosti a,, = n?.
Reseni.
sp=12422 4. 40?5 =1
sn:Z(n+l)2:Z(n2+2n+l):an3bn2—|—cn+d
n?4+2n+1=aBn®*+3n+1)+b2n+1)+c
n?: 1—3a:>a—1
' B -3
1
n': 2=3a+2 =142 =>b=3
1 1 1
0
1= b ==+ =—
n at+b+c 3+2+c:>c 6
1 1 1
sn:§n3+§n2+6n+d
I 1 1
=—+-+—-+d=14+d=1=d=0
si=gtytetd=1+
1 1 1 n(2?+3n+1)  n(2n+1)(n+1
o= it Lty Ly n@P ) nnt Do)
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Priklad 7.17. Urcete soucet prvnich n ¢lenti posloupnosti y, = (—%)nn.

ReSent.

n+1 N 3 1 n+2 B
4 3 N
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Kapitola 8

Diofantické rovnice

8.1 Teorie

Jedna se o rovnice, u nichZ hleddme pouze celociselnd feSeni. D4 se dokazat, Ze neexistuje (a ani
existovat nemize) Zadny univerzalni postup feSeni. Existuji vSak rtizné metody, které ndm v fadé
konkrétnich piipadli pomohou feseni nalézt.

8.1.1 Linearni diofantické rovnice

V této C4sti se budeme zabyvat specidlni tfidou diofantickych rovnic, pro kterou univerzélni postup
feSeni existuje.

Definice 8.1. Diofantickou rovnici ve tvaru
a\ x| +axxy + -+ +aux, = b,
pro nezndmé xi,...,x, a dand ¢isla ay,...,a,,b € Z, nazveme linedrni diofantickou rovnici.

Véta 8.2. Diofantickd rovnice o n proménnych, kde (ay,...,a,) = 1, md vZdy FeSeni v Z a vSechna
FeSeni je mozné popsat pomoci n— 1 celociselnych parametrii.

Misto diikazu této véty si cely postup pfedvedeme na konkrétnim prikladu.

Rozmysleme vSak jesté, co se stane, kdyZ nebude splnéna podminka (ay,...,a,) = 1. V takovém
piipadé je levd strana rovnice délitelnd (ay,...,a,). Pokud je timto Cislem délitelnd i prava strana, tj.
¢islo b, pak miZzeme kritit a po vykraceni jiz podminka pro nové koeficienty splnéna bude. V opa¢ném
piipadé feSeni existovat nebude.
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Priklad. Reste v Z
18x+20y+15z=1

Reseni. Nejprve si zvolime jednu proménnou a spoéitime nejvétiiho spole¢ného délitele koeficienti
vSech ostatnich. Na diofantickou rovnici se pak podivame modulo toto ¢islo. V nasem pfipadé zvolme
jako tuto proménnou naptiklad x. Pak (20, 15) = 5. KdyZ se podivdme na rovnici modulo 5, dostdvame

18x=1 (mod 5)

3x=6 (mod 5)
x=2 (mod5)
x=2+5¢

Dosadime do zadané rovnice a vykratime

20y+15z=1—18-2—18-5¢
4y+3z=—-T7—18¢t

Nyni cely postup opakujeme. Vybereme proménnou y, pak nejvétsi spolecny délitel koeficientli u
zbyvajicich proménnych je 3. Dostadvame

y=-1 (mod 3)
y=—143s

Dosadime a vykritime

3z=—-3—18t—12s
z=—1—6t—4s

Resenim jsou trojice

(x,,2) € {(2+5t,—1+3s,—1—6t —4s) | s,t € Z}
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Kapitola 8. Diofantické rovnice Matematicka liga

8.2 Priklady

Priklad 8.1. Je moZné na dvouramennych vahach (ramena stejné délky) odvazit 1 g néjakého zbozi,
mame-li k dispozici pouze (libovolny pocet) zdvazi tif hmotnosti: 153 g, 135 g a 425 g? Pokud ano, jak
to udélat? Vhodnym zpiisobem zapiste v§echna mozZna feSeni a nékteré z feSeni explicitné vycislete.

Reseni. Sestavme diofantickou rovnici
153x 4135y +425z=1

pricemz kladny pocet zavazi pokladdme na jedno rameno, zdporny pocet na druhé, kde je zbozi.
Jde o linearn{ diofantickou rovnici a (153,135) = 9.

425z =1 (mod 9)

2z=10 (mod 9)

=5 (mod 9)
z2=5+9

153x+ 135y +425(5+91) = 1
153x + 135y = —2124 — 3825¢
17x+ 15y = —236 — 425t
15y = —236—425t (mod 17)

—2y=2 (mod 17)
y=-1 (mod 17)
y=—-14+17k

17x+15(—1+17k) = —236 — 425¢

17x = =221 — 255k — 425¢
x=—13— 15k —25¢

MnoZina feSenf je tvaru
K={[-13—15k—25t; —1+17k; 5+ 9] ,k,t € Z}.
MozZny pocet zdvaZi je tedy napf. pro k,t = 0: x = —13, y = —1, z = 5. Na jedné strané je tedy pét

425g zavazi, na druhé strané se zborim tfinact 153g a jedno 135g zavazi.
|
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Piiklad 8.2. Reste diofantickou rovnici
T2 +5y+13=0
Reseni. Rovnice je linedrni v promé&nné y. Podivejme se na ni modulo 5.

72 +13=0 (mod 5)

22> =—-3 (mod 5)
=1 (mod5)
x==x1+5¢

Dosadime
7(£1451)2 45y + 13 = 5y + 20+ 70t 4 175

MizZeme vyjadfit y a dostaneme feSeni ve tvaru

bx,y] = [145¢,—35t2 — 14r —4] nebo [x,y] = [—1+ 5, —35¢*> + 141 — 4].
|
Piiklad 8.3. Reste diofantickou rovnici
42 F6x+Ty+8z=1
Reseni. Viimnéme si, Ze rovnice je linedrni v proménné y. Podivejme se na ni modulo 7.
x> +6x+47°+8z=1 (mod7)
(x+3)>+4(z+1)>’=0 (mod 7)
Podivejme se na kvadratické zbytky modulo 7.
n|0 123456
n]0 1 422 41
Snadno ovéiime, Ze feSeni dostdvame jen prox+3 =z+1=0 (mod 7). Odtud
x==-3+Tt z=—-1+47s
a dosadime do plivodni rovnice, abychom ziskali y.
Ty = —(x+3)2 —4(z+1)2+ 14 = —49> — 1965> + 14
y=—T7*—28s>+2
|

82



Kapitola 8. Diofantické rovnice

Matematicka liga

Priklad 8.4. Reste diofantickou rovnici
2x% +xy = y* +63.

Reseni. Resime rozkladem 267 4+ xy =y* +63
2% +xy—y? =63
(2x—y)(x+y) =63 =327

Délitelé 63 jsou £1,£3,£7,+9,4+21, +63.
Projdeme postupné vSechny moZnosti

2x—y =163 (—63) 2x—y=21(-21)
x+y=1(-1) x+y=3(-3)
3x = 64 (—64) 3x =24 (—24)
3164 NR x=8(-8)
y=-5(5)
2x—y=1(-1) 2x—y=3(-3)
x+y=063(—63) x+y=21(-21)
3x = 64 (—64) 3x =24 (—24)
3164 NR x=28(-8)
y=13(—13)

K ={[8,-5],[8,13],[-8,5],[8,—13]}.
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2x—y=9(-9)

x+y=7(-7)
3x=16(—16)

3116 NR

2x—y="7(-7)

x+y=9(-9)
3x =16 (—16)

3116 NR
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Priklad 8.5. Reste diofantickou rovnici

kde p je libovolné prvocislo.
Reseni. Nejprve vyndsobime celou rovnici xyp a dostdvame
xy—px—py=0
xy—px—py+p*=p’
(x=p)y—p)=p
Dostévdme 6 moZnosti, které musime rozebrat (prvni zdvorka miize byt +1,4p, +p?)
e x—p=1,paky— p = p*adostavame feseni [p+ 1, p* + p]
e x—p=p,paky— p = padostivime feSeni [2p,2p]
e x—p=p? paky— p=1adostdvame fedeni [p> + p,p+ 1]
e x—p=—1,paky— p= —p? adostidvame feseni [p — 1, p — p?]
e x—p=—p,paky— p = —p adostdvame x = y = 0, coZ nevyhovuje zadani
e x—p=—p? paky— p = —1 adostdvame feseni [p — p*,p — 1]
Uloha mé tedy pravé pét fesent. |
Priklad 8.6. Reste diofantickou rovnici
3 =4y+5.
Reseni. Rovnice je linedrni v proménné y. Podivejme se na ni modulo 4.
(—=1)*=1 (mod 4)
Odtud zfejmé x = 2k. Dosadime do pivodni rovnice a vyjadiime y

95
-

y

Piiklad 8.7. Reste diofantickou rovnici
x(y+1)% =243y,

Reseni. Z rovnice vyjadifme x
243y
(v+1)?

ProtoZe (y,y+1) =1, musi (y+1)?| 243 =35, tj. (y+ 1) € {£1,43,+9}. Dopo&itame piislusna x:

y[o =2 2 -4 8 -—10
x|0 —486 54 —108 24 -30

Maéme tedy 6 feSeni. |
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Piiklad 8.8. Reste v oboru pfirozenych &isel
X+y+z=xyz
Reseni. Rovnice je symetrickd v proménnych x, y, z. Pfedpokladejme proto, Ze x < y < z, pak

xyz=x+y+z<3z
xy<3

Nutné x =l ay € {1,2,3}. Tyto piipady doresime
e x=y=1,pak z=12z+2, coZ je spor s celoCiselnosti z
o 2x=y=2,pak 2z =z+3, tedy z = 3.
e 3x=y=3,pak3z=z+4,tedyz=2,coZjesporsy <z

Dostdavame tedy Sest feSeni. (1,2,3) a vSechny permutace. |

Piiklad 8.9. Reste diofantickou rovnici
2 4xy+y? = a2
Reseni. Rovnice je symetrickd v proménnych x, y. Predpokladejme proto, Ze x < y, pak
Xyt =2 xy+yt <3y
x? <3

Mame tedy tfi moZnosti pro x

e x=0,paky=0

e x =1, pak y = —1, coZ je spor s predpokladem x <y

o x=—1,paky=1
Dostavame tfi feseni (diky symetrii se ndm vrati vyloucené feseni).

K ={[0,0],[—1,1],[1,—1]}.
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Kapitola 9

Geometrie 111

9.1 Priklady

Priklad 9.1. Je dan konvexni Ctyfihelnik ABCD, jehoz strana CD se dotykd Thaletovy kruZnice
nad AB. Dokazte, Ze AB se dotyka Thaletovy kruznice nad CD, pravé kdyz AD a BC jsou rovnob&Zné.

Reseni. Oznaéme M a N stiedy stran AB a CD. Dile oznaéme v vzdalenost bodu M od CD a u vzda-
lenost bodu N od AB. Podle predpokladu v = [AM| = |BM|.

Plati:
1 1
AD ” BC = AD ” MN < Sapun = Spaaun < §|DN|V = §|AM|M =4 |DN| =Uu.
Analogicky
1 1
BC ” MN < Sapun = Sacun & EIBM’IA = 5‘CN|V = ‘CN‘ =u,
tedy |DN| = |CN| = u = AD || BC. n
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Priklad 9.2. Je dan tétivovy Ctyfthelnik ABCD a kruZnice se stiedem O lezicim na AB, ktera se dotyka
zbylych stran (BC,CD,AD). Dokazte, ze |AB| = |AD| + |CB|.

Reseni. Oznatme T bod leZici na strané AB s vlastnosti |AT| = |AD].

Pak plati

180° — |/DAT| _ |/DCB|

|/DTA| = = [£DCO|.

2 2
Z toho plyne, Ze ¢tyidhelnik DCOT je tétivovy, a proto | ZCTB| = |ZCDO| = B. Plati
|£TCB| = 180° — (|ZCBT|+|ZCTB|) = 180° — ((180° —28) + ) = 180° — (180° — B) = 3.

To znamend, Ze trojahelnik CT B je rovnoramenny, a tedy |BT| = |CB|. Tim je dikaz hotov. [
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Priklad 9.3. Je déan ostrodhly trojihelnik ABC. Osa thlu pfi vrcholu A protina stranu BC v bodé L
a kruznici opsanou ABC protind v bodé N # A. Oznacme K, resp. M patu vysky z bodu L na stranu
AB, resp. AC. DokaZte, Ze obsah trojuhelniku ABC je stejny jako obsah ¢tyfihelniku AKNM.

Re§eni. Oznaéme « tihel pii vrcholu A.

Ziejmé KM 1 AN, nebot’ AN je osou thlu v rovnoramenném trojihelniku KMN. Trojthelniky ABN
a ALC jsou podobné, protoZe maji shodné thly. To ndm déva

|AN|  |AC|
|AB|  |AL|
Plati oy ALl
(04 (04 o . o
Odtud pak
1 1 |AB||AC||KM| 1 .
S, = —|AN| - |[KM| = - ——————— = < |AB||AC|sin 0t = Sapc-
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Priklad 9.4. Je dén trojihelnik ABC a na kazdé jeho strané je zvolen jeden vnitfni bod. Na strané AB
bod M, na stran€ BC bod K a na strané AC bod L. Dokazte, Ze obsah alespoti jednoho z trojihelnikil
AML, BMK,CLK nepfevysi Ctvrtinu obsahu trojihelnika ABC.

Reseni. Oznaéme d = |[AM|, e = |BK|, f = |CL|.

Tvrzeni dokdZeme sporem. Pfedpoklddejme, Ze vSechny tfi trojihelniky maji obsah vétsi nez Ctvrtina
obsahu trojtihelnika ABC. Po tipravach dostaneme

b
db—f)> 2
4
c
—d > —
ele—d) >
ab
—e)>—.
fla—e)>4
Dohromady
252,02
def(a—e)(b—e)(c—d) >
64
Soucasné plati (AG-nerovnost)
b2
b—f) < —
O
2
c
dlc—d) < —
(c—d)<
2
a
—_e) <
e(fa—e) < 2
atedy
a’b*c?

def(a—e)(b—e)(c—d) < T

COZ je spor.
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Priklad 9.5. Je dan trojihelnik ABC. Ozna¢me O stfed kruznice opsané a r jeji polomér, I stfed
kruZnice vepsané a p jeji polomér. Dokazte, Ze plati

|OI| = \/r(r—2p).

Reseni. Pokud O = I tvrzen{ zfejmé plati (trojiihelnik je rovnostranny). Dile tedy budeme predpokla-
dat, ze I # O.

Ozna¢me L bod, ve kterém piimka Al protne kruZnici opsanou trojihelniku ABC. Piimka LO protne
kruZnici opsanou v bodé M. Déle oznaCme D patu vySky z bodu [ na stranu AB.

C

Trojuhelniky ADI a MBL jsou podobné, a proto plati
|ID|-|ML| =2rp = |AI|-|BL|.

Didle plati, Zze | ZLAB| = |ZLAC| = |ZCBL)|, a proto |/BIL| = | ZIBL|, tedy trojihelnik /BL je rovno-
ramenny.
Primka 70 (tedy predpokldadame, Ze I # O) protne kruZnici opsanou v bodech P a Q. Podle predcho-
ziho plati

2rp = |AI||BL| = |AI||IL]| = |P1||QI] = (|[PO] + [10])(|QO| = I0]) = (r+d)(r — d).

Odtud dostaneme

d = \/r(r=2p).
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Priklad 9.6. Je dan trojihelnik ABC. Dokazte, Ze plati
?’

sinasinff < s1n2

pravé kdyz na strané AB existuje bod D takovy, Ze |CD| je geometrickym primérem |DA| a |DB)|.
ReSeni. Bud’ X libovolny vnitin{ bod strany AB. Pak existuje € € [0, ¥) takové, ze

xcpr sinocsin _ sinasin

IXA||IXB| ~ sin(¥+¢€)sin({ —¢)  sin®Y —sin’e’

Piedpokladejme, Ze sin B sin ¢ < sin? 72/ Pokud nastane rovnost, pak hledanym bodem je prisecik AB
s osou uhlu y. MiiZeme tedy predpokladat, Ze 0 < sm2 Y _sinBsina < 1. Polozme

€ := arcsin <\/sin2 %/ — sin f sin Oc) .

Ziejmé € € (0, 5 1), v opa¢ném piipadé bychom dostali sin 72/ < sm2 Y _sinasin 8, coZ neni mozné.
Tomuto € 0dp0v1daJ1 body Dy, D, s vlastnosti
|D,C|? |D,C|? sinocsin sinocsin

IDIA|ID1B|  |D2A[|D2B|  sin” ¥ —sin*e  sin® L — (sin® ¥ —sinasin B)

Nyni pfedpokladejme, Ze sin 3 sin o > sin’ %/ . Pak pro kazdy vnitini bod X strany AB plati

IXC|*  sinosinf S sinasin -1
IXA||XB|  sin? ! —sin’e sm2 4 .
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Priklad 9.7 IMO 2010 - priklad 4). Necht’ bod P lez{ uvnitf trojuhelniku ABC. Piimky AP, BP a CP
protinaji kruZnici k opsanou trojihelniku ABC po fadé v bodech K, L a M (rtiznych od A, B, C). Te¢na
ke kruZnici k v bodé C protind pfimku AB v bod¢ S. DokaZte, Ze pokud maji usecky SC a SP stejnou
délku, pak jsou stejné dlouhé i iseCky MK a ML.

Reseni. Pfedpoklidejme, Ze plati |[SC| = |SP|. Te¢na ke kruZnici k v bod& M protina pfimku AC v
bodé X. Trojahelniky XMC a SPC jsou podobné, a proto SP || XM.

Nyni uvaZzme mocnost bodu § ke kruZnici k. Plat{
ISP|> = |SC|* = |SB| - |SA|.

Odtud dostaneme, Ze trojihelniky SBP a SPA jsou podobné. Stejné tak trojihelniky BPA a KPL jsou
podobné. Zejména plati | /SPB| = |ZKLP|, atedy SP || KL. Odtud dostaneme KL || XM, atedy [MK|=
= |ML]. |
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Priklad 9.8. Osa thlu BCA trojihelniku ABC protind jeho opsanou kruZnici v bodé R rizném od bodu
C, osu strany BC v bodé P a osu strany AC v bod¢ Q. Stfed strany BC oznaéme K a stied strany AC
oznaéme L. Dokazte, 7e obsahy trojihelnikti RPK a RQL se rovnaji.

Regeni. Pro obsahy trojihelniki ROL a PRK plati
1 .
SroL = EILQ] -|RQ|sin(ZRQL),
1
Sprx = §|PR| -|PK|sin(ZKPR).

"\,\c

Dale vime, Ze

Y
27
Y
2’

|ZCPK| = |/CQL| = 90° —

|/KPR| = |ZLOR| = 90° +

IPK| _|CK| _|CB]
oL [cL|  |AC|

Dohromady mame
Sro _ |LQ| |RQ| _ |AC| [RQ|
Serx  |PK| [PR| |CB| |PR|

Chceme ukazat, ze
[RO| _ [CB

|PR|  |AC|
Plati |ZROK| = o+ y (plati RO L AB) a |ZROP| = 180° — (a + y) = B. Aplikaci sinové véty pro
trojuhelnik RPO dostaneme
IRP| |OR)|
sinff sin(90° + 1)

|RP|-sin (90o + %/) = |OR| -sin 3,
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Odtud plyne, Ze 2|RP|cos § = |AC|. Analogicky pro trojihelnik ROQ dostaneme
Y . . 1
IRO| cos S = |OR|-sinot = |OB| - sin(£KOB) = §|BC\.

Odtud 2|RQ|cos ¥ = |BC|. Dohromady méme

RQ| _|cB
|PR|  |AC|’

coZ jsme chtéli ukazat. |

Priklad 9.9. Na piimce jsou dany body A, B,C,D v tomto poradi. KruZnice s primérem AC protina
kruznici s primérem BD v bodech X a Y. Useka XY protne BC v bodé Z. Bud’ P libovolny bod
piimky XY rizny od Z. Piimka CP protina kruZnici k v bodech C a M a pfimka BP protina kruZnici /
v bodech B a N. DokaZte, Ze ptimky AM,DN a XY jsou konkurentni (tj. protinaji se v jednom bod¢).

Reseni. Pokud P =X nebo P =Y, pak M = N = P a tvrzen{ plati trividln&. Dile tedy budeme pred-
pokladat, ze P#£ X,P#Y.
Oznacme U prisecik piimek XY a AM a V prisecik ptimek XY a DN. UkdZeme, 7e U = V.

Mocnost bodu P dava

|PM]-|PC| = |PX|-|PY| = |PN|- |PB],

tedy

|PM|  |PB|

IPN| — |PC|
To znamend, 7e |/PNM| = |ZMCB| = |ZMUP]|, a tedy body M,N,P,U leZi na spole¢né kruznici.
Podobné dostaneme, Ze | /PMN| = |ZNBC| = |£NV P|, coz znamend, Ze body M,N, P,V leZi na spo-
le€né kruznici. Tato kruZnice je protnuta pfimkou XY ve dvou bodech, pfi¢emz jeden z nich je bod P.
Vzhledem k tomu, Ze U # P # V, musi platit, Ze U = V. |
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Priklad 9.10. Necht' P je vnitini bod trojihelnika ABC. Oznac¢me D, E,F paty vySek z bodu P na
strany BC, AC, AB. Naleznéte vSechny body P, pro které

|BC| |AC| |AB|

|PD|  |PE| |PF]|

nabyva nejmensi hodnoty.

Reseni. Ziejmé je |PD|-|BC|+ |AC| - |PE| + |AB| - |PF| dvojndsobek obsahu trojihelnika, tedy je to
konstanta nezavisejici na P. Aplikaci Cauchy-Swarzovy nerovnosti dostaneme

<|BC| |AC|  |AB|

-(|PD| - |BC| +|AC| - |PE| +|AB| - |PF|) > (|BC| + |AC| + |AB|)?
PD| T |PE| ,PF) (|PD|-|BC|+|AC|- |PE|+|AB|-|PF|) > (|BC| +|AC| +|AB|)",

tedy
(IBC| + |AC| +|AB|)?

(|PD|-|BC|+|AC|-|PE| + |AB| - |PF|) >
28aBc

)

pfi¢emz rovnost nastane, pravé kdyz |PD| = |PE| = |PF|, tj. hledanym bodem je stfed kruZnice ve-
psané. |
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Zaverecné opakovani

Priklad 10.1. DokaZte, Ze pro libovolné celé Cislo n, 121 nedéli n*+3n+5.

Reseni. Pokud 121 déli n&jaké celé &islo, musi toto &islo délit i 11. Protoze n®> +3n+5 =n> —8n+
+16 = (n—4)? (mod 11), je podminka 11 | n? 4 3n+5 ekvivaleni s (n —4)?> =0 (mod 11). JelikoZ
je 11 prvocislo, musi byt n =4 (mod 11), neboli n = 11k + 4, kde k € Z. Dosazenim n> + 3n -+
+5=(11k+4)>+3(11k+4) +5 = 121(k* + k) + 33. Odtud ji# vidime, Ze 121 takové &islo nikdy
nedéli. |

Priklad 10.2. Tabulka 10.1 je vychozi situace. V jednom kroku miZete zménit znaménka v jednom
fadku, sloupci, ¢i rovnobéZce s diagonalou (zejména také miZete zménit znaménka ve vSech rozich).
Dokazte, Ze vZdy bude v tabulce alespoii jedna —1.

—_] | —

—_| | | —
U VN VI N
U VNG VI Uy

-1

Tabulka 10.1: Vychozi situace.

Regeni. Invariantem je zde soucin osmi &isel na krajnich pozicich vyjma rohovych. Ten je na po&atku,
a tedy i naddle, —1, proto je na nich vzdy alespoii jedna —1. |

96



Kapitola 10. Zavere¢né opakovani Matematicka liga

Priklad 10.3. Necht' a,b,c > 0. Dokazte, Ze nerovnice

1 1 1
a(l—>b) > 7 b(l—c)> 7 c(l1—a)> 7

nemohou byt splnény soucasné.

Reseni. Pro spor predpoklidejme, 7e viechny tii nerovnosti plati. Pak nutné a,b,c < 1. Vechny
nerovnosti vyndsobime a dostdvdme

1
bc(1—a)(1-b)(1—c) > —.
abe(1-a)(1-b)(1-¢) > —
Staci uvazit | L
l—a)=—(a*—a)=—(a—=)*+- < —.
a(l-a) = —~(@—a) =—(a— 5P+, <
Soucin vSech tii Clent pak bude nejvyse 6—14, COZ je spor. |

Piiklad 10.4. Na za¢itku mé&jme &islo 72913, V jednom kroku odebereme prvni cifru a pficteme ji

ke zbylému Cislu. Takto postupujeme, dokud ndm nezustane deseticiferné ¢islo. Dokazte, Ze toto Cislo
ma dvé stejné cifry.

Reseni. Z pravidla pro délitelnost deviti vime, Ze ciferny sou¢et modulo devét je viidi této operaci
invariantni. Pokud by vysledné ¢islo mélo skladat z deseti riznych cifer, byl by jeho ciferny soucet
O+ 1+4---+9=45. ProtoZe 9 | 45, musela by 9 | 72°15, co7 ale zjevné neplati. Proto takového stavu
nemuzeme dosdhnout, a néjaka cifra zde musi byt dvakrat. |

Priklad 10.5. Kone¢nd mnoZina bodd v roviné ma nésledujici vlastnost: kdykoli vedeme jejimi libo-
volnymi dvéma body piimku, leZi na této pfimce alespoii jeden dalsi bod této mnoZiny. Dokazte, Ze
vSechny body této mnoziny leZi na jedné pfimce.

Reseni. Oznaéme S zadanou mnoZinu. Tvrzeni dokdZeme sporem. Existuje tedy pfimka vedena dvéma
body z S a bod x, ktery na ni neleZi. ProtoZe je mnoZina S konecn4, je takovychto dvojic (pfimka, bod)
jen kone¢ny pocet. Vyberme tedy takovou dvojici (p,x), kde bod x md nejmensi moznou (kladnou)
vzdélenost od piimky p. OznaCme xy patu kolmice z bodu x na piimku p. ProtoZe na pfimce leZi vZdy
alesponi 3 body mnozZiny S, musi dva z nich, ozna¢me je a, b leZet na stejné stran¢ od x¢ (je-li xo jednim
z téchto tif bodd, uvazujeme, Ze b = xg a a je libovolny ze zbyvajicich bodi). Predpokladejme, ze b
je ten bod bliZe xg. KdyZ body a,x vedeme pfimku, je vzdalenost b od této pfimky mensi, nez byla
vzdalenost x od p. Dostavdme spor s volbou dvojice (p,x) - brali jsme tu dvojici, kde vzdalenost byla
minimalni. |
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Priklad 10.6. Bud'te x,y,z € R takové, 7Ze
Py 22y = 1.
Dokazte, 7e

3
Ay > T

Reseni. Sporem predpokladejme, Ze x> 4y 422 < %. Pak

[x2+y2+ 72 - 1
3 2

a odtud s pouZitim GQ nerovnosti pro x,y,z (respektive AG nerovnosti pro x2, y?, z%) dostdvdme

2 2 2 1
Wyzg,/#%

atedy xyz < % Odtud dostdvame

3 1
2,2, 2

+y +F 2z < —+-=1
X4y +z <7ty ,

coz je spor. Rovnost nastane pro |x| = |y| = |z| = %, kdy pravé sudy pocet proménnych je zdporny. W

Piiklad 10.7. Reste diofantickou rovnici 19x> — 84y® = 1984.

Reseni. Prepisme tuto rovnici do tvaru 19(x> — 100) = 84(y* + 1). ProtoZe 7 | 84, dé&li 7 celou pravou
stranu této rovnice, musi tedy dé&lit i levou. JelikoZ jsou &isla 7 a 19 nesoud&lnd, musi 7 délit x> — 100.
Kongruencemi x* — 100 =x* —2 =0 (mod 7), neboli x> =2 (mod 7). Udélejme si tabulku moznych
zbytkd tfetich mocnin modulo 7.

x(mod7) 0 1 2 3 4 5 6
¥ (mod7) 0 1 1 6 1 6 6
Z této tabulky vidime, Ze x # 2 (mod 7), proto tato rovnice nema feseni. [

Priklad 10.8. UvaZujme kone¢nou mnoZinu mést. Pfedpokladejte, Ze mezi kazdymi dvéma mésty
je pravé jedna cesta a Ze kazd4 cesta je jednosmérnd. DokaZte, Ze existuje mésto, do kterého se da
z kazdého jiného dostat pfimo nebo pres nejvyse jedno dalsi mésto.

Reseni. Oznaéme m nejvyssi pocet cest sméfujicich do libovolného mésta. Ozna¢me M mésto, které
tohoto maxima nabyvad. Ozna¢me P mnoZinu m mést, z nichZ vede cesta do M piimo, Z vSechna
ostatni s vyjimkou M. Jestlize je R = 0, pak se dostaneme ze vSech mést do M pfimo a tvrzeni plati.
V opacném pripadé takové mésto existuje. Bud’ tedy X € R libovolné. Z X vede cesta do nékterého
mésta z P (kdyby nevedla, méli bychom cestu z kazdého mésta z PU{M} do X, coz je spor s volbou
meésta M), coz jsme ale chtéli dokazat. |
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Priklad 10.9. Je moZné prevést polynom f(x) = x> +4x +3 na g(x) = x> + 10x + 9 pouze transfor-
macemi

fx) = x2f CH) a  fx)— (x—1)>2f (xil> ?

Reseni. Uvazme obecny kvadraticky polynom f(x) = ax?> + bx + ¢ s diskriminantem D = b — 4ac.

Prvni transformace ho pfevede na polynom
1 : 1 1+2x 4 1

<+1> +b(+1) te| =22 [a <+ rrx )+b< +x> —i—c] -
X X X X

=a(1+2x+x)+b(x+x*) +c=(a+b+c)x*+ (b+2a)x+a

fi(x) =

s diskriminantem Dy = (b +2a)? —4(a+ b+ c)a = b*> — 4ac, a druhd na

HE)=(x—1) [a <x11>2+b (xi 1> e

=a+b(x— 1)—|—c(x2—2x—|—1) =cx’+ (b—2¢)x+(a—b+c)

=a+bx—1)+cx—1)>%=

s diskriminantem D, = (b —2¢)? —4c(a — b+ ¢) = b* — 4ac. Tedy diskriminant je v&i témto trans-
formacim invariantni. Ale x2 + 4x + 3 m4 diskriminant 4, zatimco x2 + 10x + 9 m4 diskriminant 64.
Proto je pievést nelze. u

Priklad 10.10. Bud’te a,b,c > 0 takova, Ze abc = 1. Dokazte, Ze

1 1 1 3
>
a*(b+c) + b*(a+c) * Ala+b) — 2
a urcete, kdy nastane rovnost.
Reseni. Oznaéme x = % y= % az= % Pak xyz=1a
1 1 1 x? y? 2

+ + e .
al(b+c) bda+c) A(a+b) y+z z+x x+y

vidyt m = )fﬁ = xji = % = ;% Ozna¢me pravou stranu jako S. Chceme ukdzat, Ze § > %
Aplikujme Cauchyho-Schwarzovu nerovnost na vektory
X y Z
, , a +z,VztxVx+y),
<\/y+z Vitx \/x—l-y> (Vs vaty)
odkud dostaneme
(x+y+2)* <S-2(x+y+2),
tedy S > L;Z Z. AG nerovnosti ddle dostdvame
x+y+z 3 3 3
S> c= 2>y ==
=73 2=V T,
Rovnost nastava, kdyzx=y=z=1. |
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Priklad 10.11. Kolika nulami kon¢{ &islo 1000!?

Reseni. Je ziejmé, ze polet dvojek v prvoéiselném rozkladu &isla 1000! je vétsi, neZ poCet pétek.
Tedy pocet nul na konci ¢isla 1000! je dan pravé poctem pétek. Mezi ¢isli 1,2,...,1000 je praveé 200
¢isel délitelnych 5, 40 cisel délitelnych 25, 8 Cisel délitelnych 125 a jedno Cislo délitelné 625. Pocet
pétek v prvociselném rozkladu ¢isla 1000!, a tedy i pocet nul na jeho konci je proto 200 +40+ 8 +
+1=249. |

Priklad 10.12. Dokazte, Ze funkce f: Ny x Ng — Ny dana predpisem
S j) = S+ )it j+ 1) +i
je bijektivni.

Reseni. Existuje jedin dvojice (i, j) € Ng x Ny takova, Ze soulet i + j = 0, dvé dvojice takové, 7e i +
+ j =1, tfi dvojice takové, Ze i+ j = 2. Obecné: existuje praveé k dvojic takovych, Ze soucet komponent
je k—1 (i probiha ¢isla od 0 do k — 1, j se jednoznacné dopocitd). To znamena Ze existuje presné
142+ +k= %k(k + 1) dvojic takovych, jejichz soucet komponent neni vétsi, nez k — 1.

Uvazme libovolnou dvojici (i, j) € No x Ny takovou, Ze i+ j = k. Pak (i, j) = $k(k+ 1) +i, tedy
vSechny dvojice se souctem komponent k se postupné zobrazi na Cisla

KktD) ket ) o kKD (kDK +2)

, ~1.
2 2 2 2

Proto se ¢isla s rdiznou hodnotou i 4 j nemohou zobrazit na stejné Cislo. Zjevné se ale také Cisla
s fixn{ hodnotou i+ j a riiznou hodnotou i zobrazi na riizna ¢isla ve vySe uvedeném rozsahu. Funkce
f je tedy prostd. Je také vidét, Ze f je surjektivni, protoze predchozim zplsobem jsme postupné
(formdlné indukci vzhledem k i+ j) pokryli vSechna Cisla z Ny. Stacf si totiz uvédomit, Ze dvojic

se souctem komponent nejvyse k je pravé %(k +1)(k+2) a Ze takova Cisla se jednoznaéné zobrazi na
0,1,...,5(k+1)(k+2) — 1, kterych je pravé 3 (k+1)(k+2). |
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Priklad 10.13. Pfipometime, Ze pro kazdé redlné Cislo x a pro libovolné € > 0 existuje raciondln{
Cislo r takové, Ze r € (x — €,x + €). Zapsano pomoci kvantifikator

VxeR Ve>0 FreQ:re(x—e,x+e).

Vime také, Ze
1

Z n—1 =2.
n=1

A nakonec pfipomenime, Ze mnozina vSech raciondlnich ¢isel je spocetnd, tj. existuje bijektivni funkce
mezi N a Q. MdZeme proto raciondlni ¢isla oéislovat ¢isly pfirozenymi, tedy je néjak setadit.

Naleznéte chybu v néasledujicim ,,dikazu*, ktery tvrdi, Ze redlnd osa ma délku nejvyse dva.
Necht’ ¢: N — Q je bijektivni funkce. UvaZujme ndsledujici sjednoceni intervalt

. N N

U ((p(t) — 5 @)+ 2,-) :

i=1
Jisté kazdé r € Q lezi v tomto sjednoceni, vzdyt' r = ¢@(j) pro néjaké j, a tedy

L] Ao ) o - N B
re{el)—500)+5) < Ul o) =50+ |-
1=

Protoze kazdé redlné Cislo je libovolné blizko néjakému Cislu raciondlnimu, leZi v tomto sjednoceni
kazdé redlné Cislo. Protoze kazdy interval tohoto sjednoceni je zaroven podmnoZinou redlnych Cisel,
dostavame i druhou inkluzi, ¢imz dostavame rovnost

R=U (00)- 5000+ 5)

11

Intervaly v tomto sjednoceni maji délku postupné 1,5, 7, . ... Soucet téchto délek je potom

ProtoZe se nékteré intervaly mohou piekryvat, je velikost (soucet délek vSech intervalt, aniZ bychom
pocitali vicekrat ty ¢asti, kde se néjaké intervaly prekryvaji) tohoto sjednoceni nejvyse dva. Tedy délka
redlné osy je nejvyse dva.

Reseni. V dikazu je feCeno, Ze kazdé redlné &islo lei libovolné blizko &islu raciondlnimu, a proto
kazdé redlné Cislo leZi v tomto sjednoceni. Vime, Ze plati

VxeR Ve>0 IreQ:re(x—e,x+¢)

my vSak € volime v zdvislosti na daném r € Q, vZdyt’ velikost intervalu jsme zvolili dle toho, o jaké

s ¥s

raciondlni ¢islo se jednalo (tj. jak daleko se v nasem uspofddadni objevilo). Pouzili jsme tedy tvrzeni

VxeR JreQ Ve>0:re(x—e,x+¢),

které ale jist¢ neplati. Staci naptiklad zvolit € = |x;r‘ , abychom ho vyvrétili.

Na tomto piiklad¢ vidime dulezitost potfadi kvantifikatorg. |
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