(zeometrie

Priklad 1. Necht je dan tecnovy ¢tyifihelnik ABCD. Dokazte, ze kruznice vepsané troj-
thelniku ABC' a kruznice vepsané trojuhelniku AC'D maji spole¢ny dotyk.

Reseni. Kruznice vepsana trojuhelntku ABC se dotyké tsecky AC' v bodé T a kruznice
vepsana trojihelniku AC'D se dotyka tsecky AC' v bodé T,. Chceme ukazat, ze T} = Ts.
Bez tjmy na obecnosti predpokladejme, ze |CT)| > |CT;|. Plati

|AD| = |CD] - [CT3| + | ATz,
|BC| = |AB| — |[ATy| + |CT],
TVT>| = |CTh| — |CTs| = |AT:| — [ATh|.

Dohromady mame

T = S (JAD| + |BC| = |CD] - [AB]).
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étyfﬁhelnik je tecnovy, a proto
|AB| + |CD| = |AD| + |BC|,

a tedy |T1T2| =0. O

Priklad 2. Protilehlé strany AB a DE, BC a FF, CD a FA konvexniho Sestitthelnika
jsou rovnobézné. Dokazte, Ze trojiuhelniky ACE a BDF maji shodny obsah.

Resent. Nejprve vyjadiime obsah trojihelnika AC'E. Uvnitt Sestithelnika vyzna¢me body
P Q,R a to tak, ze EC je uhlopfickou v rovnobézniku EDCQ, AC je uhlopfickou v
rovnobézniku ABCP a FA je thloprickou v rovnobézniku ARFEF'. Pak plati

|ABCDEF|— |PQR
2

|ABCDEF)| + |PQR

ACE| =
4CE .

+|PQR| =
Obsah trojuhelnika BDF' spocitame obdobnym zpusobem. Uvnitt Sestitthelnika vyznac¢me
body S,T,U a to tak, ze F'B je thloptickou v rovnobézniku ABSF, BD je uhlopiickou v
rovnobézniku BC'DT a F'D je thloprickou v rovnobézniku FUDE. Pak

|ABCDEF| + |STU|

|IBDF| =
2



Protoze plati

|PQ| = ||AB| - |ED|| = |SUJ,
[QR| = ||CD| — |AF|| = ST},
|PR| = ||BC| — |EF|| = |TU|,
jsou trojuhelniky PQR a STU, a proto |ACE| = |BDF|. O

Priklad 3. Necht je dan trojihelnik ABC'. Na stranidch BC', AC, AB jsou zvoleny body
Ay, By a (] tak, ze se primky AA;, BB; a CC] protinaji v jednom bodé. Ozna¢me M
patu kolmice z bodu A; na B;C4. Dokazte, ze M A; je osou thlu ZBMC'.

Resent. Paty kolmic z vrchola A, B, C na stranu B;C} ozna¢me po fadé D, E, F. Plati

[ACY| _ |AD]
|C1B| — |BE|
CB:| _ |CF]
[BiAl - |AD]

Dohromady dostavame
CB| |ACY|  |CF|

— . 1
BiA| |GiB|  |BE] M

Podle Cevovy véty plati
|CB,| |AC| . |BA| ]

|BiA| |C,B| |AC|

Dosazenim do (1) dostaneme

ICF| AL

[BE| — |BAJ|
Dale plati

|AiC|  [MF|

|BA)| — |[EM]|’

coz znamena, ze trojuhelniky EBM a FCM jsou podobné, a proto
|ZFMC|=|ZEMB|.
]

Priklad 4. Tétiva C'D kruznice se stfedem v bodé O je kolma na prumér AB a zaroven
tétiva AE puli usecku OC'. Dokazte, ze tétiva DE puli tétivu BC.

Reseni. Dokézeme obecngjsi tvrzent. Je-li M, resp. N prisecik AE a OC, resp. prisecik
DFE a BC, pak

|CM| |CN|

|CO| — |CBJ




Oblouky AC a AD jsou shodné, a proto |ZAEC| = |ZAED|. Déle |ZAEC| = |£ZABC| a
|ZABC| = |ZOCB|, nebot trojuhelnik OC'B je rovnoramenny. Z toho plyne, ze |[ZAED| =
= |ZOCBJ, tedy |[LMEN| = |ZMCN|. To znamena, ze body M, N, E a C lezi na
jedné kruznici. Odtud dostavame, ze |ZMNC| = |LMEC| |ZOBC|. To znamena, ze

trojuhelniky M NC a M EC jsou podobné, a proto “ C]g” —N|‘ O]

Priklad 5. Necht je dédna pulkruznice s prumérem AD. Na této pulkruznici zvolme dva
body B a C' (rtuzné od A a D). Oznaéme FE,F paty kolmic vedenych na AD po tadé z
bodi B, C. Ozna¢me P prisecik primek AB a C'D. Déle ozna¢me @) prusecik BF a EC.
Dokazte, ze PQ) L AD.

Resend. Plati |[ZABD| = |ZACD| = 90°. Na piimkich BE a CF vyzna¢me po fadé body
K, M a L,N ato tak, ze KL prochazi bodem P, M N prochéazi bodem Q a K L|MN|AD.
Plati

KL= MN,
|/KBP|=|/EBA| = |/BDA| = |/BDE|
|/PCL| = |/DCF| = |/DCA| = |ZFCA|.

Odtud dostavame, ze ABDE ~ APBK a AAFC ~ ACLP. Dale AAPC ~ ADPB. 7
toho plyne, ze

|\KP| _|BP| |CP| |PL| |KP| |BE|

|\BE|  |BD| |CA| |CF| |PL| — |CF|

Z posledni rovnosti a podobnosti trojihelniki BQFE a CQF odvodime, ze

KP| _ |BE| _ |MQ)|
[PL] ~ |CF| ~ 1QN|’

odtud
|[EF| _|KP|+|PL| _ [MQ[+|QN| _ |EF]
\pLl - |PLl  |QN]  |QN]
a tedy
|QN| = [PL],
coz jsme chtéli dokazat. ]

Piiklad 6. Je déan libovolny trojihelnik ABC'. Ozna¢me jeho thly obvyklym zpiisobem.
Osy uhlu «, 8,y protinaji kruznici opsanou po fadé v bodech A;, By, C;. Dokazte, Zze plati

|AA| + [BBi| + |CCi| > [AB| + |[AC| + |BC].
Resend. Uzitim Ptolemaiovy véty dostaneme

|AA,| - |BC| = |AB| - |A1C| + |AB| - |AC. (2)



Dale plati

— e

a tedy |A1C| = |A;B| = t. Dosazenim do (2) dostaneme

2t

Analogicky lze odvodit

2|BB,| > |AB| +|BC],
2lCCy| > |AC| + |BC).

Dohromady mame

|AB| + |AC| N |AB| + |BC| N |AC| + |BC|

AA BB
| 1H‘| 1|+|001’ > 9 5 9

= |AB|+|AC|+|BC]|.

]

Priklad 7. KruZnice k se stfedem v bodé O a kruznice [ se stfedem v bodé O, se protinaji
v bodech A a B. Oznacme FE, resp. F' prusecik polopfimky OB s kruznici k, resp. prusecik
poloptimky OB s kruznici [. P¥imka rovnobézna s E'F prochazejici bodem B protina
kruznici k v bodé M a kruznici [ v bodé N. Dokazte, ze plati

IMN| = |AE| + |AF|.

Resent. Trojuhelniky O1EB a OsF' B jsou podobné, a proto body O, Oy, E a F' lezi na
jedné kruznici. Bod A také lezi na této kruznici, nebot

|LO1EOs| + |£L01AO,| = |LO1BE| + |£0,BO,| = 180°.
Odtud dostavame, ze

|/O1AE| = |£O,FE| = |/0,BM|,
|LFAQ,| = |/FEO,| = |/NBO,|.

Trojuhelniky O1AE a O; BM jsou shodné a také trojuhelniky O, AF a O, BN jsou shodné,
a proto
|MN|=|MB|+|BN| = |AE| + |AF)|.
]
Priklad 8. Ozna¢me K, L, M stiedy, D, E, F' po fadé libovolné vnitini body stran BC, CA, AB
trojuhelniku ABC' a dale K', L', M’ stfedy use¢ek AD, BE a C'F. Dokazte, ze primky

AD,BE a CF se protinaji v jednom bodé, pravé kdyz se v jednom bodé protinaji primky
KK',LL' a MM'.
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Reseni. Body K', L', M’ lezi na stiednich pifckach LM, MK, KL trojahelniku ABC'. Pro-
toze stfedni pticka LM je rovnobézna se stranou BC', plyne z podobnosti trojuhelnikii
AMK' a ABD, resp. ALK' a ACD

|\BD|  |MK'| (3)
\DC| — |K'L|"

Cyklickou zaménou dostaneme
ICE|  |KL| (4)
A LM
|AF|  |LM'| (5)
FB| ~ [MK|

Vynasobenim vztahi (3), (4) a (5) ziskdme

|AF| |BD| |CE| |LM'| |MK'| |KL|
\FB| |DC| |EA|  |M'K| |K'L| |L'M|

Podle Cevovy véty pro trojihelnik ABC' se piimky AD, BE a C'F protinaji v jednom

bodé, pravé kdyz plati
|AF| |BD| |CE|

|FB| |DC| |EA|

L,

tedy prave kdyz

[LM'| [MK'| |KL| _
\M'K| |K'L| |L'M|
To podle Cevovy véty pro trojihelnik K LM nastane, pravé kdyz se v jednom bodé protinaji
piimky K K', LL a MM'. ]

1.



