1 Prvodéisla tvaru 22 + y2

Véta 1.1. Necht' p je liché proocislo splitujicip = 1 (mod 4). Pak forma f(z,y) = 22 +y? vyjadiuje
p.

Diikaz. Protoze p = 1 (mod 4), tak existuje ¢islo n € N takové, Zze p = 4n + 1. Ozna¢me
m = (2n)!, pak m?> = —1 (mod p), nebot

“l=(p-Dt=[1-2-20]-[(p-1)(p—2)- (p—2n)] = [20)][(-1)*"(2n)}]) = m* (mod p)

Diky tomu mame
22+ 9% = (z +my)(z —my) (mod p) (1.1)

Ozna¢me [(x,y) = x + my. Déle budeme uvazovat dvojice (z,y) celych &isel, které spliuji
0<z<p, 0<y<./p (1.2)

Pocet dvojic (z,y) celych &isel spliujicich (1.2) je

(3] [V5] = VBB =r

kde [z] zna&i horni celou ¢ast redlného &isla. Rovnost by zde nastala pouze v pfipadé, ze
/P by bylo celé, coZ neni. To znamenad, Ze pocet dvojic splitujicich (1.2) je vétsi nez p. Proto
existuji dvé rtizné dvojice (x1,y1) a (z2,y2) celych ¢isel splitujicich 1.2 takové, ze

Uz1,91) = U(z2,y2) (mod p).
Polozme g = x2 — 1, Yo = y2 — y1. Protoze [(x, y) je linedrni, tak plati
l(zo,y0) = l(r2 — 21,2 —y1) = l(w2,y2) — l(z1,1) =0 (mod p)

a podle (1.1) médme
224+ y2=0 (mod p). (1.3)

ProtoZze dvojice (z1,y1) a (z2,y2) jsou rizné a splnuji (1.2), tak (z¢, yo) # (0,0) a plati
w0l < v/Ps  lvol < /P

Diky tomu snadno odvodime
0 < x4+ y2 < 2p,

a proto s ohledem na (1.3) dostdvame, Ze
o5+ Y5 = p,

coZ jsme chtéli dokdzat. O



