Kapitola 6

Teorie cisel 11

6.1 Teorie

Definice 6.1. Bud’ n € N. Pro kazdé prvocislo p je jednoznacné uréeny exponent v prvociselném
rozkladu ¢isla n. Tento exponent budeme oznacovat v, (n) a fikat mu p-valuace ¢isla n. Je-li (p,n) = 1,
pak v,(n) =0.

Véta 6.2. Pro libovolnd a,b € N a prvocislo p plati
(i) vp(ab) = vp(a)+v,(b)
(ii) vp(a+b) > min{v,(a),v,(b)}
(iii) Pokud v,(a) # v,(b), pak dokonce v,(a +b) = min{v,(a),v,(b)}.
(iv) vp((a,b)) = min{v,(a),v,(b)}
(v) vp([a,b]) = max{vy(a),v,(b)}

Véta 6.3. Bud’ p liché prvocislo. Bud'te a,b € N nedélitelnd p takovd, Ze p | (a — b). Pak pro v§echna
n € N plati
vp(d' =b") =v,(n) +vp(a—b).

Véta 6.4. Bud’ p liché prvocislo. Bud’te a,b € N nedélitelnd p takovd, Ze p | a+ b. Pak pro vSechna
n € Nlicha plati
vp(a"+b") =v,(n)+v,(a+b).

Véta 6.5 (Wilsonova). Pfirozené islo n > 2 je prvocislo prdavé tehdy, kdyz

(n—1)!'=—-1 (mod n).



6.2 Priklady

Piiklad 6.1. Necht pro a,b,c € Nplatia | b*, b |, ¢ | a®. Dokaite, Ze abc | (a+b+c)'3

Priklad 6.2. Necht’ a,b,c,d € N spliuji ab = cd. Ukazte, Ze plati
(a,c)-(a,d)=a-(a,b,c,d).

Priklad 6.3. Bud'te ay,ay,...,ax,b1,by,...,b; € N takovd, Ze (a;,b;) = 1 prokazdé i € {1,2,...,k}.
Déle bud’ m = [by,...,b;]. Ukaz, Ze plati

(alm a»m akm> ( )
— e — ) = (a,a0,...,a).
by " by by

Priklad 6.4. Najdéte vSechna pfirozend Cisla n, pro kterd existuji pfirozend x,y a k takovd, Ze (x,y) =
1k>1a3"=xk4y~

Priklad 6.5. Necht' p je prvocislo a m > 1 je pfirozené ¢islo. Ukazte, Ze pokud pro pfirozend x > 1,

y > 1 plati
xP+yP (x+y\"
2\ 2 ’

Piiklad 6.6. Najdéte viechna pfirozend a,b > 1 splitujici b | a® — 1

pak m = p.

Priklad 6.7. Necht’ p je liché prvocislo. Dokazte
p=1 (mod4) < ImeN:p|m*+1.
Piiklad 6.8. Zadné prvocislo nelze zapsat jako soucet dvou &tvercii vice neZ jednim zptisobem.
Priklad 6.9. Necht' p je liché prvocislo. Dokazte
p=1 (mod4) < IxyeN:p=x>+y>
Priklad 6.10. Necht’ n € Ny je libovolné. Dokazte, Ze existuji ¢isla a, b, c,d € Z takova, Ze
A+ ++d*=n.
Miizete vyuZzit Eulerovu identitu o ¢tyfech Ctvercich:

(ai +a5+a3+a3) - (b] +b3+ b3 +b3) = (a1by + axby +azbs + asbs)*+
+ (a1by — asby + azby — asb3)*+
+ (a1by — azbs — azby +ashy)*+
+ (arbg + azby — azby — ashy )?

Priklad 6.11. DokaZte, Ze neexistuje Zadny polynom f s celociselnymi koeficienty takovy, Ze

f(23)=36 a f(11)=6.
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