Kapitola 1

Teorie Cisel

Délitelnost a kongruence

V této Casti si predstavime pojem kongruence. Uvedeme né€kolik uZite¢nych tvrzeni. Jejich dikazy po-
nechdvame jako jednoduchd cvieni. Zépis ged (a,b) znaci nejvetsi spolecny délitel a,b € Z. Na tvod
pfipometime definici délitelnosti.

Definice 1.1. Necht’ a,b € Z. Rekneme, 7e a d&li b (167 b je délitelné a), piSeme
alb,
jestliZe existuje k € Z takové, Ze ak = b.
Lemma 1.2. Relace délitelnosti je tranzitivni, tedy pro a,b,c € 7 plati
alb,blc = a]c.
Lemma 1.3. Necht’ p je prvocislo, pak plati
plab = (p|a nebo p|b).
Definice 1.4. Necht' a,b € Z, m € N. Rekneme, Ze a je kongruentni s b modulo m, piSeme
a=b (mod m),
jestlize m | a—b.

Lemma 1.5 (zdkladni operace s kongruencemi). Necht’ a,b,c,d,k € Z, m,n € N. Plati

a=b (modm),c=d (modm) = at=>b (modm),
a=b (modm),c=d (modm) = ac=bd (modm),
a=b (mod m) = ak=bk (mod m),
a=b (mod m) = d"=b" (mod m),
ak =bk (mod m), ged(k,m)=1 = a=b (modm),
an=bn (mod m), n|m = a=b (mod T),

n
a=b (mod m) = an=bn (mod bn),
a=b (modm),d|m = a=b (modd).



Pozndmka 1.6. Predchozi lemma nam miZe dost usnadnit uvazovani pfi feSeni piikladi o délitelnosti.

520

1. Naleznéte zbytek po délenf Cisla 5% Eislem 26.

520 =250 = (—)!%=1 (mod 26).

2. DokaZte, Ze pro libovolné n € N plati 7 | 3772 4 16"+! 423",

372 4 16M T 4231 =22 o Lo — (44241)-2"=0 (mod 7).

3. Dokaite, Ze pro libovolné n € N plati 11 | 53" — 22",

53 22 = (5.25)"—4"=(5-3)"—4"=15"-4"=4"—4"=0 (mod 11).

Nyni ukdZeme, Ze v jistém smyslu lze délit libovolnym prvkem, ktery je nesoudélny s modulem.
Lemma 1.7. Necht a € Z, m € N.
ged(am)=1 < 3IbeZ:ab=1 (mod m).

K hledén{ této multiplikativni inverze (tj. inverze k nasobenti, tedy a~!) vyuZijeme tzv. Eukliddv
algoritmus a Bezoutovu rovnost.

Lemma 1.8 (Euklidav algoritmus). Necht’ ay,a; € Z. Pak (ay,a2) = d dostaneme jako posledni ne-
nulovy zbytek, ktery ziskdme pomoci postupného déleni se zbytkem.

ay =qiax+as
a = qra3+ay
as = gqsa4 +as

a2 = qk—20r—1 +ai
k-1 = qr—1ax +0

kde |a;| > |aj+1| pro vSechnai=1,... . k—1 a navic a; # 0. Pak plati: (a1,a;) = ay
Lemma 1.9 (Bezoutova identita). Necht’ a,b € 7, (a,b) =d, pak Fk,l € Z: ak+ Dbl =d.

Pozndmka 1.10. Predvedeme si, jak nyni vyuZit EuklidGv algoritmus ke hleddani multiplikativn{ in-
verze. Hledejme b € Z takové, aby

17-b=1 (mod 31)

Spoctéme ged (31,17) a naleznéme koeficienty z Bezoutovy identity.

31=17+14

17=14+3

14=4.3+42
3=2+41
2=2-1+0



Dostéavame tedy, ze gcd (31,17) = 1. Nyni opa¢nym postupem vyjadiime 1 pomoci 31 a 17

1=3-2,
1=3-(14—4-3)=5-3—14,
1=5-(17—14)—14=5-17—6-14,
1=5-17-6-(31—17)=11-17—6-31.

Podivejme se narovnost 1 = 11-17 —6-31 modulo 31. Dostdvame
1=11-17 (mod 31).

Hledané b je tedy 11.

Ukézali jsme si, Ze prvky nesoudélné s modulem jsou pomérné vyznacné. Tento fakt se projevi
zejména v Eulerové vét€. Reknéme si proto na zavér této tvodni Casti jesté néco mélo o Eulerové
funkci.

Definice 1.11. Eulerovou funkci ¢ : N — N definujeme predpisem
¢ (n) = {keN[k<n,(kn) =1},
tj. Eulerova funkce ndm ud4véa pocet Cisel nesoudélnych s ¢islem n, kterd nepfesdhnou n.

Lemma 1.12. Bud’ n € N libovolné ¢islo an = p}' - ... 'p,?k Jjeho rozklad na prvocisla, kde p; # p;
proi# ja a; > 1. Pak plati

:»

k
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1.1 Teorie

Véta 1.13 (mald Fermatova). Bud’te a € Z a p prvocislo. Pak plati
a’=a (mod p).

Pokud navic p 1 a, tak
@’ '=1 (mod p).

Véta 1.14 (Eulerova). Bud'te a,m € N takové, Ze gcd (a,m) = 1. Pak
a®™ =1 (mod m),
kde ¢ : N — N je Eulerova funkce.

Véta 1.15 (Cinskd zbytkovd). Bud’te my,m;...,m; € N po dvou nesoudéind Cisla, ay,a; ... ,a; € Z.
Pak soustava

md prdvé jedno reSeni modulo my -my - ... - my.
Véta 1.16 (Wilsonova). Prirozené Cislo n > 2 je prvocislo prdvé tehdy, kdy?

(n—1)!'=—-1 (mod n).



1.2 Priklady

Priklad 1.1. Bud’ n € N. Ukazte, Ze existuje n po sobé jdoucich ¢isel takovych, Ze kazdé z nich je
délitelné alespori dvéma riznymi prvocisly.

Reseni. Hledame x spliiujici

x=0 (mod poqo),
x+1=0 (mod piq1),

x+n—1=0 (mod p,—1gn-1),

pro né&jaka po dvou riznd prvocisla po,...,Pn—1, 4o, - --,qn—1- Zvolime-li libovolnd rizna prvocisla,
budou moduly po dvou nesoudélné. Cinské zbytkov4 véta ndm pak piimo fikd, Ze existuje celé Cislo x
spliiujici soustavu

x=0 (mod poqo),
x=-—1 (mod p1q1),

x=-n+1 (mod p,_1gn—1).
|

Piiklad 1.2. Doka’te, Ze existuje &islo n € Z takové, Ze pro libovolné k € Z nemd &islo k% +k+n
Zadného prvociselného délitele mensiho nez 2016.

Reseni. Necht' p je prvoéislo. Zkoumejme, jaky zbytek po déleni p miZe ddvat &islo k% + k. Zjevné
staci dosadit ¢isla 0,1,... p—1, déle se uz budou zbytky periodicky opakovat. Prok=0ak=p—1je
k*+k=0 (mod p). Z Dirichletova principu proto plyne, Ze existuje r € 0, 1,..., p — 1 pro které plati

VkeZ:k*+k#r (mod p).

Necht’ py, ..., ., jsou prvocisla mensinez 2016 a ry, ..., r,, jsou piislusné zbytky, jichZ k> 4k nenabyva.
Hledame tedy n spliujici

n=-r; (mod pp),

n=-r, (mod p;),

n=-ry (mod py),

protoze pak k> +k-+n=k*+k—r; Z0 (mod p;) pro viechna i. Existence takového n vyplyva z
¢inské zbytkové véty. |

Priklad 1.3. Rozhodnéte, zda existuje posloupnost obsahujici kazdé pfirozené ¢islo pravé jednou
takovd, aby soucet jejich prvnich k ¢lend byl dé€litelny k pro vsechna k € N.



Reseni. Oznalme posloupnost {a, },—1 a sy = Zf‘:l a;. Polozme a; = 1. Pfedpoklddejme, Ze mame
prvnich k ¢lent spliiujicich podminky. Hleddme a1 a ai. takova, Ze aiio je nejmensi pfirozené

Cislo, které se nevyskytuje v ay, ..., a,. Tedy chceme, aby

Ayl = —Sk (mod k+1)

Qpin = —Sk —ago  (mod k+2).
Jelikoz (k+ 1,k+2) = 1 pak nam ¢inskd zbytkova véta fikd, Ze takové ay | rizné od ay,...,ax,ax2
opravdu existuje. |
Priklad 1.4. Necht n € N a ay,...,a; (k > 2) jsou navzdjem rtizna celd ¢isla z mnoZiny {1,...,n}
takovd, Ze pro kazdé i = 1,...,k— 1 je Cislo a;(a; 1 — 1) délitelné n. Dokazte, Ze Cislo ax(a; — 1) neni

délitelné n.

Reseni. Necht n = pq tak, 7e pla; a gla, — 1. Predpokladejme pro spor, Ze n|a(a; — 1). JelikoZ
gla, — 1, pak (g,a2), a tudiz g|az — 1. Obdobné pro ostatni ¢leny dostdvame, Ze g|a; — 1 pro vSechna
i. Ddle pla;, z CehoZ plyne (p,a; — 1) = 1 a tedy p|ax. Podobné mame p|a; pro vSechna i. VSechna a;

jsou feSenim dvojice kongruenci
x=0 (mod p),
x=1

(mod q).

Nutn& navic (p,q) = 1, protoZe pla; a gla; — 1. Cinskd zbytkova véta nam ¥ikd, Ze existuje jedno
takové 0 < x < pg = n. My jich mame ale hned k. Mdme hledany spor. |

Priklad 1.5. Dokazte, Ze pro kazdé liché prvocislo p existuje nekonecné mnoho n € N spliiujicich
pl(n-2"+1).
Reseni. Hleddme nekonedn& mnoho n pro které plati

n-2"=-1 (mod p).

Z malé Fermatovy véty mame
2?"'=1 (mod p).

Ziejmé tedy je-lin = p—1, pak
(p—1)-27"'=—1.1=-1 (mod p).
Zvolime-li n jako k-tou mocninu ¢isla p — 1, pak
n-2"=(p— 1k 200 = (k1D — (Z1)F (mod p).
Vidime, e feSenim jsou vSechna n = (p — 1)¥ pro k liché. [
Priklad 1.6. Dokazte, Ze pro vechna lichd n € N plati n | (2’” — 1).
Reseni. V Yedi kongruenci chceme dokdzat, ze Vn € N, 2 { n plati
2" =1 (mod n).

ProtozZe n je liché, je gcd2,n = 1, mizeme tedy pouzit Eulerovu vétu. Protoze ¢(n) < n plati ¢(n) | n!
a tedy existuje k € N takové, Ze k@ (n) = n!. Plati tedy

2 = (2‘p(”)>k =1"=1 (mod n),

coz jsme chtéli dokézat. |



Priklad 1.7. Necht’ p je liché prvocislo. Dokazte
p=1 (mod4) < 3ImeN:p|m’+1.

Reseni. ,<=*: Necht’

« —1 .y
Umocnéme na pT, dostavame

1M gt = (_1),,7,1 (mod p),

coZ nastava pravé tehdy, je-li ’%1 sudé, tedy p=1 (mod 4).
,=“: Necht’ naopak p =1 (mod 4), tj. p = 4k+ 1. Z Wilsonovy véty mame

—l=@k)!=1-2-...2-(p=2k)-(p—(2k—1))-...-(p—1) = (=D*-[(2k)!)* =m*> (mod p)
[

Priklad 1.8. Zadné prvocislo nelze zapsat jako soucet dvou ¢tverct vice nez jednim zptsobem.

Reseni. Necht p=a?+b*=c*+d* kdea+#c. Jis®téza#bac#d BUNOa>b,c>d,a>c.
Pak
pr=(a+b%) (P +d*) = P+ PPd* +a*d* + b

muiZeme psat dvéma zpiisoby jako
p* = (ac £ bd)* + (ad F bc)?,
pritom
(ac + bd)(ad 4 bc) = a*cd + b*cd + abc* + abd® = (a* + b*)cd + (¢? +d*)ab = p(ab + cd).

Nutné tedy p | (ac+ bd) nebo p | (ad + bc).
Pokud p | (ac+bd), pak z
p? = (ac+bd)* + (ad — bc)?

dostdvame, 7e ad = bc. Pfitom a > ¢ davd d < b. Pak ale a® + b* > ¢ +d?, coZ je spor.
Pokud p | (ad + bc), pak z
p* = (ad +bc)* + (ac — bd)?

dostdvdme, Ze ac = bd. ProtoZe ale a > b a ¢ > d, dostdvame spor. [ |
Priklad 1.9. Necht' p je liché prvocislo. Dokazte
p=1 (mod4) < IxyeN:p=x>+y>
Reseni. ,,<=*: Jist& pravé jedno z x,y je sudé, necht’ tedy napiiklad 2 | x, pak
p=x>+y"=0+1=1 (mod 4).

»=“Necht p=1 (mod 4), tj. p=4k-+ 1. Z Wilsonovy véty podobné jako v piikladu 1.7 mdme pro
m= (2k)!
m?>=—1 (mod p).



Jisté
X +y* = (x+my)(x—my) (mod p).

Pocet dvojic (x,y) € Z takovych, Ze
0<x<p, 0<y</p
existuje pravé [/p] - [\/P] > /P> = p. Nutné tedy existuji dvé rizné dvojice (x,y), (x',)") takové,
N x+my=x'+my (mod p).
PoloZme xop = x —x’ a yg = y —y'. Pak plati
xo+myo = (x—x') +m(y—y) = (x+my) — (¥ +my’) =0 (mod p).
Pritom jisté (xo,yo) # (0,0) a zdrovei |xo| < /P, |yo| < \/p. Odtud

0 < x3+y3 < 2p,

pfitom p | x5+ 3, tedy
X5 +5 = p.

Priklad 1.10. Reste v Z
4y 42 =2z

Reseni. Jisté x =y = z = 0 je feSeni. UkaZzme, Ze je jediné. Pfedpokladejme sporem, Ze (x,y,z) #
(0,0,0) je feSeni. Bud’ 2%, k > 0 nejvétsi mocnina dvou, kterd délf x, y,z. Pak

xzzk-xla y:2ky17 Zzzkzl-
Dosazenim do ptivodni rovnice dostavame

22kx% + 22/()% + 22k2% _ 23k+1x1y1Z1,

2 2 2 ~k+1
x1+y1+z1 =2 X1Y1Z1-

Dvojka dé&li pravou stranu, musi délit i levou. S ohledem na volbu & je pravé jeden ¢len sudy. BUNO
X1 = 2x, pritom yj,z; jsou liché.

2=yt +21 =2 x0y121 43 =0 (mod 4),

COZ je spor. |
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