Analyticka geometrie

Teorie

Vektorovy prostor, skalarni soucin

Redlnym vektorovym prostorem dimenze d (pro d = 2,3) budeme rozumét mnozinu usporadanych d-
tic redlnych Cisel. Prvky vektorového prostoru budeme nazyvat vekrory. Dile definujeme pro libovolnd
Viyeooy Vg, Uy ... ug,k €R

sCitani vektort

def
(i, yttg) +(Viyeva) = (U141, ua +va),

geometricky: soucet vektorii odpovida thlopiicce rovnobéznika, ktery je t€émito vektory zadan,

a ndsobeni vektoru skaldrem

k-(vi,...,va) o (kvi, ... kva),
geometricky: vektory roztahujeme, |k| > 1, zkracujeme |k| < 1, pfipadné ménime jejich orientaci

k <O.
Pro redlny vektorovy prostor dimenze d definujeme standardni skaldrni soucin vektori takto

def &
(.. ug) - (v, va) = Y ui-v;.
i=1

Velikost vektoru (vi,...,v,) klademe

def
11| Z A Ve va) - (V12 yv0) =

I
<

Dale definujeme odchylku ¢ dvou nenulovych vektorti u, v pomoci vztahu
u-v=uf-[[v] -cosp,
zejména vektory u, v jsou na sebe kolmé pravé tehdy, kdyz
u-v=_0.

Primka a rovina

Zabyvejme se nyni rovinou, tedy piipadem d = 2. MiZeme si pfedstavit, Ze vektory jsou Sipky v této
roviné dané svym smérem, velikost{ a orientaci. Body roviny budeme znacit pomocfi velkych pismen,



jejich souradnice v hranatych zdvorkach, vektory pomoci malych pismen a v zdvorkach kulatych.
Definujme déle operaci bod + vektor:

d
[bl,bz] + (Vl,v2) éf [bl +vi1,by -|-\/2]7

geometricky: kdyz uvédzime [b;,b;] jako pocite¢ni bod vektoru (v, v;), jeho koncovym bodem bude
(b1 +v1,b2+ 2.

Jsou-li naopak dany dva body A = [a1,a2],B = [b1,b,], vektor od A do B lze ziskat jako (b; —
ay,by — ay) (koncovy-pocéteni).

Pfimka je ddna jednoznaéné bodem P = [py, p2] a tzv. smérovym vektorem v = (v, v2), nabizi se
tedy uvazit tzv. parametrické vyjadrent

p:P+t-v teR,
coZ rozepsano do soutfadnich x,y ddva

X=Ppi +t- Vi,
y=p2+ti-v;
prot € R.
Druhou moZnosti, jak zadat piimku, je pomoci tzv. obecné rovnice pfimky, tj. podobné jako line-
arn{ funkci
p:ax+by+c=0,
kde body pfimky p jsou pravé takové body [x,y], pro které je splnéna rovnice.
Vsimnéme si, Ze pokud ax+ by = 0, pak je-li P € p, pak téz

P+t ()Z,)_})
pro vSechna ¢t € R. Pfitom vztah
ax+by = (a,b)- (Xx,y=0
vlastné fikd, Ze vektor (a,b) je kolmy na vektor (X,y). Piimka je tak ve skute¢nosti dand bodem P a
jejim normélovym (tj. k ni kolmym) vektorem (a, b).

Podivejme se nyni na piipad d = 3. Piimku opét mlizeme zadat pomoci bodu a jejtho smérového
vektoru. Rovinu pak miZzeme zadat pomoci bodu P = [py, p2, p3] a dvou vektord u, v takovych, Ze u #
kv pro zadné k € R. Tomuto vyjadieni fikame opét parametrické. Je-liu = (uy,uz,u3), v=(vi,v2,v3),
pak parametrické vyjadreni roviny lze psat téZ jako

xX=p1+t-up+s-vy,
y=pr+t-uy+s-vy,
Z=p3+t-uz+s-vz,

prot,s € R.

Rovinu mizZeme zadat pomoci obecné rovnice roviny, tj. podobné jako linearni funkci dvou pro-
ménnych

p:ax+by+cz+d=0,

kde body roviny p jsou pravé ty [x,y,z], pro néz je splnéna rovnice.

Opét si miizeme v§imnout, Ze vektor (a,b,c) je vlastné normdlovy vektor k roviné p.

Nabizi se otazka, zda Ize pomoci rovnice vyjadfit téZ primku. Nelze to udélat pomoci jediné
linedrni rovnice, miizeme vSak uvazit soustavu dvou rovnic. Jednd se vlastné o body lezici v priseciku
dvou rovin (tyto jsou zadané jednotlivymi rovnicemi).



Vektorovy soucin

Vektorovym soucinem v R? budeme rozumét zobrazeni dévajici pro dva vektory tfeti vektor, ktery je
na né kolmy. Pro w = (u;,u,u3),v = (vi,v2,v3) definujeme jejich vektorovy soucin vztahem

ey ey e3
ll><V=< >:u1 u usz|,

Vi V2 V3
kde e; = (1,0,0),e, = (0,1,0),e3 = (0,0, 1) je standardni béze vektorového prostoru R* a |.| zna&i
determinant matice.
Posledni vztah je moZn4d méné explicitni, ale nabizi moZnost tento vztah zobecnit do dalSich di-
menzi (tj. v obecné dimenzi d pro d — 1 vektorl takto nalezneme vektor na né kolmy). VSimnéme si,
7e téz dostdvame vztah pro nelezeni kolmého vektoru v R?:

Uy us
V2 V3

uz uj
V3 Vi

up u

I 9 Vl v2

ey e

. =ey—ex=y(1,0) —x(0,1) = (y, —x).

Usecka, stied tsecky, téZisté trojihelnika
Necht’ jsou dany body (pro jednoduchost v R?) A = [a;,as],B = [by,bs]. Usetka je tedy dana para-
metricky napiiklad jako

A+t-(B—A)

pro t € [0,1] (nulovy parametr ¢ odpovida bodu A, jedni¢ka odpovidd bodu B). Zfejmé stied dsecky
nastava pro t = %, tedy

g ai+by aa+by| A+B

a 2 2 2
Yvey A+B+C
At

KruzZnice

Dalsi ingredienci, kterd je velmi podstatnd pro feSeni geometrickych dloh analyticky, je kruZnice.
KruZnice k(S,r) pro S = [xo, o] je ddna rovnici
2 2_ 2
(x=x0)"+ (y—yo)"=1r"
Hledéani priseéiku pfimky (Ci dseCky) s kruznici: uvazime parametricky tvar rovnice pfimky a
dosadime za x a y do rovnice kruZnice. Tim ziskdme kvadratickou rovnici v jediné proménné, totiz
parametru ?.

Volba souradnic

Naprosto zdsadni pro vypocet je volba souradnic, tj. umisténi vSech objektd do soufadnych os. Nu-
merické vypocty budou Casto velice nepiijemné i v pfipadé, Ze zvolime umisténi rozumné. Ve chvili,
kdy umisténi nebude vhodné, 1ze o¢ekdvat komplikace velice brzy. Uvéd me si tedy nékolik pé¢knych
voleb:



V pfipad¢, Ze nemame zadany zadné konkrétni délky, miizeme si jednotku zvolit bez Gjmy na
obecnosti. V tomto pfipadé miZeme zvolit soufadnice tak, aby zadany trojihelnik A, B, C splnil

A:[I,O], B:[Oal]a C:[xvy] x,y > 0.
Dalsi moZnost je
A=1[0,0], B=[1,0], C=lxyl,

kde x,y € R jsou vSak libovolné takové, Ze y = 0. Obvykle 1ze pfedpokladat, ze y > 0.

Kdykoli mdme soucdsti zadani i kruZnice, je tfeba s nimi naklddat velice opatrné. Pravé z nich
Casto vyplynou Skaredé vypocCty. Pro usnadnéni mizeme proto stied néjaké zadané kruznice zvolit
v pocétku ¢i na nékteré z os.

Priklady

Na rozehrati
Priklad 9.1. Necht’ je dan trojihelnik ABC.

a) Dokazte, Ze t€Znice (respektive vysky, osy stran a osy uhli) se protinaji v jednom bodé.

opsané a vepsané.
Reseni.
1. Té&Znice. Uvazme trojihelnik A = [0,0], B = [2,0], C = [2m,2n], kde m > 0. Zname t&8ité T =

(22 21) Zbyvé dokdzat, Ze kazdd téznice jej obsahuje (jist® priise¢ik nemdze byt vice nez

jeden bod, vZdyt Zadné dvé téznice nesplynou). TéZnice jsou dany parametricky jako

TéZnice parametricky
tq [0,0] +7-(m+1,n)
t [2,0]+s-(m—2,n)
te [1,0]+¢-(2m—1,2n)

Vidime, Ze volbou r = s = % at= % dostdvame vzdy bod T'.

2. Vysky. Uvazme trojihelnik A = [0,0], B = [1,0], C = [m,n], kde x > 0.

Vyska uréeni piimky
Va [0,0] +r-(n,1—m)
Vb [1,0]+s- (n,—m)
Ve x—m=20

dosadime z parametrické do obecné rovnice:

m-m=0 = r=—- = V:T[n,l—m]:[m,m_m
n n

Miizeme ud€lat druhé dosazeni (pro vp)

14sn—m=0 = s:m



3. Osy stran. Zvolme A = [0,0], B = [2,0], C = [2m, 2n].

Osa strany uréeni piimky
0O (m—1)x4+ny—m?>—n*>+1=0
0p mx+ny—m?> —n*>=0
0, x—1=0

Resime soustavu. ProtoZe z posledni rovnice mame x = 1, hned dosadime a dostavame

m*+n®>—m

— 242 —

ny=m+n-m y=-——.
n

fo4 QO m24n?—
To ddva § = [1, 1—"],

4. Osy uhli. Zvolme opét A = [0,0], B = [1,0], C = [m,n]. Osa dhlu se vyznacuje tim, Ze body na
ni maji stejnou vzdalenost od obou pfimek.

Pro thel a uvaZme prisecik piimek rovnobénych s AB, respektive AC, vzdélenych od této
piimky o stejnou vzdalenost (ve vhodném sméru - napfiklad ,,dovniti* trodhelnika). Posouvame
tedy pfimku AB ve sméru (1,0) a AC ve sméru (n, —m). Posuiime o vzdélenost /n*+ m?, tj.
hledame prisecik piimek

p1:nx—my—m? —n® =0,
p2iy= \/m
To ndm dédvd bod [ tmy/m el |\ /7072,
Pro thel 8 uvdZzime posun piimky BC o vektor (—n,m—1) a BA 0 (0,+/(m— 1)?+n?). To dévé
gr:nx—(m—1)y+m—1>%+n*—n

g2y =1/(m—1)>+n?

—1). _ (i —1)2_ 2
To ddvé bod | "=V 1)24::12 (m=1) n+n,\/(m—l)2+n2}

Osa thlu urceni pfimky

a [0,0] 4 r- (Vm? +n*+m,n)

B [1,0]+s-(m—1—+/(m—1)2—n2n)
Resime proto soustavu
r-(m+vVm?*4+n?)=1+s-(m—1—4/(m—1)2—n?),
r-n=sn
Z druhé rovnice dostavame ihned, Ze r = s (jist€ n # 0). Odtud
r-(m+vm?4+n*—m+1+4/(m—1)2+n?) =1,

1
B 1+ Vm2+n2+/(m—1)2+n?

r




Stftedem kruZnice vepsané je tedy bod

1
0 —
1+ Vm2+n2+/(m—1)2+n?

‘Im+ v/ m?+n?n).

Poznamenejme, Ze obecny tvar je

_ aA+bB+cC
 a+b+c

9

kde a, b, c znaci délky piislusnych stran.

Priklad 9.2. Necht je dana krychle ABCDEFGH. PoloZzme X = Sap, Y = Sgy a Z = Scg. UrCete fez
krychli rovinou danou body X,Y, Z.

Reseni. Zvolme souradnice takto:

Rovina dané body X, Y, Z je ddna sméry
(1,-2,1), (1,1,=-2)
normdla je (1,1,1) jeji rovnice je tedy
x+y+z—3=0

Staci vyfesit priseciky s hranami krychle.

Hrana parametricky prunik
AE [0,0,2] +-(0,1,0) SAE
BF [2,0,2]+1-(0,1,0) —
BC [2,0,0]+-(0,0,1) Ssc
GH [0,2,0]+t'(1,0,0) SeH

Tti nalezené pruseciky spojime s témi zadanymi a dostivame cely fez.

Priklad 9.3. Dokazte Eulerovu vétu: Ve ¢tyithelniku ABCD se stiednimi prickami (spojnice protéj-
Sich stiedl stran) MN a PQ plati: |AC|* +|BD|*> = 2(|]MN|* +|PQ/?).

Reseni. Sta&i dosaditM = (A+B)/2,N = (C+D)/2,P=(B+C)/2,Q = (D+A)/2apo rozndsobeni
obou stran hned dostaneme identitu.

Priklad 9.4. Necht jsou v roviné dany body A, B,C,D.
Dokazte, 7e ABLCD < |AC|* + |BD|* = |AD|* + |BC|*.
ResSeni. AC?+BD? = AD?>+BC? < (C—A)>+(D—B)>=(D—A)*+(C—B)? <

—

&A-(C—D)=B-(C—D)< (A—B)-(C—D) =0« ABLCD.



Zajimavéjsi priklady
Priklad 9.5. Je dén trojihelnik ABC. Strana BC je prodlouZena za C do D tak, ze |CD| = |BC|. Strana

CA je prodlouzena za A do E tak, Ze |AE| = 2|CA|.
Dokazte, ze pokud |AD| = |BE|, pak trojuhelnik ABC je pravothly.

Reseni. Zvolime si soufadnice A = [1,0],C = [0,0],B = [x,y]. Pak D = [—x, —y] a E = [3,0], z toho
dostdvdme |AD| = (x+ 1)> +y? a |BE| = (x — 3)* +y*. ProtoZe |AD| = |BE|, tak (x+1)* +y* =
(x —3)? 4 2. Z toho dostdvime x = 1.

Dosadime do bodu B a spoitime skalarni sou¢in AC-AB = (—1,0) - (0,y) = 0, a tedy je ZCAB

pravy.

Priklad 9.6. V roving je dan Ctverec o strané délky a. Dokazte, Ze soucet druhych mocnin vzdéle-
nosti vSech jeho vrcholl od libovolné piimky této roviny, ktera prochazi stfedem daného Ctverce, je
konstantni. Urcete tuto konstantu.

Reseni. Jako pocitek soufadnicového systému si zvolime S stied tverce. Vrcholy &tverce maji sou-
fadnice A = [—a/2,—a/2], B=[a/2,—a/2],C =[a/2,a/2], D = [—a/2,a/2]. Obecnad piimka p pro-
chézejici bodem S mé parametrické vyjadieni p: cx—y =0, kde BUNO ¢ € (0,0) (plyne ze symetrie).

Vzdélenost piimky od bodu je d4dna vztahem ‘aj%‘ coZ v naSem piipadé vypada 1;% Po
dosazeni vrcholi ¢tverce a uocnéni jednotlivych vzdalenosti na druhou dostavame:
(—ca/2—a/2)? (ca/2—a/2)*> (ca/2+a/2)> (—ca/2+a/2)?
2 + 2 - 2 + 2 -
cc+1 cc+1 cc+1 cc+1
_ 22122 4 (/2= 12 + (/24 1/2) + (=¢/241/2)* _ ,
2+1

Priklad 9.7. V roviné je dan pravouhly trojihelnik ABC s pravym thlem pii vrcholu C. Urcete, jaké
jsou velikosti jeho vnitinich dhld pfi vrcholech A a B, prochdzi-li osa vnitiniho thlu pfi vrcholu B
sttedem téZnice z vrcholu C.

Reeni. Zvolime si soufadnice S = [0,0] stied strany ¢, A = [—1,0], B=[1,0], C = [x,y] a S = [, 3]
stied t&Znice na stranu ¢, kde y =+v1—x2ax e (—1,1).
ProtoZe polopfimka BS, ptli uhel ZABC, plati

BS-BS. _ BS.-BC
|BS||BS.|  |BS.||BC|

Po dosazeni dostaneme

BS = (1—x,y), |BS| =2 —2x
. 1—x - 5
BS. = (— %), BS:| = —x

BC = (1,0), |BC| =1
Po dosazeni do vztahu vySe a tpravé dostdvdme kvadratickou rovnici:

2% —3x+1=0



Kterd ma kofeny x = % ax = 1, z nichZ vyhovuje jen x = % Tedy vrchol C mé soufadnice [} ?]

29
Nyni uz nezbyva nez opét vyuzit vztahu pro dhel:

3 V3y.(1.0 3
cosLCAB:—(z’ ) (1, ):L:é
953 V3 o2

Z toho vyplyva, ze | ZCAB| = ¢ a dopoCtem | ZCBA| = %.



