Kapitola 5

Teorie Cisel

Definice 5.1. Bud'te a, b, m € N. Rekneme, 7e &islo a je kongruentni s cislem b modulo m, piSeme
a=b (mod m),

jestlize m | a—b.

Véta 5.2 (Mald Fermatova). Bud’te a € N a p prvocislo. Pak plati
a’=a (mod p).

Pokud navic (a,p) = 1, tak
a”'=1 (mod p).

Definice 5.3. Eulerovou funkci ¢ : N — N definujeme predpisem
o (n) = [{k e N[k <n, (kn) = 1}],

tj. Eulerova funkce nam udava pocet Cisel nesoudéInych s Cislem n, ktera nepresahnou n.
Véta 5.4 (Eulerova). Bud'te a,m € N takové, Ze (a,m) = 1. Pak

a®™ =1 (mod m),
kde @ je Eulerova funkce.
Navodny priklad 5.1. Bud'te a, b, ¢ € Z takové, ze a | b - c. Jestlize (a,b) = 1, pak a | c.
Navodny priklad 5.2. Necht’ a,b € Z. Dokaite, Ze Vn € N plati (a —b) | (a" —b").
Navodny priklad 5.3. Necht’ a,b € Z an € N je liché. Dokazte, ze (a+b) | (a" +b").
Navodny priklad 5.4. Pomoci rovnosti Sophie Germainové

a'+4b* = (a* +2b* +2ab) - (a* +2b*> — 2ab)

dokazte, Ze pro n € N, n > 1 je &islo n* +4" slozené.
Navodny piiklad 5.5. Doka’te, Ze rovnice 15x> — 7y? = 9 nemd v oboru celych &isel zadné fesent.

Navodny priklad 5.6. Necht' p je prvodislo a a € N je takové, ze (a,p) = 1. Pak existuje b € N
takové, Ze
a-b=1 (mod p).

Mezi ¢isly {1,...,p— 1} je navic takové b ureno jednoznacné.



5.1 Priklady

Priklad 5.1. Dokazte, Ze existuje nekone¢né€ mnoho prvocisel tvaru 4k + 3.
Priklad 5.2. Naleznéte viechna prvoéisla p, ¢ takova, ze p> —2¢> = 1.
Piiklad 5.3. Bud’ p € N. Jsou-li p a p? + 2 prvocisla, pak je i p* +2 prvocislo.

Priklad 5.4. Dokazte, Ze neexistuje polynom f (x) s celo¢iselnymi koeficienty takovy, ze f(7) =11,

f(11)=13.

Priklad 5.5. Naleznéte nejmensi prfirozené Cislo takové, Ze odstranénim prvni cifry se toto ¢islo
zmen§{ 57krat.

Priklad 5.6. Dokazte, Ze pokud posledni cifra ¢isla m € N je 5, pak 1991 | (127 4 9™ + 8™ +6™).

Priklad 5.7. Necht’ jsou ddnaa, b, ¢, d € N takova, Ze ab = cd. Dokazte, ze Vn € Nje a" +b"+ "+ d"
Cislo sloZené.

Priklad 5.8. Dokazte, ze n € N, n > 1 je prvoéislo pravé tehdy, kdyzn | (n—1)!+1).
Hint. VyuZijte navodného prikladu 5.6 a faktu, Ze pro prvocislo p ma kongruence
x¥*=1 (mod p)
prave dvé feseni (v pripadé p = 2 dostdvame dvojnasobny koren). Tento fakt dokazovat nemusite.

Priklad 5.9. Dokazte, ze 2015 | 35...5.
360

Priklad 5.10. Necht' «, f jsou dvé kladnd iraciondlni ¢isla takova, Ze é + 4 = 1. Uvazme posloup-
nosti {a,}y_,, {bn};_, zadané pomoci predpist a, = |na|, b, = [nf]. Dokazte, Ze:

1. Posloupnosti {a,}_,, {b,};r_, jsou disjunktni, tj. Vm,n € N: a,, # by,.

2. Sjednocenim obou posloupnosti jsou ptirozena Cisla, tj. Vk € N 9n € N: k = a,, nebo k = b,,.
Piiklad 5.11. Dokazte, 7e pro nekone¢né mnoho sloZenych &isel n plati n | 371 — 271,
Hint. Hledejte n ve tvaru n = 3% —2% pros € N.
Hint (Alternativni hint). VyuZijte ndvodného piikladu 5.2.

Piiklad 5.12. Doka?te, 7e rovnice x> + y* +z> = x> +y® + z> md nekone¢né mnoho celo¢iselnych
feSeni.

Priklad 5.13. Dokazte, Ze existuje nekone¢né mnoho ptirozenych ¢isel n takovych, Ze 2" konéi na n.

Hint. Nejmensi n, které tuto podminku splnf je 36: 23¢ = 68719476 736. MnoZinu fedeni konstruujte
induktivné. Ukazte, Ze pokud je n feSeni a 2" = ...dn pro néjaké &islod = g- 10", kde g € {1,...,9}
(pfitom dn neznamend nisobeni, ale zfetézeni), pak je i dn feSeni.

Jinymi slovy: dalsi feSeni nalezneme tak, Ze v dekadickém zdpise Cisla 2" pfipojime k n vSechny
predchazejici cifry aZ po prvni nenulovou (vCetné). To, Ze nestaci brat jen dalsi cifru lze odlivodnit
tim, Ze uvedenym postupem bychom dostali 273333432948736 — ' (075353432948736.
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