Kapitola 5

Teorie Cisel

Definice 5.1. Bud'te a, b, m € N. Rekneme, 7e &islo a je kongruentni s cislem b modulo m, piSeme
a=b (mod m),

jestlize m | a—b.

Véta 5.2 (Mald Fermatova). Bud’te a € N a p prvocislo. Pak plati
a’=a (mod p).

Pokud navic (a,p) = 1, tak
a”'=1 (mod p).

Definice 5.3. Eulerovou funkci ¢ : N — N definujeme predpisem
o (n) = [{k e N[k <n, (kn) = 1}],

tj. Eulerova funkce nam udava pocet Cisel nesoudéInych s Cislem n, ktera nepresahnou n.
Véta 5.4 (Eulerova). Bud'te a,m € N takové, Ze (a,m) = 1. Pak

a®™ =1 (mod m),
kde @ je Eulerova funkce.
Navodny priklad 5.1. Bud'te a, b, ¢ € Z takové, ze a | b - c. Jestlize (a,b) = 1, pak a | c.
Navodny priklad 5.2. Necht’ a,b € Z. Dokaite, Ze Vn € N plati (a —b) | (a" —b").
Navodny priklad 5.3. Necht’ a,b € Z an € N je liché. Dokazte, ze (a+b) | (a" +b").
Navodny priklad 5.4. Pomoci rovnosti Sophie Germainové

a'+4b* = (a* +2b* +2ab) - (a* +2b*> — 2ab)

dokazte, Ze pro n € N, n > 1 je &islo n* +4" slozené.
Navodny piiklad 5.5. Doka’te, Ze rovnice 15x> — 7y? = 9 nemd v oboru celych &isel zadné fesent.

Navodny priklad 5.6. Necht' p je prvodislo a a € N je takové, ze (a,p) = 1. Pak existuje b € N
takové, Ze
a-b=1 (mod p).

Mezi ¢isly {1,...,p— 1} je navic takové b ureno jednoznacné.



5.1 Priklady

Priklad 5.1. Dokazte, Ze existuje nekone¢né€ mnoho prvocisel tvaru 4k + 3.

Reseni. Predpoklddejme sporem, Ze prvoéisel tvaru 4k + 3 existuje jen kone¢né mnoho. Necht’ jsou
p1=3,p2=7,...,p, vSechna takova prvocisla. Uvazme

n
N=3+4-T]pn
i=2
Necht N=¢g" .- g% je rozklad &isla N na prvocisla. Protoze N =3 (mod 4), musi byt mezi prvo-
Cisly g; néjaké ve tvaru 4k + 3. ProtoZe ale p; { N pro zadné i = 1,2,...,n, dostdvame dal$i prvocislo
tvaru 4k + 3, coZ ndm dava pozadovany spor. |

Piiklad 5.2. Naleznéte viechna prvocisla p, ¢ takova, ze p> —2¢° = 1.

Reseni. Ziejmé p > q. Nejprve vyfesme pifpady, kdy ¢ < 3. Je-li ¢ = 2, mame p> =9, tj. p = 3. Pro
g =3 mame p* = 19, coZ nam fefeni ned4. Pro p,q > 3 plati

p,g==+1 (mod 6).
Kdy?z se tedy na zadanou rovnost podivame modulo 6, dostdvame
(£1)*=2(£1)*=1 (mod 6).
Jediné feseni je tedy (p,q) = (3,2). [
Piiklad 5.3. Bud’ p € N. Jsou-li p a p? +2 prvocisla, pak je i p* + 2 prvocislo.

Reseni. Zfejmé p # 2. Pro p =3 mame p>+2=11a p>+2=29. Pro p > 3 je &islo p? 42 délitelné
tfemi, proto pro Zadné p > 3 neni splnén pfedpoklad implikace a tvrzeni plati. |

Priklad 5.4. Dokazte, Ze neexistuje polynom f (x) s celoCiselnymi koeficienty takovy, ze f(7) = 11,

f(11)=13.
Reseni. Necht’

n .
Y ax
i=0

kde a; € Z. Jist& (c—d) | (¢ —d') pro kazdé i =0,...,n. Proto také (c —d) | a; (¢’ —d’) a souttem
pies i dostdvame (c - d) | Z ' o(ai) (c'—d') = f(c) — f(d). Kdyby hledany polynom existoval, pak
by 11 =7 f(11) — f(7), tj. 4 | 2, coZ neplati. |

Priklad 5.5. Naleznéte nejmensi pfirozené Cislo takové, Ze odstranénim prvni cifry se toto Cislo
zmen$i 57krat.

Reseni. Oznaéme x prvni cifru hledaného &isla a y &islo, které ndam vznikne odstranénim této cifry.
Pak
10"x+y = 57y,

kde n je pocet cifer ¢isla y. Odtud
10"x = 56y.



Protoze 56 =237 a (7,10") = 1, plati 7

X 4.x=T70 <x<9, vidyt x je cifra). Dostdvame
10" = 8y.
Proto y = 125-10"73, pfitom vidime, Ze nutné n > 3. Pivodni &islo je tedy tvaru
10" +y =7125-10"3.
Nejmensi z nich je pro n =3, tj. 7125. |
Priklad 5.6. Dokazte, Ze pokud posledni cifra ¢islam € N je 5, pak 1991 | (12" +9™ + 8" +6™).
Reseni. Nejprve upravme
12" 49"+ 8"+ 6" = (4" +3™)- (3" +2™M).

ProtoZe posledni cifra m je 5, miZzeme psat m = 10a+5 =5- (2a+ 1). Protoze 2a + 1 je liché, dosta-
vame

(£+3°) | (@"+3") a  (374+27) [ (3"+27).
Odtud

pfitom (4> +37) - (3°+2°) = 1267-275=15%-7-11-181. Protoze 1991 = 11 - 181, dostdvame vysle-
dek z tranzitivity relace délitelnosti. |

Priklad 5.7. Necht jsou ddnaa, b, ¢, d € N takova, Ze ab = cd. Dokazte, ze Vn € Nje a" +b" + " +d"
¢islo sloZené.

Diikaz. Protoze ab = cd, vydélenim bc¢ dostavame

pro né&jakd x, y € N, kde (x,y) = 1. Odtud
a=ux, c=uy, d=vx, b=vy.
pro néjakd u, v € N. Tedy
& d = W YV VY = (W) (")
Jist€ obé zdvorky ddvaji ¢isla > 1. Proto a”* + b" + ¢ 4+ d" je Cislo sloZené. |
Priklad 5.8. Dokazte, ze n € N, n > 1 je prvocislo pravé tehdy, kdyzn | ((n—1)!41).
Hint. VyuZijte navodného prikladu 5.6 a faktu, Ze pro prvocislo p ma kongruence
=1 (mod p)

prave dvé feseni (v piipadé p = 2 dostdvdme dvojndsobny kofen). Tento fakt dokazovat nemusite.



Reseni. V feti kongruenci tvrzeni ¥ikd, Ze n > 1 je prvocislo < (n—1)! =1 (mod n).
=1 Bud’ p prvocislo. Prvky z mnoziny M = {2,3,..., p— 2} sparujeme tak, Ze kazda dvojice (a,b)
splnfa-b=1 (mod p). Vime, Ze ke kazdému prvku a € M bude existovat (a to jednoznacné) prvek

b € M, nebot’ (a,p) = 1. Kdyby a = b, pak a> =1 (mod p), ale vime, Ze jedind feseni kongruence
x> =1 (mod 2) jsou 1 a p— 1. Diky tomuto parovani méme

[[Ta=1 (mod p),

acM

coz nam celkem dava

(p—1)!=1-(p—1)-[Ja=p—1=-1 (mod p).
acM
Pritom pro p = 2,3 vyuzivime konvence, Ze [[pa = 1 (pfipadné snadno rozmyslime, Ze pro tato
prvocisla tvrzeni plati).
w=“:Pron=4 mdme (n—1)! =2 (mod 4) a pro ostatni slozend ¢isla mame (n—1)! =0 (mod n).
[

Priklad 5.9. Dokazte, ze 2015 | 55...5.
360

Reseni. Vydélenim péti dostdvdme

403 |11...1,
——
360
kde 260
11...1:M.
H,—/ 9
360

Protoze (403,9) = 1, dostavame ekvivalentni podminku (kterou chceme dokdzat)
403 =10 —1.

Uvazme Eulerovu funkci: ¢ (403) = ¢ (13) - ¢ (31) = 360. Protoze (10,403) = 1, dostdvame z Eule-
rovy veéty
109403 = 1030 =1 (mod 403),

tedy
403 [ 10°%0 — 1,

coZ jsme chtéli dokézat. |

Priklad 5.10. Necht' «, B jsou dvé kladnd iraciondlni ¢isla takovd, Ze é + é = 1. UvaZme posloup-
nosti {a,}_,, {bn};_, zadané pomoci piedpist a, = |na|, b, = [nf]. Dokazte, Ze:

1. Posloupnosti {a,}>_;, {b,}:_, jsou disjunktni, tj. Vm,n € N: a,, # by,.

2. Sjednocenim obou posloupnosti jsou ptirozena Cisla, tj. Vk € N 9n € N: k = a,, nebo k = b,,.



Reseni. 1. Pfedpoklddejme sporem, Ze existuji n, m € N takové, Ze a,, = by, tj. |am| = |Bn| =q.
Pak
g<am<gq-+1, g<PBn<q+1,

pfitom ostré nerovnosti jsou diky iracionalité¢ o a 3. Odtud

m 1 m n 1 n
— =<, < =< -,
g+1 o g g+1 B ¢
Sectenim obou fetézcu nerovnosti dostaneme
m—+n m—+n
<l<
qg+1 q

To nam dava
g<m+n<gqg+1,

coz je spor. Nutné jsou tedy ob& posloupnosti disjunktni.
2. Jisté¢ a,B > 1. Navic pravé jedno z nich musi byt < 2 (jinak by soucet pfevracenych hodnot

byl < 1). Jisté tedy a; nebo by = 1. Sporem predpoklddejme, Ze v intervalu (¢q,q+ 1) pro g > 2
neleZi Zadny Clen zadanych posloupnosti, tedy

om<qg<qg+1l<a(m+l), Bn<g<qg+1<PB(n+l),
m 1 m+1 n 1 n+1

— =< —, —< =< )
g a g+l g B q+1
Sectenim obou Fetézcu nerovnosti dostavame
m+n m+n+2
<l<—--
q q+1

Odtud
m+n<g<qg+1l<m+n+2,

COZ je spor.

Piiklad 5.11. Doka’te, Ze pro nekone¢né mnoho sloZenych &isel n plati n | 3"~ — 271,
Hint. Hledejte n ve tvaru n = 32 % prot € N.
Hint (Alternativni hint). VyuZijte ndvodného prikladu 5.2.
Reseni. Pro volbu n = 3% — 2% dostavame, ze chceme ukazat
32 _ o2 | 332'722’71 _ 232’722’71'

Protoze x — y | x* — y* pro kazdé k € N, staéf ukdzat, 7e

2 [3% —2% —1.
Zejména tedy chceme ukazat, ze

3% =1 (mod?2).
ProtoZe (2,3) = 1a ¢ (2') = 2'~!, mame z Eulerovy véty
3% = (32”‘)2 —12=1 (mod 2'),

coz jsme chtéli dokézat. |



Piiklad 5.12. Dokazte, e rovnice x> +y? +z> = x> +y° +z> m4 nekone¢né mnoho celodiselnych
fesSeni.

Reseni. Hledejme fesent, pro kterd y = —z, pak dostdvame
X +2y7 =2,
Separaci proménnych dostdvame
2Xx—1 5
=

Odtud plyne, Ze % je Ctverec, tj. % = 2. Tedy

x=2+1, y=2+4r.
Pro kazdé ¢ € N dostdvdme feSen{ (202 +1,21° +1, 217 —1). [ |
Priklad 5.13. Dokazte, Ze existuje nekone¢né mnoho prirozenych ¢isel n takovych, Ze 2" konéi na n.

Hint. Nejmensi n, které tuto podminku splnf je 36: 236 = 68719476 736. MnoZinu feSeni konstruujte
induktivné. Ukazte, Ze pokud je n feSeni a 2" = ...dn pro néjaké Cislod = g- 10", kde g € {1,...,9}
(pfitom dn neznamend ndsobeni, ale zfetézeni), pak je i dn feSeni.

Jinymi slovy: dal$i feSeni nalezneme tak, Ze v dekadickém zdpise Cisla 2" pfipojime k n vSechny
predchazejici cifry aZ po prvni nenulovou (véetng). To, Ze nestadi brat jen dalsi cifru lze odtiivodnit
tim, Ze uvedenym postupem bychom dostali 273333432948736 — ' (075353432948 736.

Reseni. Necht' n je néjaké feSeni. Oznacme g prvni nenulovou cifru ¢isla 2", kterd predchazi n. Bud’
déle k pocet cifer &isla n, [ pocet nul mezi g a n. Kone¢né oznaéme d = g - 10'. Tedy

2" =...dn, kde d=g0...0
~—~—

Ix

Pak dn = n+ g- 10*!, Chceme ukdzat implikaci
2 =n+g-1057  (mod 108HHY) = om0 = 4 o 10FH (mod 10K,
Diky Cinské zbytkové vété nam staéi ukézat, 7e
m — 2n+g~10k+[ (mod 2k+l+1) a o — 2n+g~10k+’ (mod 5k+l+1)‘

ProtoZe k je pocet cifer ¢isla n a n > 36, je k << n. Je-li [ dostate¢né malé (nejvySe exponencialni
vacéi n), pak téz k41 < n. Odtud

M=(= 2n+g-10k+/ (mod 2k+l+l)‘

Protoze ¢ (5T*1) = 4.5k dostdvame z Eulerovy véty

Zd'10k+l _ <2d,2k+12>¢(5k+l+1) _ (mOd 5k+1+1)
Tim dostdvdme
g0 —gn g0 — g (mmod SFHH),
Ukdzali jsme tedy, Ze je-li n feSent, pak je feseni i dn = n+ g- 105+, |
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