Soustavy polynomialnich rovnic
s koneCnym poctem reSeni

Grobnerova baze a Buchbergeruv algoritmus

Zakladni definice
Definice 9.1. o Monomem rozumime polynom s jedinym ¢lenem, u né¢hoZ je koeficient 1.

e Pro lexikografické uspordddni, kde x; > x3 > --- > x,, klademe

XX x> b b e 3ie (1,2, n) Vi <i: (aj=bjAa;>by).

n

e Vedoucim monomem polynomu f rozumime monom, ktery se v f vyskytuje (s nenulovym
koeficientem) a je nejvétsi v daném uspoiddani. Znacime LM f.

e Vedoucim koeficientem rozumime (nenulovy) koeficient u vedouciho monomu. Znaéime LC f.

e Vedoucim ¢lenem rozumime soucin vedouciho monomu s vedoucim koeficientem. Znacime
LTf.

e Necht' f,g jsou polynomy. S-polynomem polynomt f, g rozumime polynom dany predpisem

[LM f,LMg] [LMf,LMg]

kde monom [LM f,LMg] je nejmensi spole¢ny ndsobek vedoucich monomi polynomu f a g.



Algoritmus

Vstup: f1,..., fr
Vystup: Grobnerova bize

L.

2.

Pro i < j spocitdme S(f;, f}).

Pokud dostaneme nenulovy polynom, budeme od néj postupné odecitat vhodné ndsobky ba-
zovych polynomd tak, abychom pfi kazdém odecteni piesné zrusili vedouci ¢len. Pokud dalsi
odecteni neni mozné (tj. Zadny vedouci monom bazovych polynomil nedéli vedouci monom
redukovaného polynomu) a vznikly polynom je nenulovy, pfidime jej do baze.

. Provadime postupné pro vSechny dvojice i < j (tedy pocitdme S-polynomy i pro ty nové pfi-

dané). Skoncime ve chvili, kdy vSechny S-polynomy jsme schopni pomoci bazovych zredukovat
na nulu.

Definice 9.2. Vysledné mnoZiné polynomti budeme ¥ikat Gribnerova bdze. Rekneme navic, Ze tato
baze je redukovand, jestlize Zadny monom libovolného polynomu neni délitelny vedoucim monomem
jiného polynomu.

Usnadnéni vypoctu

V ramci provadéni algoritmu si miiZeme praci usnadnit ndsledujicim zpisobem

Pro kazdou dvojici (i, j) sta¢i pocitat polynom S(f;, fj) pouze jednou.

Poradi, ve kterém pocitdme S-polynomy neni fixni. Volime proto nejprve takové dvojice, aby
byl pfislusny S-polynom co mozna nejmensi v naSem usporadani (mtizeme usetfit desitky zby-
tecnych polynomi v neredukované bazi, cemuZz odpovida i nékolik hodin prace, pokud pocitime
pouze na papiie).

Maji-li polynomy nesoudélné vedouci koeficienty, nemusime pocitat prislusny S-polynom. Po
redukci pomoci polynomd, ze kterych byl S-polynom tvofen, ndim vzdy vyjde nula.

Pokud maji dva polynomy stejny vedouci monom (tj. S-polynom vznikne jen jako jejich rozdil
s pfipadnym vyndsobenim ciselnou konstantou) a néktery z nich jsme jest€ nepouZili pfi Zadné
redukci, miZeme tento polynom z baze zcela vyfadit a dat misto néj pfisluSny S-polynom (re-
spektive ten, ktery dostaneme po jeho redukci).
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Pokud ndm jde pouze o hleddni feSeni soustavy, nepotfebujeme nutné (redukovanou) Grobne-
rovu bézi, ale sta¢i nam, kdyZ obdrzime néjaky polynom o jedné proménné. Je-1i mnoZina feSeni
soustavy konec¢na, vZdy po néjaké dobé dostaneme dostatecné maly polynom v lexikografickém
usporadani, ktery bude polynomem o jedné (té nejmensi) proménné.



Priklady

Priklad 9.1. Naleznéte (redukovanou) Grébnerovu bazi a pomoci ni vyfeste soustavu
X —2xy =0,
Ky4+x—2y* =0.
Piiklad 9.2. Reste soustavu
2 —
X4y +z =1

x +y* 4z =1
X +y +2°=1

Piiklad 9.3. Reste soustavu
PyPtz =2
X +y 477 =2
4y +72=2

Priklad 9.4. Dokazte, Ze nulové body puvodnich (zadanych) polynomt a polynomid Grobnerovy
(respektive redukované Grobnerovy) baze jsou stejné. Tedy soustava vznikla z nalezené baze je ekvi-
valentn{ soustavé ptivodni.

*Pfiklad 9.5. Reste soustavu

xy+yz=1,
yit+w =1,
w+wx=1,
wx+xy =1



