Invarianty a Dirichletav princip

Invarianty

Chceme-li hovorit o invariantech, musime se zabyvat tlohami, ve kterych mame pocatecni stav, po-
volené kroky a koncovy stav. Otazkou pak je, zda se miZeme z pocateCniho stavu dostat do kon-
cového stavu za pouZiti povolenych krokt. Invariantem v takovém procesu je néco, co se neméni.
Timto zplisobem se Casto dokazuje neexistence feSeni (tj. Ze neni mozné dojit z pocatecniho stavu do
koncového). V informatice se invariant pouZiva také k dokazovani korektnosti algoritmu (tj. pokud
algoritmus skonci, jeho vystup bude spravny).

Navodny priklad 3.1. Ve vrcholech pravidelného Sestitihelnika jsou po sméru hodinovych ruci¢ek
napsand Cisla 1, 0, 1, 0, 0, 0. V kazdém kroku miZeme navysit hodnotu ve dvou sousednich vrcholech
o 1. Je moZzné, aby po kone¢né mnoha takovych krocich bylo ve vSech vrcholech napsano stejné ¢islo?

Navodny priklad 3.2. Na tabuli jsou napsdna ¢isla 1,2,...,4n— 1. V kazdém kroku smazeme dvé
Cisla a misto nich napiSeme jejich rozdil. Dokazte, Ze na konci (tj. po 4n — 2 krocich) ziistane na tabuli
sudé ¢islo.

Dirichletav princip

Mame-li alesponi nk + 1 predméti v k prihradkéch,
pak existuje alespon jedna prihrddka s alespon n + 1 predméty.

Navodny priklad 3.3. V mistnosti je n lidi. Kazdy si s kazdym poda ruku. Dokazte, Ze v pribéhu
podavani rukou vzdy existuji dva lidé, ktefi si podali ruce se stejnym poctem lidi.

Priklady

Priklad 3.1. Bud’ n € N. Na tabuli je napsano 2n+ 1 celych ¢isel. V kazdém kroku smaZeme li-
bovolné tfi z nich, oznaCme je x, y, z, a misto nich napiSeme cislo )% € Q ve zkraceném tvaru (tj.
zbavime se sloZenych zlomkl a upravime do tvaru, kdy Citatel a jmenovatel jsou nesoudélna celd
Cisla). Zdivodnéte, Ze se timto zpisobem dostaneme do situace, kdy na tabuli bude jediné raciondlni

¢islo. Oznacme jej ¢ = 1. Naleznéte nutnou a postacujici podminku k tomu, aby nejvy$si mocnina
daného prvocisla p délici - s byla suda.

Priklad 3.2. Na stole je a Cervenych, b zelenych a ¢ modrych Zetond. V kazdém kroku odebereme
dva Zetony rizné barvy a pfiddme Zeton barvy zbyvajici. Dokazte, Ze pokud na konci zbyva jediny
Zeton, jeho barva zdvisi pouze na pocate¢nim stavu.



Priklad 3.3. M&jme na za¢atku dvojici pfirozenych Cisel. V kazdém kroku miZeme (x,y) nahradit za
(%), (x+,y) nebo (x —y,y).

1. Lze se z po¢atecniho stavu (1,2) dostat do stavu (19,79) respektive (819,357)?

2. Pro pocéte¢ni dvojici (a,b) urete mnozinu stavt, do které jsme schopni se dostat.
Priklad 3.4. V pravidelném

1. pétidhelniku

2. Sestitihelniku

jsou zakresleny vSechny thlopricky. Na za¢dtku mame v kazdy vrchol a v kazdy prisecik dhlopricek
oznaceny Cislem 1. V jednom kroku mtizeme zménit znaménko u oznaceni vSech bodd na vybrané
stran€ ¢i diagonale. Je moZné posloupnosti krokti zménit oznaceni v§ech bodi na -1?

Priklad 3.5. Na nekone¢né Sachovnici hrajeme nasledujici hru. Na zacatku mame v kazdém vrcholu
ctverce velikosti n x n jednu figuru (zbytek nekonecné Sachovnice je prazdny). V jednom tahu vybe-
reme figuru a horizontdlnim ¢i vertikdlnim skokem s ni preskoc¢ime jejiho souseda do volného policka
za timto sousedem (tj. skd¢eme podobné jako v ddmé, jen smér skoku neni diagonélni, ale vertik4lni
¢i horizontalni). Figuru, kterd byla pfeskocena, z Sachovnice odebereme. Naleznéte vSechny hodnoty
n, pro které je mozné skoncit s jedinou figurou na Sachovnici.

Priklad 3.6. Uvazujme dvacet po dvou riznych pfirozenych ¢isel mensich nez 70. Dokazte, Ze mezi
vSemi rozdily dvojic existuji Ctyfi, které jsou si rovny.

Priklad 3.7. Bud’ n pfirozené ¢islo nedélitelné 2 ani 5. Dokazte, Ze existuje ndsobek &isla n, jehoZ
dekadicky zdpis se sestdvd ze samych jednicek (napriklad pro n =3 mame 37-3 = 111).

Priklad 3.8. Bud’ S mnozina 2n + 1 bodu takova, Ze v libovolné trojici bodt z S jsou alespon dva z
nich vzdaleny nejvyse 1. DokaZte, Ze existuje podmnoZina S o n+ 1 bodech takové, Ze ji lze celou
pokryt kouli o poloméru 1.

Priklad 3.9. Dokazte, Ze z libovolné mnoZiny deseti dvojcifernych ¢isel miZzeme vybrat dvé ne-
prazdné a disjunktni podmnoziny takové, Ze soucty vSech jejich prvki jsou si rovny.

Priklad 3.10. 1. DokaZte, Ze existuji a, b, ¢ € Z, |al, |b|,|c| < 105, |a| + |b| +|c| # O takova, Ze

la+bvV2+cV3| <1071,

2. Necht a, b, ¢ € Z, |al, |b|,|c| < 10, |a| + |b| + |c| # 0. Dokate, Ze

la+bvV2+cV3| > 1072,



