(Geometrie

2.1 Geometrie trojuhelnika

Vzorce pro obsahy

Necht je dan trojihelnik ABC. Oznacme ~ thel pii vrcholu C, r polomér kruznice opsané,
0 polomér kruznice vepsané a s poloviéni obvod trojuhelniku (2s = a + b + ¢). Pak pro jeho
obsah S plati nésledujici formule:

1. §= %absin’y,

__ ab
2. S=7%5,
3. § = ps,

4. S=/s(s—a)(s—b)(s—c) tzv. Heroniv vzorec.

TéZnice




Uvazujme trojihelnik ABC', délky jeho téZznic ozna¢me obvyklym zpusobem t,, tp, t.. Pro
jejich vyjadreni pomoci velikosti stran plati formule

1

te = 5\/ 202 + 2¢2 — a2,
1

ty = 5\/ 2¢% + 2a2 — b2,
1

tC: 5\/ 2a2+2b2—c2.

Pro téZnice plati
|AT| _ |BT| _ |CT| _

- = =2.
TSa|  [TSy| TS|

Véty a jejich duasledky

Véta 2.1 (Sinova véta). Pro kazdy trojiuhelnik ABC' s vnitinimi dhly o, 5, a stranami a, b, c
plati:
a b c

o - . - . - 2/r7
sina  sinf8  sinvy

kde r je polomér kruznice opsané.
Véta 2.2 (Kosinova véta). Pro kazdy trojihelnik ABC s vnitinimi dhly o, 3,7y a stranami
a, b, c plati:

a2 =b%+  — 2chcosa,

b? = ¢ + a® — 2accos 3,

¢ = a® +b? — 2bacosn.

Véta 2.3 (Bisector theorem). Necht je ddan trojihelnik ABC'. Osa ihlu ZBAC protind stranu BC
v bodé K. Plat{

|BK|  |AB]
|[KC|  |AC|
C

K



Véta 2.4 (Cevova). Necht ABC je trojihelnik a K, L, M jsou po fadé body leZici na pFimkdch
BC,CA, AB. Primky AK,BL a CM se protinaji ve spolecném bodé, privé kdyz plati

|AM| |BK| |CL| _

IMB| |KC| |LA|

Ddsledek 2.5. Téznice trojuhelnika se protinaji v jednom bodé. Tento bod nazyvame t€zis-
tem.

Disledek 2.6. Vysky trojihelnika se protinaji v jednom bodé. Tento bod se nazyva ortocen-
trum.

Disledek 2.7. Osy uhlt trojihelnika se protinaji v jednom bodé a tento bod je stfedem
kruznice vepsané.

2.2 Geometrie ctyrahelnika
Tecnové a tétivové ¢tyruahelniky

Definice 2.8. étyfﬁhelnik se nazyva tétivovy, jestlize mu lze opsat kruznici. étyfﬁhelnik se
nazyva tecnouvy, jestlize mu lze vepsat kruznici. Ctyithelnik se nazyva dvojstiedovy, jestlize je
soucasné tétivovy 1 tecnovy.

étyfﬁhelnik je tétivovy, pravé kdyz jsou soucty velikosti protilehlych uhlia shodné (tj. prave
kdyz soucet velikosti dvou protilehlych thli je 180°). Ctyfuhelnik je te¢novy, pravé kdyz jsou
souCty délek jeho protilehlych stran shodné.

Necht ABCD je tétivovy ¢tyfuhelnik, pak pro jeho obsah S plati tzv. Brahmaguptiv vzorec:

S=+/(s—a)(s—b)(s—c)(s—d), kde 2s =a+ b+ c+d.
Pro S obsah tecnového ¢tyithelniku plati
S = ps,

kde o je polomér vepsané kruznice a s = %(a +b+c+d).
Je-li ¢tyiihelnik ABC D dvojstiedovy, plati pro jeho obsah S

S = Vabed.

Véta 2.9 (Ptolemaiova nerovnost). Necht a,b,c,d jsou v obvyklém oznaceni délky stran kon-
vexniho ctyrihelniku ABCD a e, f délky jeho dhlopticek. Pak plati

ac+bd > ef.

Rowvnost pFitom nastdvd, praveé kdyz ctyiihelnik ABCD je tétivovy. Tvrzeni, Ze v kaZdém
tétivovém étyrihelniku ABCD plati rovnost

ac+bd =ef

se nazyvd Ptolemaiova véta.



2.3 Priklady

Priklad 2.1. Necht je dan tecénovy cétyfuhelnik ABCD. Dokazte, Ze kruznice vepsana troj-
thelniku ABC' a kruznice vepsana trojuhelniku AC'D maji spole¢ny dotyk.

Priklad 2.2. Protilehlé strany AB a DE, BC a EF, CD a F A konvexniho Sestitthelnika jsou
rovnobé&zné. Dokazte, Ze trojuhelniky ACE a BDF maji shodny obsah.

Priklad 2.3. Necht je dan trojuhelnik ABC'. Na stranach BC, AC, AB jsou zvoleny body
Ay, By a (4 tak, Ze se pfimky AA1, BB1 a CC] protinaji v jednom bodé. Ozna¢me M patu
kolmice z bodu A; na B1C;. Dokazte, ze M Ay je osou thlu /BMC.

Priklad 2.4. Tétiva C'D kruznice se stfedem v bodé O je kolmé na primér AB a zaroven
tétiva AFE puli use¢ku OC'. Dokazte, Ze tétiva DFE puli tétivu BC.

Priklad 2.5. Necht je dana piulkruZnice s pramérem AB. Na této pulkruZnici zvolme dva
body B a C (rizné od A a D). Ozna¢me E, F' paty kolmic vedenych na AD po Fadé z bodu
B, C. Oznacéme P prisecik pifimek AB a C'D. Dale oznacme @ prisecik BF a EC. Dokazte,
7e PQ 1 AD.

Priklad 2.6. Je dan libovolny trojuhelnik ABC. Ozna¢me jeho thly obvyklym zptisobem.
Osy uhla «, 8,7 protinaji kruznici opsanou po fadé v bodech A1, By, Cy. Dokazte, Ze plati

|AA1| + |BB1| + |CCy| > |AB| + |AC| + |BC).

Priklad 2.7. KruZnice k se stfedem v bodé O; a kruznice [ se stfedem v bodé Os se protinaji
v bodech A a B. Ozna¢me E, resp. F prisecik polopiimky O B s kruZnici k, resp. prise¢ik po-
loptimky O1 B s kruznici [. P¥imka rovnobézné s EF' prochézejici bodem B protina kruZnici k
v bodé M a kruznici [ v bodé N. Dokazte, ze plati

IMN| = |AE| + |AF).

Priiklad 2.8. Ozna¢me K, L, M stiedy, D, E, F' po fadé libovolné vnitini body stran BC, C'A,
AB trojuhelniku ABC' a dale K', L', M’ stfedy tse¢ek AD, BE a C'F. Dokazte, ze piimky
AD,BE a CF se protinaji v jednom bodé, pravé kdyz se v jednom bodé protinaji pfimky
KK',LL' a MM’'.



