Kapitola 7

Posloupnosti

Definice. Posloupnosti (redlnych isel) rozumime zobrazeni a: N — R. Hodnoty se misto a (n) znaci
obvykle a,. Celou posloupnost zapisujeme {a, };._, nebo jen {a,}, pfipadné (a,). Hodnotu a, nazy-
vame n-ty ¢len posloupnosti.

Pozndmka. Posloupnost 1ze zadat rekurentnim vzorcem (spolu s tzv. po¢atecnimi podminkami), na-
priklad

611:1,

an+1 :2'an+17
explicitnim vzorcem pro n-ty ¢len, naptiklad

a,=2"—1.

7.1 Aritmeticka posloupnost

Definice. Posloupnost {a,}’_, se nazyva aritmetickd, jestlize 3d € RVn € N: a,1| = a,+d. Cislo
d se nazyva diferenci aritmetické posloupnosti {a, }*_;.

Véta. Necht’ {a,};_, je aritmetickd posloupnost s diferenci d. Pak plati:
e VneN:a,=a;+(n—1)d
o VrseN:a,=a;+(r—s)d
e oznacime-li s, = a; +ap + - - - + a, soucet prvnich n lenii, pak

ay+ay
Sp=n- >

Véta. Posloupnost {a,};;_, je aritmetickd prdvé tehdy, kdyz V' n € N\ {1} plati

a, — Api1 +Ap—1
= —
2



7.2 Diferencni rovnice

Diference Ay(n) = y(n+ 1) — y(n). Opakem je sumace: Aa(n) = b(n) pak Y. b(n) = a(n). Obecné je
vysledkem sumace mnoZina vSech feSeni, liSici se o konstantu, podobné jako u integrélu.
Vlastnosti diference a sumace:

Alay +by) = Aa, + Ab, Z (an+by) Zan—i—Zb
Alc-ay) =c-Aay Zc an —cZa,1
Alay -by) = (Aay) -byy1 +ay - Aby, Zan-Abn =a, b, —Z(Aan) byt
A (a) _ (Aay) by —ay- Ab,
by bpbp+1

Vztahy (¢ # 1, P, Qx polynomy stupné k):

Ac=0
An=1
k—1
ok ()
APi(n) = Qr_1(n) Y Pi(n) = Qi1 (n)+c
Aq" =(qg—1)q" Zq":qq_1+c
Aq"Pc(n) = ¢"Qx(n) Y d"Pi(n) = ¢"Qx(n) +c

Homogenni diferen¢ni rovnice 1. fadu

y(n+1) = p(n)y(n).

. n—1 n—1
Resent y(n) =y(1) I1 p(k) =c I1 p(K).
Nehomogenni
1. Ay(n) = y(n-+ 1) = y(n) = r(n), pak y(n) = £ r(n) +c
2. y(n+1) — p(n)y(n) = r(n), pak feSeni je ve tvaru feSeni piislusné zhomogenizované rovnice
u(n+1) = p(n)u(n) a jednoho feseni partikuldrniho, které hleddme ve tvaru y,(n) = u(n)v(n).
Homogenni diferen¢ni rovnice 2. fddu s konstantnimi koeficienty

y(n+2)+ay(n+1)+by(n) =0.

Charakteristicka rovnice A> +aA +b =0 m4

1. dva rizné redlné kofeny Ay # Ay, pak y(n) = ciA]' + c2A);

2. redlny dvojndsobny kofen A, pak y(n) = ¢ A" + conA";

3. komplexni kofeny A; » = ¢ +iff = r(cos ¢ +isin@), pak y(n) = r*(ci cosn@ +czsinn@).
Soucet prvnich n ¢lent posloupnosti

Sp=a1+ay+---+ay,
Spt1l =a1+az+ -+ ap +apy1
ASy = Spt1 = Sp = An11

Sn = Zan+1, S1=daj



7.3 Priklady

Priklad 1. Necht’ {a,};;_, znaci aritmetickou posloupnost prirozenych Cisel.

e Naleznéte priklad posloupnosti {a,}_,, kterd obsahuje nekonecné mnoho k-tych mocnin pri-
rozenych cisel pro vSechna k = 2,3, ...

e Naleznéte priklad posloupnosti {a,}_,, kterd neobsahuje Zddnou k-tou mocninu prirozeného
Cisla pro Zddné k = 2,3, ...

o Naleznéte priklad posloupnosti {a,}_,, kterd neobsahuje Zddnou druhou mocninu pfirozeného
¢isla, ale obsahuje nekonecné mnoho tietich mocnin prirozenych cisel.

s vr

e Dokatzte, Ze pro libovolnou posloupnost {a, }_, a vSechna pFirozend Cisla k > 2 plati: Posloup-
nost {a,}7_, bud’ neobsahuje Zddnou k-tou mocninu pfirozeného Cisla, nebo jich obsahuje ne-
konecné mnoho.

Priklad 2. Necht' {a,};;_, znaci aritmetickou posloupnost celych cisel. Kolik existuje aritmetickych
posloupnosti {a,};;_, takovych, Ze a; =1, aj = 2015 pro néjaké indexy i, j € {1,2,...,20}?

oo

Priklad 3. Uvazujme dvé aritmetické posloupnosti redlnych isel {x, }_, a {yn};_,, které maji stejny

prvni &len (1. x; = y1) a existuje index k € N\ {1} takovy, Ze
. x,% — y% =53,
© X~y =78,
® X1 Ve =27
Naleznéte vsSechny pripustné hodnoty indexu k.
*Priklad 4. Vypoctéte limity posloupnosti {a, }7_,, které jsou zadané vzorcem pro n-ty ¢len
® a,= ﬁ%—%—i—---—i—ﬁ

124344t 2n—1-2n
N

® d,

. an:n.(m_n)

Priklad 5. Urcete pocet konecnych rostoucich posloupnosti prirozenych isel ay,as, . . . ,a; vSech moz-
nych délek k, pro které plati:

o a; =1,
e ai|aiproi=1,2,....k—1,
e ap =255255.

Priklad 6. Bud’ {a,};_, posloupnost pFirozenych Cisel a pro kaZdé n € N\ {1} je ani1 0 1 vétsi nez

nejvétsi lichy délitel souctu a, +a, 1. DokaZte, Ze posloupnost {a,};_, je (od urcitého clenu pocinaje)
periodickd.



Priklad 7. Necht' {a,};;_, je posloupnost nenulovych celych Cisel a pro kazdé n € N plati a,1| =
an — by, kde Cislo b, md stejné znaménko jako Cislo a,, ale opacné poradi Cislic.

e DokaZte, Ze posloupnost {a,};_, je (od urcitého ¢lenu pocinaje) periodickd.
e Dokazte, Ze prvni ¢len a; musi byt alespori ctyrciferné Cislo.

Priklad 8. Necht’ {a,};_, je posloupnost pfirozenych Cisel a pro kaZdé n € N plati ap 1 = a, + by,
kde Cislo b, md opacné poradi Cislic neZ Cislo a, (v dekadickém zdpise). DokaZte, Ze a7 nemiiZe byt
prvocislo. S vyhodou Ize vyuZit kritéria délitelnosti jedendcti.

Priklad 9. Posloupnost redlnych Cisel {a,};_ spliiuje pro kazdé n € N rovnost

ni3 —Apy2  Apy3 T appo
an — dp+1 ay + apt1

a navic plati ayy = 4, axy =2, az3 = 1. DokaZte, Ze pro kaZdé k € N je soucet
aj+ay+ -+ ajo
druhou mocninou prirozeného ¢isla.

*Priklad 10. Na spofici ticet s tirokovou sazbou 5% za rok ukldddme na zacdtku kaZdého roku po
dobu deseti let 20 000 korun.

o Kolik korun bude na 1ictu na konci desdtého roku?
o Odvod’te obecny vztah pro velikost tilozky x, virokovou sazbu i a délku sporeni n (rokii).

Priklad 11. Reste rovnici

y(n+1)—ny(n) = (n+1)!, y(1)=5.

Priklad 12. Kolik slov délky n Ize sestavit z pismen A, B, C tak, aby Zddné z nich neobsahovalo
podslovo AC nebo BC?

Piiklad 13. Reste rovnice
a) y(n+2)—9y(n+1)+18y(n) =0;
b) y(n+2)—8y(n+1)+16y(n) =0;
c) y(n+2)—2y(n+1)+2y(n)=0.

Priklad 14. Urcete explicitni vyjddieni Fibonacciho posloupnosti.

Priklad 15. Kolik slov délky n lze sestavit z pismen A, B, C tak, aby Zddné z nich neobsahovalo
podslovo AA, AB, BA, BB?

Priklad 16. Urcete soucet prvnich n clemi posloupnosti a, = n>.

Priklad 17. Urcete soucet prvnich n ¢leni posloupnosti y, = (—%)nn.



Reseni
Reseni 1. e Sta¢i uvazit napiiklad posloupnost a; = 1,d = 1.

e Sta¢i uvézit napiiklad posloupnost a; = 2, d = 4. Pro n-ty ¢len dostdvime a, =2 +4(n—1) =
2-(2n—1). V rozkladu na prvocisla je dvojka vzdy v prvni mocning, proto Zadny ¢len nemize
byt k-tou mocninou prirozeného Cisla.

e Stac{ uvazit napiiklad posloupnost a; = 8, d = 16. Pro n-ty ¢len dostdvame a, =8+ 16(n—1) =
8- (2n—1). V rozkladu na prvocisla je dvojka vzdy v tieti mocniné, proto Zadny ¢len nemize
byt druhou mocninou pfirozeného Cisla. ProtoZe 2n — 1 pro n € N prob€hne vSechna licha ¢isla,
jisté bude v této posloupnosti nekone¢né mnoho (dokonce vSechny) tfetich mocnin pfirozenych
Cisel.

e Necht' posloupnost obsahuje néjakou k-tou mocninu pfirozeného &isla m, tj. pro vhodné n € N
plati m* = a; +n-d. Ukazme, 7e v této posloupnosti budou lezet i &isla (m + d)¥, (m+2d)*, ...
UvaZme obecny Clen z téchto k-tych mocnin a s vyuZitim binomické véty ho rozepiSme:

k k

k P k L

(m+td) =Y <i>mk’ (td) =m‘+d- Y (i>m’”t’d’1 =m"+dN=a;+ (n+N)d.
i=0 i=1

N

Reseni 2. Nejprve uréeme viechny mo7né diference. ProtoZe {a,}7_, je posloupnost celych Cisel,
musi byt diference d € Z. Vime, Ze a; = aj+ (i — j)d, odtud d = % = 204 Vidime, Ze d | 2014 =

i—

2-19-53, navic 1 < |i— j| <19.0dtud d € {+2014,+£1007,£106}. Jednotlivé piipady rozebereme

e d=2014,pak j=i+1.Abyi,je{1,2,...,20}, musii € {1,...,19}. Podobné pro d = —2014
jej=i—latedyi€{2,...,20}.

e d =1007, pak j =i+ 2. Podobné jako vySe dostdvame i € {1,...18}. Pro d = —1007 mdme
i€{3,...,201.

o d=106,pak j=i+ 19, nutnétedy i =1, j =20. Prod = —106 mdme i =20 a j = 1.
Celkem dostdvdme 76 moZnych posloupnosti.
Reseni 3. Oznaéme c,d diference zadanych posloupnosti. Dostdvame vyjddieni
xi=x1+({i—1)c yi=xi+(i—1)d.

Vypoétemé rozdil x? — y?

2oy = (x%+2x1 (i—1)et(i— 1)%2) - (x%+2x1 (i—1)d+(i— 1)2d2> -
=21 (i—1)(c—d)+ (i—1)*(* = d?).
Ze zadani tak dostidvame soustavu rovnic
53=2x; (k—1)(c—d)+ (k—1)*(* —d?),
78 = 2x1 (k—2) (¢ —d) + (k—2)* (¢ —d?),
27 =2x1k(c—d) +k* (* —d*),



co? je vlastné soustava tif nelinedrnich rovnic o tfech nezndmych x; (¢ — d), ¢* — d? a k, z nichZ ndm

sta¢i ur€it jen tu posledni. Jednoduse se dokdZeme zbavit proménné x; (¢ — d), kdyZ od dvojndsobku
prvni rovnice odecteme rovnice zbyvajici. Dostdvame

| = (2(k— 1)2—(k—2)2—k2) (E—d?) =2 (2 —d?)

Odtud 2 —d? = —%. Dosazenim do druhé a tieti rovnice dostivame
1 2
78 =2x1 (k—2)(c—d)— 3 (k—2)7,

1
27 =2x1k(c—d) — 5k2.
Opét se zbavme Clend s x; (¢ —d).
1
78k—27(k—2) = —3 (k(k—2)2 e (k—2)>
102k + 108 = k> — 2k* — k> 4 4k* — 4k

0=k>—53k—54
0= (k+1)(k—54)

Protoze k € N, je jedinym feSenim k = 54.

Reseni 4. e ProtoZe Wlﬂ) = % — n}rl , miZeme limitu zadané posloupnosti psat jako
1 1 1 1 1 1 1 1
lim—++—=Iliml——+-——-+4--- 4 —— =liml— =1.
Py i S R ok T TRy s U

e Nejprve spocitejme

1+3+'~-+(2n—1):n¢:n2,
dbddtom=n 2 2,
Nyni spoctéme samotnou limitu
lim1—2—1—3—4—i—~-—i—(2n—1)—2n:hm M ym -1 _ 4

n—oo n2+] n—>w1/n2_|_1 n—oo 1+i2
\V n

2 2
1— 1 1
limn-<\/n2—|—1—n) = limnu: im — = —.
n—yoo n—yoo 1/n2+1+n n—0 /1+L2+1 2
n



Reseni 5. Nejprve rozlozme &islo 255255 na prvoéisla
255255=3-5-7-11-13-17.

Z podminky a; | a;4 dostdvame, Ze kazdy Clen obsahuje v prvociselném rozkladu stejnd prvocisla
jako Clen pfedchozi a alespoii jeden navic (aby posloupnost byla rostouci). Staci se tedy divat, jaka
prvocisla pfibudou v rozkladu dalSiho ¢lenu (vZdy bude alesponi jedno) oproti ¢lenu predchozimu.
Chceme tedy mnozinu X = {3,5,7,11, 13,17} rozdélit do neprdzdnych podmnozin X;,X>, ..., kde X;
znaci, kterd prvocisla pribudou v rozkladu pri prechodu od a; k a; 1.

Oznacme P (n) pocet rozdéleni n-prvkové mnoziny do neprazdnych podmnozin. Hodnotu P (n) vyja-
difme rekurentnim vztahem. KaZzdé rozdéleni Ize vyjadfit jako pocet moZnosti pro X; kréit rozdéleni
zbytku. Musime uvézit vS§echny mozZné velikosti j mnoZiny X;. Tim dostidvdme vztah

P(n) = 1+'§ <’;)P<n—j>,

kde jednicka na zacdtku odpovida situaci, kdy X = X; a neni co dél rozd€lovat, index j odpovidd
velikosti mnoziny X; a (;’) je pocet mozZnosti jak téchto j prvki do X; vybrat. Nyni snadno dopocitame
P(6).

P(1)=1,P(2)=3,P(3)=13,P(4) =75, P(5) = 541 a konec¢né P (6) = 4683.

Reseni 6. Oznaéme a* nejvétsiho lichého délitele &isla a.
e Pro kazdé n > 3 je a, Cislo sudé (vZdyt’ je to ¢islo o 1 vétsi neZ lichy délitel néjakého Cisla).
e Pro kazdé n > 4 je a,4) < max{a,,a,_1}.

an+ap—1

an+1:1+(an+an71)*§1+ 3

<1+ max{a,+an_1}.
Prvni nerovnost plyne ze sudosti ¢isel a, a a,—1, druhd je trividlni. Proto je posloupnost {a, };_,
ohranicend. Jeji nejvetsi Clen je totiZ jeden z prvnich Ctyf.

e Protoze kazdy Clen zdvisi pouze na dvou predchozich, dostivime hned, Ze existence dvojic
(an,an+1) = (am,am+1) pro n < m nam dé periodicitu. Oznacime-li M nejvétsi ¢len posloup-
nosti, pak kazda dvojice (a,,an+1) je tvaru (a,b) pro a,b € {1,...,M}. Téchto dvojic je pouze
M?, a proto se n&jaka dvojice jisté bude muset opakovat.

Reseni 7. e ProtoZe hodnota n-tého Clene zavisi jen a pouze na ¢lenu predchozim, sta¢i nim uka-
zat, Ze se v posloupnosti nachdzeji dve stejna Cisla. Odtud uz hned plyne periodicita. UkdZeme,
Ze posloupnost je ohranicend. ProtoZe hodnoty jsou celd ¢isla, bude jen kone¢né mnoho hodnot,
kterych mohou ¢leny posloupnosti nabyvat. Proto se v této nekone¢né posloupnosti budou na-
chizet dvé stejnd Cisla. JestliZe zaCneme s k-cifernym Cislem, jisté bude kazdy ¢len posloupnosti

nejvyse k-ciferné &islo, tedy —10% < a,, < 10%. Timto mame dokazanu periodicitu.

e Zidny ¢len posloupnosti nemize byt &islem, které Eteme zepiedu stejné jako zezadu (zejména
tedy ani jednocifernym ¢islem), druhy Clen by pak byl nulovy, coZ nelze (mame posloupnost
nenulovych celych ¢&isel).



Jestlize zacneme s dvoucifernym Cislem 10a + b bude druhy ¢len tvaru 9 (a — b). Nyni staci
uvéazit posloupnost krokt

90—-9 —+81—-18—63—-36—>27—-72— —45+54—9

Mame-li tedy v posloupnosti dvojciferné ¢islo dé€litelné deviti, po nékolika krocich dostaneme
jednociferné ¢islo, o kterém jsme ukazali, Ze v posloupnosti leZet nemiiZze. Celkem tedy nemutze
byt a; ani dvouciferné ¢islo.

Uvazme, Ze a; je libovolné trojciferné ¢islo tvaru 100a + 10b + ¢, pak a; =99 (a — ¢). Uvazime
posloupnost krokd

900 -9 — 891 — 198 — 693 — 396 — 297 — 792 — —495+594 — 99

V posloupnosti se tedy nesmi nachdzet ani trojciferné ¢islo.
Pro dplnost dodejme, Ze nejmensi pripustné pfirozené ¢islo ap je 1012.

Regeni 8. e Podivejme se na &islo x = 10¥x; + 105 1x_; +--- + 10" x; + 10 modulo 11
x =10 4+105"x_ +---+10"x +10%0 = (= 1) 5+ (=D ' +...—x1+x0  (mod 11)

Jestlize y mé opacné poradi Cisel nez x, pak x = +y (mod 11), pficemZ znaménko plus nastéva,
prave kdyz ma x lichy pocet cifer. Ma-li x sudy pocet cifer, pak

x=-y (mod1l) = 11 |x+y.

CozZ nam s vyjimkou x = 10 dava v dal$im Clenu posloupnosti sloZené Cislo délitelné jedenacti.
Navic plati, Ze jakmile je jeden ¢len posloupnosti délitelny jedendcti, budou jedendcti délitelné
také vSechny dalsi.

e Nyni ukdZeme, Ze pro libovolné a; € N méa nejpozdéji ¢len ag sudy pocet cifer. ProtoZe ag > 10,
bude pak jisté a; sloZzené Cislo délitelné jedenacti. Pfedpokladejeme tedy sporem, Ze ay,...,dq
maji lichy pocet cifer. ProtoZe je posloupnost rostouci, musi i pocet cifer rist. Jisté ale soucet
dvou nejvyse k-cifernych ¢isel nemize dat ¢islo k+ 2-ciferné. Proto ay, . .. ,as maji stejny pocet
cifer. Oznacme c; prvni a d; posledni cifru ¢isla a;. Pak

¢ > c1+d dy > ¢ +d

c3>2(c1+d) d3 >2(ci+di)
c4 > 4(c1+dy) dy > 4(c1+dy)
cs > 8(c1+d) ds > 8(c1+d))
c6 > 16(c1 +d,) de > 16(c1 +d1)

Protoze je ale (c; +d;) > 1, tak Cislo 16 (c; +d;) nemtize byt cifrou v dekadickém zdpisu.

vvvvv

prvocislem.
Pro tplnost dopliime, Ze Cislo ag byt prvocislem muiiZe. Pro a; = 10220 vyjde Cislo ag = 185767.



Reseni 9. e Nejprve ukazme, Ze a, = 0 < a,43 =0.
,,— " Dosad’me do zadané rovnosti a, = 0

Qn43 —0py2  Apg3 +apyo
—Ap+1 An+1
—ap43+ant2 = A3 + apy2

an+3 =0
,»<=" Obdobné¢ dosad’'me za g, 13 =0
—Aap+2  _ 4np42
ap — dp+1 ap + an+1
an+ap+1 = —ap+ anyi
a, =0

Odtud z podminek a1, a2:,a33 # 0 plyne, Ze Zadny ¢len posloupnosti {a, };_, neni nulovy.
e Zadanou rovnost rozndsobime a zjednodusime, ¢imZ dostidvame
ap+3dp+1 = Ap+20n-
TotéZ miZeme uvazit pro n+ 1 misto n, coz dava
Ap+40p+2 = Ap430p+1-
Vynasobenim obou rovnosti a vykraceni (nenulovym) ¢islem a,,1a,2a,+3 dostdvame
api4a = ay.
Posloupnost {a,};_, je tedy periodickd s periodou 4. Dostdvdme
a) = dazz = 1, a2:a22:2, asz = dj :4, a4:a3a1/a2:2,

a odtud 5
a +ds+dkyy =25 (1"+2"+4"+2") = (5 <1+2">) .

Reseni 10. Odvodime nejprve obecny vztah, do kterého potom dosadime. Ozna¢me S &astku, kterd
bude na tctu na konci. Plati

S:x(1+i)+x(1+i)2+---+x(1+i)”:x(1+i)(lﬂgn_l.

Pfitom ¢len x (1 + i) odpovidd posledni dloZce (kterd se dro¢i jen posledni rok), ¢len x (1 +i)" prvni
uloZce (kterd se Uroci vSech n let), ostatni analogicky.
Dosazenim za x = 20000, n = 10 a i = 0,05 dostdvame vysledek prvni ¢4sti tdlohy:

(1,05)'0—1

—20000- 1
§=20000- 1,057

~2264135,74.



Reseni 11. Homogenni: y(n+41) =

ny(n)=nn—1)y(n—1)=---=c-n! = y(n)=c-(n—1).
Partikuldrni feSeni ve tvaru y,(n) = c(n

)-(n=1)L

cn+1)-n!—nc(n)-(n—1)'=(n+1)!
)

nlle(n+1)—c(n)] = (n+1)!
Ac(n)=n+1
c(n) :Z(n—i—l) =an’+bn
n+1=a(2n+1)+b

1
n’: 1:a+b:>b:§

— — 1) == !
ik +2n> (n—1)! 2(n+1).

1

y(n) = E(n—i—l)'%—c (n—1)!
1
E 24+c=14c=5 = c=4
1
2

(n+1)1+4(n—1)!

Reseni 12. Libovolné slovo miZeme prodlouZit pfipojenim A,B, pfipojenim C jen v piipadé, Ze jde
o slovo ze samych C. Slova délky jedna jsou 3. Takze

y(n+1)=2y(n)+1.

Homogenni: y(n+1) =2y(n) =2-2y(n—1) = --- =2"u(1) =2 = 2" = y(n) = 2" ..
Partikuldrni feSenf ve tvaru y,(n) = c(n)2"~

c(n+1)2"=2¢c(n)2" ' =1
2"e(n+1)—c(n)] =1
) =

1)"
2
B (- - 242

yp(n) =221 = 20= 1

Ac(n

y(n)=c2""1—1
yD)=c2-1=c-1=3 = c=4
y(n)=4-2""1 —1=2"1_1



Reseni 13.  a)

A2 —94+18=0
(A=3)(A—6)=0

y(n) =c13" 426"

b)
A2 —81+16=0
(A—-4)?%=0
A=4
y(n) = 14" + cond"
c)
A2—2A+2=0
242i
Mo = lzlii:ﬁ<cos§isin—
y(n) = (\@)" (clcosng ) Sinng>
Reseni 14.

By



y(1)=1: cl<1+2ﬁ>+cz<1_2ﬁ> =1 (7.1)

2 2
y2)=1: c1<1+\6) +c2(1_ﬁ> =1 (7.2)
2 2

1+V5 _ 1-5 1-2V5+5] 1++5
5 (1) =(12): Cz[ Z I =51
—5+V5| _ —1+V5

2T | T 2

P SR

GRS RV N

145 1 (1-V5
()55

. <1+ﬁ>:1+\5

2 25
1

)= —F

V5
1+v5) [1-v5)"
2 2
Reseni 15. Slovo délky n+ 2 kon&ici A nebo B miizeme vytvofit ze slov délky n pfipojenim CA nebo

CB, koncici C ze slov délky n+ 1 pfipojenim C, takze y(n+2) = 2y(n) +y(n+1). Slov délky jedna
je 3, délky dva 5. Takze

y(n+2)—y(n+1)=2y(n)=0,  y(1)=3,y(2)=5.

y(n+2)—yn+1)—2y(n)=0
A2—A-2=0
(A=2)(A+1)=0
M=2 Ah=-1
y(n) =c12"+ca(—1)"
3: 2cl—cp=3
y(2)=5: 4dcl+cp=5

y(n) = \ﬁ




Regeni 16.
Sp=12422 4 +n?, s1=1
Sn :Z(”+1)2 :Z(H2+2n+l) =an’bn*+cn+d
4+ 2n+1=a(3n*+3n+1)+b2n+1)+c
2 1

. 1=3ad=a=—
n a a 3

1
n': 2:3a+2b:1+2b:>19:5

1 1 1
0. _ a0t _ !
n: 1—a+b—|—c—3+2—i—c:>c—6

1 1 1
Sp = n+n~|—n+d

3 6
1 1 1
§+ +6+d—l+d—1:>d 0
1 1 2, 1 n@r2+43n+1)  n@nt1)(n+1)
Reseni 17.
1\n+1
) _Z<_)n+l(n+1)_ a,=n+1 (Al?,)lnj (_5)
3 Aanzl bn: _2_1 :_%(_
3 1 n+1 3 1 n+2
o () (5) +ix(s) -
3 1 n+1 3(_l)"+2
1 — —— . 3 =
(”+)< 4>< 3> +3 - +c
3 1 n+1 9 1 n+2
1 et __ N
(n+ >< 4>< 3> 16( 3) te



