Soutézni priklady
Priklad 1.

Na schodisti o n schodech hrajeme nasledujici hru:

e Na zacdtku si stoupneme na proni schod (tj. krokem doli se dostaneme pod schodiste,
n — 1 kroky nahoru schodisté vyjdeme).

e Na kazZdém schodu se rozhodujeme: s pravdepodobnosti p udéldme krok nahoru, v opac-
ném pripadé (s pravdépodobnosti 1 — p) krok doli.

e Hra konci, dostaneme-li se pod schodisté ¢i jej vyjdeme.
Spoctéte s jakou pravdépodobnosti schodiste vyjdeme, kdyz

(a) n =4 ap= % (chceme se posunout o 3 schody nahoru, pricemz krok nahoru udélame
s pravdépodobnosti 60%, jinak jdeme doli),

(b) n je libovolné a p = 1.

Priklad 2. (a) V kazdém vrcholu pravidelného 20164uhelniku lezi pravée jedna mince. Vybe-
reme dve mince a premistime kazZdou z nich do sousedniho vrcholu tak, Ze jedna se posune
ve sméru a druhd proti sméru hodinovych rucicek. Rozhodnéte, zda je mozno timto zpi-
sobem vsechny mince postupné presunout

e na 32 hromddek po 63 mincich,
e na 16 hromddek po 126 mincich,
e na 63 hromddek po 32 mincich.

(b) Misto 2016uhelniku nyni uvazujte pravidelnyg n-ihelnik a rozhodnéte, pro kterd r,s € N,
r-s=mn, je mozné mince presunout

e na r hromddek po s mincich.

Priklad 3. Pro libovolné n € N sestavme z pismen A a B vSechna moznd slova délky n
(slovem rozumime libovolnou konecnou posloupnost pismen A a B). Oznacme p, pocet vsech
slov délky n, kterd neobsahuji podslova AAA, BBB ani ABA. Naleznéte vsechna n € N, pro
kterd jsou cisla pp—1, Pn @ Ppy1 Sudd.



Priklad 4. UvazZme rovnice

a1 °ci1ai e a1 =n,

a2 02 az @2 a2 = N,

ai O ag Ok ap = 1,

kde n,ai,...,ar € N, pro kazdé i € {1,2,...,k} je o;, &; € {+,—,-,:} a pro i # j je a; # a;.

o Urcete nejvéetsi k € N, pro které lze doplnit do kazZdé z k rovnic za o; a e; nekterou z
operaci +,—, -, tak, aby vsechny rovnice platily.

e Pro takové k urcete nejmensi mozné n € N.

Napriklad snadno vidime, Ze k > 4, vZdyt

lojle;1=3, 14+1+1=3,
2092092 =3, lze totiZ doplnit 242:2=23,
3033e33=3, 3+3-3=3,
4doj4e44=23, 4—4:4=3.



Navodné priklady

Priklad 5. V kaZdém wvrcholu pravidelného 20141dhelniku leZi pravé jedna mince. Vybereme
dve mince a premistime kaZdou z nich do sousedniho vrcholu tak, Ze jedna se posune ve smeéru
a druhd proti sméru hodinovyjch rucicek. Rozhodnéte, zda je mozno timto zpusobem vsechny
mince postupné presunout

e na 1007 hromddek po 2 mincich,
e na 2 hromddky po 1007 mincich.

Priklad 6. Pro libovolné n € N sestavme z pismen A a B vSechna moznd slova délky n
(slovem rozumime libovolnou konecnou posloupnost pismen A a B). Oznacme p,, pocet vsech
slov délky n, kterd neobsahuji podslova AAA, BBB ani ABA. Oznacme ddle a,, pocet vsech
slov délky n kondcicich na A, kterd neobsahuji podslova AAA, BBB ani ABA. DokaZte

Vn € N, n > 2 plati: p, = ap + anto.



Reseni

Reseni 1. Vyhrou budeme rozumét situaci, kdy jsme schodisté vysli, prohrou situaci, kdy
jsme z néj sestoupili dola. Ozacme p; pravdépodobnost toho, ze vyhrajeme z i-tého schodu.
Tuto pravdépodobnost miuzeme vyjadrit jako

pi=p-pit1+ (1 —p)- pi_1,

proi € {1,...,n— 1}, kde po = 0 a p, = 1. Staci si totiz uvédomit, ze pravdépodobnost, ze
vyhrajeme z i-tého schodu je vlastné pravdépodobnost, Ze jsme udélali krok nahoru a vyhra-
jeme z tohoto schodu, plus pravdépodobnost, ze jsme udélali krok dola a odtud vyhrajeme.
Pritom vime, Ze na n-tém schodu vyhravame vzdy (tj. s pravdépodobnosti 1) a na ,nultém*
schodu vzdy prohravame (tj. vyhravame s pravdépodobnosti 0).

(a) Dle predchoziho vytvorime soustavu rovnic
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3 2 /3
p2 = EPB + 5 <5> D2
19 3
%pz = 5193
- 15
b2 = T9p3

Nyni dosadime do posledni rovnice za ps a spocitame ps.

_3 2 /15
P3—g 5(19p3>
13 _3
19775

57
p3—&

A zpétné vyjadiime hledanou hodnotu p;

3 3

p1:3p2:g'

15

(15 7)

27

_3 _—
65

3 w5q
5

&@%



(b) Opét vytvofime soustavu rovnic

1
pP1 = 5])2
_ 1 + 1
p2 = 2173 2]01
1

1
p3 = 5174 + 5?2

1 1
Pn—2 = ipn—l + §pn—3

1 1
Pn—1 = 5 + §pn—2

a postupné dosazujme

1 1
D2 = -Pp3+ —p2

2 4
2
b2 = §p3
_ 1 n 2
b3 = 2174 6]?3
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b3 = 1174
_ 1 n 3
bs = 2p5 8104
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Vsimnéme si, ze p; = H%Pzﬂrl' Dokazme toto tvrzeni obecné indukci.
Zjevné pro i = 1 tvrzeni plati.
Necht tvrzeni plati pro k — 1, tj. pr_1 = %pk, pak

1 1

Pk = 5Pk+1 + 5Pk-1
1 1/k-1

Pk = 5Pk+1 + B ( A pk)

k+1 1
o Pk = §Pk+1
k
Pk = k+ 1pk+1
tim je tvrzeni dokézano. Odtud dostavame, ze p,_1 = "T_lpn = "T_l Sec¢tenim vsech

rovnic puvodni soustavy dostavame

1( n )= 1
9 P1 T Pn-1) = 97
tedy p1 =1 — pp—1. Odtud
1
p1=—.
n



Reseni 2,5. Budeme fesit druhou ¢ést (prvni z nf pak plyne). Rozebereme pifpady dle parity
Cisel 7, s.

o Jestlize 2 1 s, pak rozdélime n-thelnik na r ,vyse¢i“ délky s, kde ,vyseci“ rozumime s
po sobé jdoucich vrcholi. Protoze je délka této ,vysece“ licha, staci presouvat mince
zaroven od obou kraj smérem ke stfedovému vrcholu. Kazdy presun jedné dvojice minci
posouva jednu minci ve sméru a druhou proti sméru hodinovych rucicek (tj. tuto ivahu
skuteéné muzeme udélat pro kazdou vyse¢ zvlast). Kazdd ,vyse¢“ ndm pak da jednu
hroméadku po s mincich, celkem nam vsSechny vysece daji pozadovanych r hromadek po
s mincich.

e Jestlize 2 | r, pak uvazme osu soumérnosti tohoto mnohotihelnika, kterd neprochdzi
zadnym vrcholem. Tim se ndm mnohotihelnik rozpadne na dvé c¢asti. Kdyz posuneme
minci v jedné ¢asti a v druhé udélame osové soumérny posun, bude pravé jeden z téchto
posuni ve sméru hodinovych ruci¢ek. Diky tomu staci v jedné poloroviné posouvat
mincemi naprosto libovolné tak, abychom dostali § hroméadek po s mincich a v druhé
poloroviné ndm prislusné osové soumérné posuny daji totéz. Tim ziskdme r hromadek

po s mincich.

e Jestlize 2 t r a 2 | s, pak budeme chtit dokdzat, ze mince presunout pozadovanym
zpusobem nelze. Ozna¢me vrcholy po fadé 1,2,...,n, ddle m (i) necht je poc¢et minci
ve vrcholu ¢ a nakonec

S:zn:zm(z)
i=1

Protoze v kazdém kroku jednu minci posuneme po sméru a jednu proti sméru hodino-
vych rucicek, hodnota S se modulo n neméni (tj. zbytek po déleni ¢isla S ¢Cislem n se
posunutim minci neméni). Snadno spocitdme pocéateéni hodnotu S jako

n

1
S1 = ZZ = n(n2—|— )
=1

a hodnotu S pro situaci, kdy mame r hromadek po s mincich jako

T
Sy = sti,
=1

kde z1,...,z, € {1,2,...,n} fikaji, ve kterych vrcholech se tyto hromadky nachézeji.
Kdyby pfesunout mince pozadovanym zpusobem Slo, pak ¢isla S7 a Sy davaji stejny
zbytek po déleni ¢islem n, tj. plati n | S; — S2. Odtud bychom dostali

n(n+1 : rs(rs+1 4 -
n|(2)sl§;$Z & 7‘5\(2)5;@ & 2T|7“(7’S+1>72ZZE¢

=1

,
= 2[r(rs+1)—2> 2 = 2|r(rs+1)
1=1

coz je spor (vzdyt 247 a 2| s).



Reseni 3,6. Oznaéme postupné (aa),, (ab),, (ba),, (bb), podet vyhovujicich slov délky n
koncicich na aa, ab, ba, bb. Snadno rozmyslime, ze pro n > 3 plati

Jn = (ba), 4
(ba),, = (bb),,
(bb),, = (ab),,_,

(ab),, = (aa), _, + (ba),_,

a navic vidime, ze pro n > 2 muzeme p,, spocitat jako
pn = (aa), + (ab),, + (ba),, + (bb),, .
To ndm dohromady s pocatec¢nimi podminkami
p1=2, (aa)y = (ab), = (ba), = (bb), =1

davé rekurentni vzorec pro vypocet p,. Protoze nés zajima jen parita p,, podivejme se na prv-
nich nékolik hodnot (aa),, , (ab),, , (ba),, ,(bb), ,p, modulo 2 (tj. na zbytky po déleni dvéma).

n’

n |1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
(@y),|- 1T 1 110001 0 0 1t 1 0 1 0 1
(ba), |- 1110 0 010 0 1 1 0 1 0 1 1
@), |- 1 10001 00 1 1 0 1 0 1 1 1
(ab),, 10001001 1 0 1 0 1 1 1 1

pm |0 01 01 11100 0 1 0 0 1 1 0

Vsimnéme si, ze pro n = 17 se ndm zopakoval sloupec n = 2. Z rekurentni formule je zrejmé,
ze i nésledujici sloupce se budou opakovat (s periodou 15). Nyni chceme nalézt ve spodnim
radku tii po sobé jdouci nuly (které odpovidaji sudym ¢islum p,,). Odtud dostavame FeSeni

n =10 (mod 15), n = 15k+ 10, pro k € Ny.
Na zavér poznamenejme, ze kdybychom pripustili, ze pg = 0, pak je i n = 1 feSenim.

Regme nyni nédvodnou tlohu. Dosadme do rekurentnich vztahii pro (aa),, (ab),, (ba), a
(bb),,. Pro n > 2 plati:

pn = (aa), + (ba), + (ab), + (bb), = an + (ba), o + (aa), 5 = an + ani2.



Reseni. Reseni existuje velké mnozstvi, mizeme doplnit operace a zavorky napiiklad nasle-
dujicim zpiisobem

(14+1+1)=6 VAi+Vi+Vi=6 T-7:7=6
2424+2=6 54+5:5=6 V8] + V8] + V8] =6
3.3-3=6 6+6—6=06 V9V -vV9=6

Snadno rozmyslime, ze ndm ve skutec¢nosti staci zavorky, dolni a horni cela ¢ast, logaritmus,
s¢itani a faktorial pro libovolnou rovnici z = = = 6.

Reseni. Mame celkem 16 moznosti, jak mtzeme operace +, —, -,: dosadit. Rozmysleme, co
kazda moznost znamena pro n, pokud mé platit rovnice a o a ® a = n.

o ol n fJo e n fJo o] n Jo e| n
+ + 3a - + a - 4 la-(a+)||: +]a+1
+ - a - - —a - —la-(a=1)]|: —|1—-a
+ a-(a+1)||— - |—-a(a—=1) - - a? Do a
+ a+1 - a—1 - a s la=1
Thned miizeme vylouéit kombinace — —, — -, : —, protoze a,n € N. Nasledné mtzeme omezit

duplicity (napiiklad z moznosti + : a : + budeme uvazovat pouze jednu, protoze pro dané
n bychom dostali stejnou trojici a), tj. omezime se na

S
+ + 3a - a—1
+ - a - —la-(a—1)
+ a-(a+1)| - - ad

+ a+1

Ukazme, ze zaddné n € N nemiZe byt tfeti mocninou a zadroven souCinem dvou po sobé
jdoucich ¢isel. Predpokladejme, ze n = a (a + 1). Jestlize néjaké prvocislo p | a, pak pfa+ 1.
Proto pokud p? | n, pak p3 déli pravé jedno z é&isel a, a + 1. Proto a = k3, a + 1 = 3. Navic
1=03-k%=(I—-k) (I? +lk + k?), coz nelze. Protoze podminka, Ze n se d4 napsat jako souéin
dvou po sobé jdoucich éisel, vystupuje u dvou kombinaci, vylou¢ime i kombinaci znamének - -.
Celkem tedy dostavame, ze k < 6, pficemz nyni hleddme n, pro které bude rovnic existovat
praveé sest.

Protoze n je sou¢in dvou po sobé jdoucich ¢isel a 3 | n, tak pravé jedno z téchto ¢isel bude

délitelné tremi. Mtzeme uvazovat postupné n =2-3, n =3-4, n =>5-6, ... Snadno ovéiime,
Ze pro n = 6 ndm splynou rovnice pro + + a + -, pro n = 12 ndm splynou rovnice pro + +
a -, —. Pro n = 30 vSak dostdavame vsech Sest rovnic
10+10+4+10 =30 29 4+29:29 = 30
30430 —30=30 31-31:31=30
5+5-5=30 6-6—6=230

Celkem tedy k =6 a n = 30.

Pro dplnost poznamenejme, Ze tvar a - (e =+ 1) = n ndm muze dat nejvyse jedno pfirozené
feseni a. Jedna se vlastné o Feseni kvadratické rovnice a®+a—n = 0 s nezndmou a. Dostavame

tedy q = EiEYiHdn V;Hn, piiem? varianta T1=yY1+dn V;Hn urcité prirozend nebude.



