Soutézni priklady
Priklad 1. V oboru redlnych cisel reste soustavu rovnic

24tz =2,
v 422t =2,
z2+:1:2+y:2.

Priklad 2. Dokazte, Ze pro kazdé a,b € N plati

a’ + b? >4\/%
ab T a+b

Rozhodnéte navic, kdy nastdvd rovnost.

Piiklad 3. Reste v oboru kladngjch redlnijch c¢isel soustavu

Tz + y2 = 2yz,
yt + 22 = 2z,
zx 4+t = 2tx,
ty + z? = 2.

Priklad 4. Reste v oboru redlngjch ¢isel soustavu

2

2
Yy - 2 2
+zy* + 22y —x2+y  —x — =0,
Jiyz + 22— Ayt = 2 Y Y Y Y
322
—x+2 =0,
Vayz + 22 — 4y? — 22 Y
2. .2
i —2xy? 4 22z + 3y? — 1lzy — 3y + 9z = 0.

VAayz + a2 — 4y? — 22

Priklad 5. Rozhodnéte o Teseni ndsledujici soustavy v zdvislosti na parametru p

1322 — dzy + 10y? — 12yz + 522 — 622 = 0,
61y% — 48yz + 412% — 602t + 52t% — 40yt = 0,
(p?+9) 22 — dpwt + 1312 — 12pt — 240 = —4p* — 16.

Piiklad 6. Urcete vsechny funkce f: 7 — 7 spliiujici podminky
o czistuje a € Z takové, Fe f (a) # 0,
o flo-y)=f(x)-fly)—f@)—f(y)+fQ),
o flaty)+fl@—y)=2f(x)+2f(y) - f(1).



Navodné priklady
Priklad 7. V oboru nezdporngch redlnijch cisel resté soustavu rovnic

22+ oy +xr—yz =2,
Y2 +ay +yz —xz =3,
22+:Uz+yz—3:y:6.

Priklad 8. V oboru redlngch cisel reste soustavu rovnic

'1"2 - |l’| = |y2|,
y2 - ‘y| = |Zﬂ§‘|,
22— 2| = |ay.

Piiklad 9. Reste ndsledujici rovnice (ne jako soustavu) v oboru redlngch cisel:
2622 + 29y + 522 — day — 10yz — 20z2 = 0,
(4o + Ty +2)* = 66 (2% + 4 + =) ,
(4x+y+3)2 =26 ($2+y2+1).

Piiklad 10. Urcete viechny funkce f: Z — Z spliiujici podminky
o czistuje a € 7 takové, Fe f (a) # 0,
e flz—y+2)=f(z)—f(y)+[f(2),
e flay)=f@) - fly)—f@)-fW+f@-—y+fy—2).



Reseni 1. Odecteme druhou rovnici od prvni, tfeti od druhé a prvni od treti. Dostavame

- (r—2)=(x—2)(x+2-1)=0,
y—a—(y—a)=(y—2)(y+z—1)=0,
Py -y =(z-y) (e +y-1) =0
Staci rozebrat, které zavorky se v soucinovém tvaru nuluji.
e Necht x = y = z, pak nam kazda z ptvodnich zadanych rovnic prejde do tvaru
202+ —2=0.
Kvadratickou rovnici vyfesime a dostavame dveé feSeni x =y = 2z = 7_1i4‘/ﬁ.

e Necht z =y ax+ 2 =y+ 2z =1, pak mizeme dosadit do pivodnich rovnic za y a z.

Dostavame
202 + (1 —x) =2,
P+ (1-z)l4z=2
4+ (1—2) +z=2
P1i blizs§im pohledu zjistime, Ze se jedna o stejnou rovnici

QmQ—x—lzo,

kterou snadno vyresime a dostdvame dvé Teseni: x = 1 a z = _71, snadno dopocitame
zbylé proménné. Stejnym zptisobem vytesime piipady, kdy r =z #yay =2z # z.

e Posledni piipad je, kdy x # y # 2z #Fxax+2=y+x =y + 2z = 1, coz ale nemuze
nastat.

Jako TreSeni dostavame trojice
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Reseni 2. Nejprve udélame odhad

a’® + b2 >a2+b2
ab T  ab ’

ktery jisté pro vSechna prirozena ¢isla a, b plati. Nyni dokazeme, ze

a? + b2 >4\/%
ab T a+b

Jednoduchou tpravou pfevedeme nerovnost do tvaru

2
[ 2 2
a—2|—b 'a;—bZ\/%S,

Q% (a,b) - A(a,b) > G (a,b),

kde @, A, G znaci kvadraticky, aritmeticky a geometricky prumér. Protoze Q > A > G, je
timto nerovnost dokazana.
Nyni budeme chtit ukazat, kdy nastane rovnost, tj.

a’® + b2 a2+62_4\/%

ab ab  a+b

Vime, ze prava rovnost nastane pravé tehdy, kdyz a = b. Leva rovnost nastane, pravé kdyz
a = 1. Celkem tedy rovnost nastava, prave kdyz a = b = 1.



Reseni 3. Protoze jsou x,y, z,y > 0, muzeme prvni rovnici podélit yz a treti tx. Dostavame

x
— 4+ y — 2,
y oz
z t
-+ —-—=2.
t x
Tyto dvé rovnice seCteme a dostdvame
x z
iV i oy
y z t
Pouzitim AG nerovnosti dostavame
it ey 2t
4 “Vy 2z t =z '

Rovnost nastava pravé tehdy, kdyz % = =2 =1,tj. x =y = z = t. Dosazenim do

zadani snadno ovéfime platnost i druhych dvou rovnic.
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|
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Resent /. e Nejprve dokdzeme, ze x # 0. Postupujme sporem, tj. predpokladdame, ze
x = 0, pak prejde soustava do tvaru

Y’ —y=0,
2y =0,
3y — 3y = 0.

Odtud nutné y = 0 a odmocnina ve jmenovateli je tvaru v/ —z2, coZ je spor.

e Sporem dokézeme, ze y # 1. Kdyby totiz y = 1, pak je soustava ve tvaru

x(2—2)=0,
32
< —r+2=0,
22 — (2 —2)
2z (2 —2)=0.

Jiz z predchoziho vime, ze x # 0, proto z = 2. Druhd rovnice pak prejde do tvaru
lz| —z+2=0,
kde ale leva strana rovnice je vzdy kladna. Tedy y # 1.

e Vydélime prvni a tfeti rovnici z - (y — 1) a druhou x. Dostdvame

24y —2z—1
T n y_i_ Y+ 2y 1z ~0,
x?— (2 — 2y)2 x Y-
3
’ +2Y — 1,
22— (z —2y)? x
—2y? + 22— 11y +9
T +?)g_l_y—l—zly—i—zo
22 — (z —2y)? r Y-
e Provedeme substituci
B T Y _ 2 4+2y—z—1
a= , b== c¢c= T .
x?— (2 — 2y)2 x Y=
Dostavame
at+ b+ c=0,
3a + 2b =1,
a+3b—2c="1.
VyTesime tuto soustavu a mame jediné reseni: a = —1, b =2, c = —1.



e 7 rovnosti .

22 — (2 —2y)°

=1

dostévame, ze x < 0 a z = 2y. Dile z £ = 2 mdme y = 2x. Dosadime za c

O Tt W e ke W

2 +1=—1.
y—1 2 — 1 T

Celkem mame jediné feseni
(—1,—-2,—4).



Reseni 5. Upravime viechny t¥i rovnice do tvaru, ve kterém budeme moci aplikovat Cauchyho-
Schwarzovu nerovnost, tj.

(z+2y+32)" =14 (2% + 42+ 2)
(4y + 62 +51)° = 77 (12 + 22 +12)
(2x+pt+3‘2)2:<p2+13) ($2+t2+22)‘

Nyni stac¢i urcit, kdy v Cauchyho-Schwarzové nerovnosti nastava rovnost. Z prvnich dvou
rovnic hned dostaneme, ze pokud by méla byt nékterd z nezndmych rovna nule, pak by
musely byt rovny nule vSechny, coz vylucuje posledni rovnice. Rovnice ndm tedy postupné
daji

riy:z=1:2:3,

y:z:t=4:6:5,

r:t:2=2:p:3.

7 prvnich dvou rovnic méme, ze x : z : t = 2 : 6 : 5, odkud plyne p = 5. Z posledni rovnice

dostavame z : 2 =2:3, tj. x = %, ze ziskanych pomért snadno dopocitame dalsi neznamé.

Soustava mé TeSeni pouze pro p =5 a to

4 8 10
- y==, z=4, t=—.
3 3 3

xr =



Reseni 6. Zkusime dosazovat konkrétni hodnoty za z a y do zadanych vztahti

e Polozme z =0, y = 1, pak

FO-1)=F0)f1)—f0)—-fQ)+f(Q),
FO)(f(1)—2)=0.
Rozmysleme ptipad, kdy f (0) = 0. Uvazme proto z = 0 a y je libovolné, pak
FO-y)=100)f(y)—f0)=f(y)+ (1),
FA) =1,
To ndm da f (y) = 0 pro libovolné y, coz je spor s prvni podminkou, proto
=2

e Polozme z =1, y =0, pak

fA+0)+f(1-0)=2f1)+2f(0)—f(1),
F(0)=1.
Déle uvazme z =y =1
A+ +f0-1D=2f1)+2f(1) - f(1),
f(2)=5.
e Nyni uvazme x libovolné a y =1
flat)+f@-1)=2f(=)+2f(1)-f(1),
fle+1)=2f(z) - flz-1)+2,
fle=1)=2f(x)— f(x+1)+2.

Toto vyjadfeni ndm (spolu s poc¢ateénimi podminkami f (1) = 2 a f(0) =

1) davé

jednoznacnost tfeSeni, tj. kdyZz vhodnou funkci uhodneme, jiz vime, Ze bude jedinym

hledanym fesenim.

e Vycisleme funkci v nékolika bodech pomoci predchozich vzorctu

f) =2, f(=1) =2,
f(2) =5, f(=2) =5,
f(3) =10, f(=3) =10,
f(4) =11, f(=4) =17,
f(5) = 26, f(=5) = 26.

Vidime, Ze zatim vzdy plati f (z) = 22 + 1, zkusme tento vztah dokézat.



1. Vycisleme f (—z) jako f(—1-x), kdyz vime, ze f (1) = f (—1):

f=e) = f (=0 f) = f(=1) = f2)+ £ (1) = f(2).

Funkce je tedy sudd. Dokazme rekurentni vztah indukei. Vime, ze f (1) = 2. Pred-
poklddejme, Ze f (n) = n?+ 1, pak

fn+)=2fn)—fn—1)+2=2024+2—-n>+2n—-24+2=(n+1)*+1.
2. Druh4 moznost je ukazat, ze funkce f (x) = x? + 1 splnf tii zadané podminky.
7 jednoznacnosti pak bude toto nase hledana funkce. Prvni podminka je splnéna
trivialné a plati
(zy)> +1= (a:2+1) (y2+1) - (x2—1) - <y2—1> + 2,
(z+y)P+1+(@—y)?+1=222+2)°+2.

Existuje jedina funkce spliujici zadani a to f (z) = 22 + 1.
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Reseni 7. Sec¢téme postupné prvni rovnici s druhou, druhou s tfeti a tfeti s prvni. Dostavame

:(:2+2:1:y+y2:1,
Y4 2yz 422 =09,
224 22z + 2% = 4.

Protoze x,y, z jsou nezaporna ¢isla, je odmocnéni ekvivalentni tprava.

z+y=1,
y+z=3,
T+ z=2.

Odtud snadno dostavame jediné TeSeni soustavy

(0,1,2).
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Resent 9. Prvni rovnici upravime do tvaru
(22 + 1y +52)° = 30 (2% + y? + 27

a pouzijeme Cauchyho-Schwarzovu nerovnost. Rovnost nastava pravé kdyz
r=2)\, y=A z=5\ AeR.

U druhé rovnice je vidét feseni ihned po pouziti Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti:
x=4\ y=TN z=A AeR

Podobné u treti rovnice dostaneme x = 4\, y = A a 1 = 3. Vidime, Ze A = %, tedy

4 1
r=— = _.
3 Y73
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Reseni 10. Zkusime dosazovat konkrétni hodnoty za z a y do zadanych vztahii
o r=y= 0

f(0-0)=7(0)f(0),
f0)(f(0)—1) =0.

Je-li f(0) =0, pak pro libovolné = € Z plati
fla-0)=—f(z)+ f(z)+f(-2)=f(-2),
coz je spor s prvni podminkou. Proto
F(0)=1.
e y=0a z je libovolné

fla-0)=f(x)=f(x) =1+ f(z)+ f(-x),
fle)+ f(=z) =2

e Uvamze x = y = —1, pak s vyuzitim predchoziho zjisténi dostavame

fO=FED () =20 (1) +2
FEDF (=) -1 =0

e Je-li f(—1)=1, pak také f (1) = 1. Dosadme do souc¢tového vzorce

flea+)=f(z-0+1)=f(z)-1+1=f(2),
flea=-1)=fxz-140)=f(z)+1-1=f(z).

Dostavame tedy jedno mozné feseni

fz)=1 pro kazdé x € Z.

o Jeli f(—1) =0, pak f (1) =2. Dosadme do souc¢tového vzorce

fa+)=fx-04+1)=f(z)—1+2=f(x)+1,
fla—1)=fx-140)=f(x)—2+1=f(x)— 1.
1)

Ziejmé indukce ndm da druhé feseni (vyuzivame vztahu f (0)

flx)=oz+1 pro kazdé x € Z.

Zadani splnuji pravé dvé funkce

13



