Navodné priklady

Navodny priklad 5.1. Pred symbol ,.=" dopliite libovolné vhodné funkéni symboly (matematické
operace) a zavorky tak, aby platilo

111=6 222=6 333=6
444=6 555=6 666=06
777=6 888=6 999=6

pfiCemZ nesmite doplnit Zddné Cislo.
(Napfiklad pro 77 7 = 2 doplnime + a : spolu se zdvorkami takto: (7+47):7 =2.)

Navodny priklad 5.2. V kazdém z k méSct je n bilych a m Cernych kulicek. Z prvniho mésce nahodné
vytdhneme jednu kulicku a vloZime ji do druhého. Pak z druhého mésce ndhodné vytdhneme opét
jednu kulicku a vloZime ji do tfetiho atd. UrcCete, jakd je pravdépodobnost toho, Ze z posledniho (k-
-tého) méSce vytdhneme bilou kulicku.

Reseni. Oznaéme p;(i = 1,...,k) pravdépodobnost, Ze z i-tého m&ice vytdhneme (po pfemisténi ku-
licek podle textu dlohu) bilou kulicku. Ziejmé plati

m

1= m+n

Do i-tého méSce pfeneseme z predeslého bud’ bilou nebo Cernou kulicku. V piipadé€, Ze prenesend
kulic¢ka byla bil4, je pravdépodobnost vytazeni bilé kuli¢ky z i-tého méSce

o+l
L
v pripad¢, Ze prenesend kulicka byla bil4, pak
n
1—piy) ———.
=pil)

JelikoZ jde o ndvzdjem nezavislé jevy, je pravdépodobnost vytazeni bilé kulicky z i-t€ého méSce rovna
souctu téchto pravdépodobnosti, tj.

n+1 n

=D 4 (1—pi ) ——
pi=pici e U= pi) e

Pro i =2 je pravdépodobnost vytaZzeni bilé kulicky z druhého méSce rovna

_ n+1 +a ) n _om n+1 | m n _
p2=p m+n+1 P m+n+1 m+n m+n+1 m+n) m+n+1
m
—m+n—P1

UZitim principu matematické indukce dile dostdvdme




Navodny priklad 5.3. V kazdém vrcholu pravidelného 2014uhelniku leZi pravé jedna mince. Vybe-
reme dvé mince a premistime kaZdou z nich do sousedniho vrcholu tak, Ze jedna se posune ve sméru
a druha proti sméru hodinovych rucicek. Rozhodnéte, zda je mozno timto zpisobem vSechny mince
postupné presunout

e na 1007 hromdadek po 2 mincich,
e na 2 hromadky po 1007 mincich.
Regeni. Viz Piiklad 5.3. [ |

Navodny priklad 5.4. Pro libovolné n € N sestavme z pismen A a B v§echna mozna slova délky n
(slovem rozumime libovolnou konec¢nou posloupnost pismen A a B). Oznaéme p, pocet vSech slov
délky n, ktera neobsahuji podslova AAA, BBB ani ABA. Ozna¢me dile a, pocet vSech slov délky n
koncicich na A, kterd neobsahuji podslova AAA, BBB ani ABA. Dokazte

VneN, n>2plat: p, = a,+an42.

Navodny priklad 5.5. Dokazte, zZe pro libovolné pfirozené Cislo n > 3 lze rozfezat rovnostranny
trojihelnik na n trojihelnikd, z nichz kazdy je rovnoramenny (¢i rovnostranny).

Navodny priklad 5.6. Knihat md svazat 12 rdznych knih do desek Cervené, hnédé a modré barvy.
Kolika zpiisoby to miiZe provést, ma-li materialu kazdé barvy pouZit na vazbu alespoii jedné knihy?

Reseni. Kazdy moZny zpiisob svdzani si miiZzeme predstavit jako 12-prvkovou variaci s opakovanim
ze tif prvku (barev).
Oznacme K; mnozinu vSech takovych svazani, ve kterych neni Zadna kniha svdzana do desek i-té
barvy, i = {1,2,3}, tedy vSechna nepovolend svédzani tvofi mnozinu K; U K, U K3. Déle ozname
K mnoZinu v8ech povolenych svdzdni. JelikoZ v8ech moZnych svdzini bez jakychkoliv podminek
je 312, plati:

K =3"—|K UK, UK;3|.

|K1 UK> UK3| spoctéme principem inkluze a exkluze. Pro 1 < j; < --- < j, <3 mnoZina K; N...NK;,

obsahuje ta svazani, kterd neobsahuji Zddnou z r pevné vybranych barev desek. Pro kaZzdou knihu pak
mame 3 — » moZnosti na barvu desek, ¢ili

12
|Kj1m~~-ij,| :(3—1") .

Jak vidno, tento pocCet nezdvisi na tom, jaké konkrétni barvy jsme zakdzali, ale jen na jejich poctu.
Ze specialniho pripadu principu inkluze a exkluze tedy dostdvame

3
’K] UK> UK3’ = Z (—1)r+1 <i> (3 —r)lz.

r=1

Celkem pak

K=3"7- 23: (=)t <3> (3-n)'"= i (—1)’<3> (3—r)'? =519156.



Soutézni priklady
Priklad 5.1. UvaZzme rovnice

ajoiayejay =n,

aroraz e ay =n,

Qg Ok Ay O Ay — 1,
kde n,ay,...,ar € N, prokazdéi e {1,2,...,k} je o;, ®; € {+,—,-,:} aproi # jje a; # a;.

e Urcete nejvetsi k € N, pro které 1ze doplnit do kazdé z k rovnic za o; a e; n€kterou z operaci
+,—,-,: tak, aby vSechny rovnice platily.

e Pro takové k urCete nejmensi mozné n € N.

Napfiklad snadno vidime, Ze k > 4, vzdyt

lojle;1=3, 1+1+1=3,
20020,2=3, Ize totiZ doplnit 242:2=3,
303333 =3, 3+3-3=3,
4osd4e44 =73, 4—-4:4=3.

Priklad 5.2.

Na schodisti o n schodech hrajeme nasledujici hru:

e Na zacdtku si stoupneme na prvni schod (tj. krokem dolti se dostaneme pod schodisté, n — 1
kroky nahoru schodisté vyjdeme).

e Na kazdém schodu se rozhodujeme: s pravdépodobnosti p udéldme krok nahoru, v opacném
piipadé (s pravdépodobnosti 1 — p) krok dolt.

e Hra konci, dostaneme-li se pod schodisté ¢i jej vyjdeme.
Spoctéte s jakou pravdépodobnosti schodisté vyjdeme, kdyz

(@ n=4ap= % (chceme se posunout o 3 schody nahoru, pricemz krok nahoru udélame s pravde-
podobnosti 60%, jinak jdeme dold),

(b) n je libovolné a p = 1.

Re§eni. Vyhrou budeme rozumét situaci, kdy jsme schodiité vysli, prohrou situaci, kdy jsme z né&j
sestoupili dolti. Ozna¢me p; pravdépodobnost toho, Ze vyhrajeme z i-tého schodu. Tuto pravdépodob-
nost miZeme vyjadfit jako
pi=p-pir1+(1—p)-pi1,

proi€{l,...,n—1},kde po =0 a p, = 1. Stadi si totiz uvédomit, Ze pravdépodobnost, Ze vyhrajeme
z i-tého schodu je vlastn€ pravdépodobnost, Ze jsme ud€lali krok nahoru a vyhrajeme z tohoto schodu,
plus pravdépodobnost, Ze jsme udélali krok dolt a odtud vyhrajeme. Pfitom vime, Ze na n-tém schodu
vyhravame vzdy (tj. s pravdépodobnosti 1) a na ,,nultém* schodu vzdy prohravame (tj. vyhravame s
pravdépodobnosti 0).



(a) Dle ptedchoziho vytvofime soustavu rovnic

_3
P1—5P2

3 +2
P2—5P3 5P1
_3 2
P3—5 5P2

Dosadime p; za p; do druhé rovnice a odtud vyjadiime p, v zdvislosti na p3

3 2(3)
pr=zp3t+tz|z]|P2

5 5\5
19 3
gpz = §P3
15
p2 = EP3

Nyni dosadime do posledni rovnice za p;, a spocCitime ps.

3 2/15
P3=5+5<19P3>
13 3
o7 =3

19
el
P3—65

A zpétné vyjadiime hledanou hodnotu p;
3 3 [15 3 (15 57\ 27
Pr=s,=s\197) =5 \19765) ~ 65

(b) Opét vytvoifime soustavu rovnic

1
pP1= 2192
L
P2 = 2193 2P1
L
p3 = 2P4 2P2
1 1
Pn—2 = Epnfl + 5]’;’%3

1 1
Pn—1= 5 + Epn72



a postupné dosazujme

_1 +1
P2—2P3 4P2
2

P2:§P3
_1 +2
P3*2P4 6P3
_3
P3—4P4
_1 +3
P4—2P5 8P4
4
P4:§P5

Vsimnéme si, Ze p; = lfl pi+1. DokaZme toto tvrzeni obecné indukci.
Zjevné pro i = 1 tvrzeni plati.

, P . k=1
Necht’ tvrzeni plati pro k — 1, j. px—1 = =~ px, pak

1 1
Pk = 5 Pk+1 + 5Pk
1 n 1 /k—1
Pk = 2Pk+1 ) k Pk
k+1 1
2% Pk = 2Pk+1
ok
Pk = k+ 1Pk+1
tim je tvrzeni dokdzano. Odtud dostavame, Ze p,_| = "n;l Pn = ”n;l Sectenim vSech rovnic pd-
vodni soustavy dostdvame
1 1
5 (P1tpe-1) =2,
tedy p1 =1 — p,—1. Odtud
1
pr=-



Priklad 5.3.

(a) V kazdém vrcholu pravidelného 2016thelniku leZi prave jedna mince. Vybereme dvé mince a
pfemistime kazdou z nich do sousedniho vrcholu tak, Ze jedna se posune ve sméru a druhd proti
sméru hodinovych ru¢i¢ek. Rozhodnéte, zda je moZno timto zpisobem vSechny mince postupné
presunout

e na 32 hromddek po 63 mincich,
e na 16 hromddek po 126 mincich,

e na 63 hromadek po 32 mincich.

(b) Misto 20161uhelniku nyni uvaZujte pravidelny n-dhelnik a rozhodnéte, pro kterd r,s € N, r-s =n,
je mozné mince presunout

e na r hromddek po s mincich.
Reseni. Budeme fesit druhou &4st (prvni z ni pak plyne). Rozebereme piipady dle parity &isel 7, s.

e Jestlize 2 1 s, pak rozdélime n-thelnik na r ,,vyseci* délky s, kde ,,vyse¢i rozumime s po sobé
jdoucich vrcholii. ProtoZe je délka této ,,vysece“ lich4, staci pfesouvat mince zdroven od obou
krajii smérem ke stfedovému vrcholu. Kazdy presun jedné dvojice minci posouva jednu minci
ve sméru a druhou proti sméru hodinovych rucicek (tj. tuto dvahu skute¢né mizeme udé€lat pro
kaZdou vyse€ zvl4st’). Kazda ,,vysec* ndm pak dd jednu hroméddku po s mincich, celkem ndm
vSechny vysece daji poZadovanych r hromadek po s mincich.

s s N~z

e Jestlize 2 | r, pak uvazme osu soumérnosti tohoto mnohouhelnika, kterd neprochdzi zadnym vr-
cholem. Tim se ndim mnohouhelnik rozpadne na dvé ¢4sti. KdyZ posuneme minci v jedné Casti
a v druhé udéldme osové soumérny posun, bude praveé jeden z té€chto posunti ve sméru hodi-
novych rucicek. Diky tomu sta¢i v jedné poloroving posouvat mincemi naprosto libovolné tak,
abychom dostali 5 hroméddek po s mincich a v druhé polorovin€ ndm pfislu$né osové soumérné
posuny daji totéZz. Tim ziskdme r hromadek po s mincich.

e Jestlize 2t r a 2 | s, pak budeme chtit dokdzat, Ze mince pfesunout pozadovanym zpisobem
nelze. OznaCme vrcholy po fadé 1,2,. .., n, ddle m (i) necht’ je poCet minci ve vrcholu i a nako-
nec

ProtoZe v kazdém kroku jednu minci posuneme po sméru a jednu proti sméru hodinovych ru-
cicek, hodnota S se modulo n neméni (tj. zbytek po déleni Cisla S ¢islem n se posunutim minci
neméni). Snadno spocitime pocate¢ni hodnotu S jako

" pn+1
S1:Zl:7( ) )
i=1

a hodnotu S pro situaci, kdy madme r hromadek po s mincich jako

r
Sz = SZX,‘,
i=1



kde xi,...,x, € {1,2,...,n} fikaji, ve kterych vrcholech se tyto hromddky nachédzeji. Kdyby
presunout mince pozadovanym zptsobem §lo, pak Cisla S; a S, davaji stejny zbytek po déleni
Cislem n, tj. plati n | S} — S,. Odtud bychom dostali

1 4 1) 4
n‘n(n;—)—s;x,- & rs] rs+ stl < 2r|r(rs+1 ZZX,

.
= 2|r(rs+1)—22xi = 2|r(rs+1)
i=1

coZ je spor (vzdyt 2{ra2]|s).

Priklad 5.4.

e Pro libovolné n € N sestavme z pismen A a B v§echna moZna slova délky n (slovem rozumime
libovolnou konecnou posloupnost pismen A a B). Oznacme p,, poCet vSech slov délky n, ktera
neobsahuji podslova AAA, BBB ani ABA. Naleznéte v§echna n € N, pro kterd jsou ¢isla p,—1,
Pn @ Pny1 sudd.

e Pro libovolné n € N sestavme z pismen A a B vSechna moZnd slova délky n (slovem rozumime
libovolnou konecnou posloupnost pismen A a B). Oznacme p, pocCet vSech slov délky n, ktera
neobsahuji podslova AAA, BB. Naleznéte vSechna n € N, pro ktera jsou Cisla p, a p,4 délitelna
tfemi.

2

Priklad 5.5. Je dédno 1300 bodi uvniti jednotkové koule. DokaZte, Ze existuje koule o poloméru §,

uvnitf které leZi asponi 4 dané body.

Reseni. Uvazujme krychli o hrané délky 2, do ni% je vepsana dané koule o poloméru 1. Tuto krychli
rozdélime na 8% = 512 shodn)’/ch krychli¢ek, z nichZ kazdd ma hranu délky 1 4 Kaidou z krychlicek
1ze vepsat do koule o polomeru , nebot” poloviny délky t€lesové thlopticky g V3 < . Uvazujme fez
viz obrazek 5.1.

ProtoZe

Obrézek 5.1: Rez

3 3
SX|==|SV|=-v2>1,
[SX| = 3 18V| = V2



nemd z4adnd z malych krychlic¢ek, které lezi podil hran vétsi krychle, Zadny spolecny bod s danou
jednotkovou kouli. Téchto krychlicek je celkem 6-12 48 = 80 Ve sjednoceni zbylych 432 krychlicek
tedy lezi celd dand jednotkova koule.

ProtoZe vSech 1300 danych bodu leZi uvnitf t€chto 432 krychliek a 1300 = 432 - 3 44, existuje mezi
nimi podle Dirichletova principu aspon jedna, kterd obsahuje aspon 4 z danych bodu, pfi¢emz, jak
vime, mizZeme takovou krychli¢ku vepsat do koule o poloméru %. |

Priklad 5.6. Urcete pocet rozmisténi k vézi na Sachovnici n X n tak, aby aspon jedna z nich byla
neohroZend a Zadné dv¢ nestaly v témZe sloupci.

v v 2

Re§eni. Pro k > n zfejmé& Z4dné rozmisténi neexistuje.

Dale necht’ &k < n.

Sloupce s1, ..., sk, v nichZ budou v&Ze umistény, lze vybrat (}) zpiisoby. Zbyva urcit, kolika zpiisoby
lze rozmistit k véZi na Sachovnici o n fadcich a k sloupcich sy, ..., s tak, aby v kazdém sloupci stéla
pravé jedna véz a zdrover alespon v jedno z fadku stala pravé jedna véz. Pro libovolné i € {1,...,n}
oznaCme 7; mnozinu vSech takovych rozmisténi vézi, kdy v i-tém fadku, a v kazdém sloupci, stoji
pravé jedna véZ. VSechna povolend rozmisténi pak tvoif mnoZinu 71 U.. . UT,. Prol1 < j; <--- < j. <k
mnozina T;, M...NT;, obsahuje ta rozmisténi, kde v r pevné vybranych fadcich stoji vzdy pravé jedna
vEéZ.

Pro r < k mizeme vybrat sloupce, na kterych budou stat k- (k—1)---(k—r+1) = ﬁ zpusoby.
Zbylych k — r véZi miizeme umistit po jedné na zbylé sloupce, libovoln¢ na zbylych n — r fadk, coz
muZeme udélat (n — r)k_r zplisoby, pfi¢em? pro r = k = n klademe 0° = 1. Celkem

k!

Déle pro r > k ziejmé zZadné takové rozmisténi neexistuje, tedy 7;, N...NT; = 0.
Celkem pak ze specidlniho pfipadu principu inkluze a exkluze dostdvdme

k n !
U...UT| = Z(—l)”“]( >(kf'r)!(n—r)k_r.

r=1 r

Hledany pocet vSech rozmisténi je pak

(&) i ()




