Kapitola 8

Diofantické rovnice

Jedna se o rovnice, u nichz hleddme pouze celoCiselnd feseni. D4 se dokézat, Ze neexistuje (a ani
existovat nemiZe) Zadny univerzalni postup feSeni. Existuji vSak rtizné metody, které ndm v fadé
konkrétnich piipadii pomohou feseni nalézt.

8.1 Linearni diofantické rovnice

V této Casti se budeme zabyvat specidlni tfidou diofantickych rovnic, pro kterou univerzalni postup
feSeni existuje.

Definice. Diofantickou rovnici ve tvaru
aixy+axxy+---+apx, =b,
pro nezndmé xi,...,x, a dand ¢isla ay,...,a,,b € Z, nazveme linedrni diofantickou rovnici.

Véta. Diofantickd rovnice o n proménnych, kde (ay,...,a,) = 1, md vZdy FeSeni v Z a v§echna fFeSeni
Je mozZné popsat pomoci n — 1 celociselnych parametru.

Misto diikazu této véty si cely postup predvedeme na konkrétnim piikladu.

Piiklad. Reste vZ
18x+20y+15z=1

Reseni. Nejprve si zvolime jednu proménnou a spo&itame nejvétstho spole¢ného délitele koeficienti
vSech ostatnich. Na diofantickou rovnici se pak podivime modulo toto ¢islo. V nasem piipad€ zvolme
jako tuto proménnou napfiklad x. Pak (20, 15) = 5. KdyZ se podivdme na rovnici modulo 5, dostdvame

18x=1 (mod 5)

3x=6 (mod 5)
x=2 (mod?5)
x=245t

Dosadime do zadané rovnice a vykritime

20y+15z=1—-18-2—18-5¢
4y+43z7=—-7—18¢



Nyni cely postup opakujeme. Vybereme proménnou y, pak nejvétsi spolecny délitel koeficientil u
zbyvajicich proménnych je 3. Dostdvame

y=-1 (mod 3)
y=—1+43s

Dosadime a vykritime

3z=—3—18t—12s
z=—1—-6t—4s

ReSenim jsou trojice

(x,y,2) € {(2+5¢t,—143s,—1 — 6t — 4s) | s,t € Z}

8.2 Priklady

Priklad 1. Je mozné na dvouramennych vahdch (ramena stejné délky) odvdZit 1 g néjakého zboZi,
mdme-li k dispozici pouze (libovolny pocet) zdvaZi tii hmotnosti: 153 g, 135 g a 425 g? Pokud ano, jak
to udélat? Vhodnym zpiisobem zapiste vSechna moznd reSeni.

Piiklad 2. Reste diofantickou rovnici
T2 +5y+13=0
Piiklad 3. Reste diofantickou rovnici
X2+ 477 +6x+Ty+8z=1
Priklad 4. Reste diofantickou rovnici
2% 4 xy = y* + 63.

Piiklad 5. Reste diofantickou rovnici

1 1 1
-4 =
Xy p
kde p je libovolné prvocislo.
Piiklad 6. Reste diofantickou rovnici
3*=4y+5.

Piiklad 7. Reste diofantickou rovnici
x(y+1)% =243y,
Piiklad 8. Reste v oboru prirozenych Cisel
X+y+z=xyz
Priklad 9. Reste diofantickou rovnici

X +xy +y2 = x2y2



Reseni 1. Sestavime diofantickou rovnici
153x+ 135y 4425z =1

pricemz kladny pocet zavazi pokladame na jedno rameno, zaporny pocet na druhé, kde je zboZi.
Jde o lineérni diofantickou rovnici, (153, 135) = 9.

425z=1 (mod 9)

2z=10 (mod 9)

=5 (mod 9)
72=5+9

153x + 135y +425(5+91) = 1
153x + 135y = —2124 — 3825¢

135y = —2124 — 3825t (mod 153)
—18y=18 (mod 153)
—6y=6 (mod 51)
—2y=2 (mod 17)
y=—1 (mod 17)

y=—1+17k

153x+135(—1+ 17k) +425(5+9¢) = 1

153x = —1989 — 2295k — 3825t
x=—13 - 15k —25¢

MnoZina feSen{ je tvaru

K = {[-13—15k—25t; —1+51k; 5+9¢t] ,k,t € Z} .

Reseni 2. Rovnice je linedrni v proménné y. Podivejme se na ni modulo 5.

7x*4+13=0 (mod 5)
2x*= -3 (mod 5)
=1 (modS5)
x==x1+5¢
Dosadime

7(£1+5t)% 45y + 13 = 5y + 204 70r + 17512

MiZeme vyjadrit y a dostaneme feSeni ve tvaru

[x,y] = [1+5¢,—35: — 14t —4] nebo [x,y] = [—1+5t, 35>+ 141 — 4].



Reseni 3. VSimnéme si, Ze rovnice je linedrni v proménné y. Podivejme se na ni modulo 7.

X4+ 6x+4722+8=1 (mod 7)
(x+3)%+4(z+1)*=0 (mod 7)

Podivejme se na kvadratické zbytky modulo 7.

n|0 12 3
o1 4 2

4 5 6
n 2 41
Snadno ovéfime, Ze feseni dostdvdme jen prox+3=z+1=0 (mod 7). Odtud
x=-3+4+Tt z=—1+7s
a dosadime do pvodni rovnice, abychom ziskali y.

Ty =—(x+3)2 —4(z+1)2+ 14 = —492 — 1965> + 14
y=—T"—28s*+2

Reseni 4. Re$ime rozkladem
2x% 4+ xy =y*+63
2% +xy—y* =63
(2x—y)(x+y) =63 =327

Délitelé 63 jsou £1,£3,£7,+9,4+21,1+63.
Projdeme postupné vSechny moznosti

2x—y=63(—63) 2x—y=21(-21) 2x—y=9(-9)
x+y=1(-1) x+y=3(-3) x+y=7(-7)
3x = 64 (—64) 3x =24 (—24) 3x =16 (—16)
3164 NR x=8(-8) 3116 NR
y=-5(5)
2x—y=1(-1) 2x—y=3(-3) 2x—y="7(-7)
x+y=063(—63) x+y=21(-21) x+y=9(-9)
3x = 64 (—64) 3x =24 (—24) 3x =16 (—16)
3164 NR x=8(-8) 3116 NR
y=13(-13)

K ={[8,-5],[8,13],[-8,5],[-8,—13]}.



Reseni 5. Nejprve vynasobime celou rovnici xyp a dostdvame
xy—px—py=0
xy—px—py+p =p’
(x=p)y—p)=p
Dostdvdme 6 moZznosti, které musime rozebrat (prvni zdvorka miize byt +1,4p, +p?)
e x—p=1,paky— p= p? adostidvame feseni [p + 1, p> + p]
e x—p=p,paky— p = p adostavime feSeni [2p,2p]
e x—p=p? paky— p =1 adostdvame fedeni [p> + p,p+ 1]
e x—p=—1,paky— p= —p? adostdvame feseni [p — 1, p — p?]
e x—p=—p,paky— p = —p adostdvime x = y = 0, coZ nevyhovuje zadédni
e x—p=—p* paky—p = —1 adostaviame feSeni [p — p*,p — 1]
Uloha m4 tedy pravé pét fesen.
Reseni 6. Rovnice je linedrni v proménné y. Podivejme se na ni modulo 4.
(—1)*=1 (mod 4)

Odtud zfejmé x = 2k. Dosadime do plivodni rovnice a vyjadiime y

Reseni 7. Z rovnice vyjadifme x
243y

+1)
ProtoZe (y,y+1) = 1, musi (y+1)*| 243 = 3%, tj. (y+ 1) € {£1,43,+9}. Dopo&itame piislusna x:

y[0o =2 2 -4 8 -10
x| 0 —486 54 —108 24 -30

Mame tedy 6 feseni.
Reseni 8. Rovnice je symetrickd v proménnych x,y, z. Pfedpoklddejme proto, Ze x <y < z, pak

xyz=x+y+z<3z
xy<3

Nutné x =1 ay € {1,2,3}. Tyto piipady dofesime
e x=y=1,pak z=12z+2, coZ je spor s celoCiselnosti z

o 2x=y=2,pak2z=z+3, tedy z=3.



e 3x=y=3,pak3z=z+4,tedy z=2,coZjesporsy < z.
Dostdvame tedy Sest feSeni. (1,2,3) a vSechny permutace.
Reseni 9. Rovnice je symetrickd v proménnych x, y. Pfedpoklddejme proto, Ze x < y, pak
xzy2 =’ +xy +y2 < 3y2
x? <3
Mame tedy tfi moZnosti pro x
e x=0,paky=0
e x =1, pak y = —1, coZ je spor s pfedpokladem x <y
o x=—1,paky=1
Dostavame tri feSeni (diky symetrii se nam vrati vyloucené fesent).

K ={[0,0],[—1,1],[1,—1]}.



