Poznamka: Necht’ io: an (z — 20)" je Laurentovym rozvojem funkce f v mezikruzi P (zq, 7, R),
kde 0 <r < Rn;;ooc.)Pak lan| < p™™ \zgﬁf{:p |f (2)| pro libovolné n € Z ap € (r, R)

tzv. Cauchyova nerovnost pro koeficinety Laurentova rozvoje funkce f.

Dikaz: |a,| = '1f(_f(:) dz‘ < =L (%) W =p " max |f(2)]

|z—z0|=p

Izolované singularity

V tomto odstavci budeme uvazovat funkce f : D C C—C

Snadno se ovéfi, ze funkce f (z) je spojitd v bodé oo < funkce f (%) je spojita v bodé 0.

Def: Rekneme, Ze funkce f (2) je holomorvni v bodé oo, jestlize funkce f (%) je holomorni v bodé 0.
Rekneme, Ze funkce f (z) je holomorfni na mnoziné M C C, jestlize existuje oteviend mnoZina
G D M takova, Ze f (z) je holomorfni v kazdém bodé mnoziny G.

Poznamka: Holomorfnost v bodé oo nevyzaduje existenci derivace v oc.

Zaved' me jesté pojem Laurentovy fady se stfedem zyp = oc.
[ee]
Je-li funkce g (2) = f (1) holomorfni v P (0,7, R), Ize ji zde rozvinout do Laurentovy fady Y. ay (2)".

n=—oo

o0 o0
Jeji reguldrni ¢astje > a,2" ahlavni Castje > a2z~ ™.
n=0 n=1

o0
Je pfirozené Laurentovou fadou se stiedem zy = oo rozumét fadu >, a, 2z~ " budeme ji vSak zapiso-

n=-—00
o0 oo o0

vatjako Y a_p,z". Jejireguldrni Cdstje Y a,z~" ajeji hlavni Castje > a_,z".
n=-—00 n=0 n=1

Poznamka: Laurentova fadou se sttedem v bodé oo se tedy tvarem nelisi od Laurentovy fady se stfedem

v bodé 0.

Rozdil je pouze v oznaceni regularni a hlavni ¢asti. Odtud plyne, Ze vysledky odvozené pro Laurentovy

fady plati i v pfipadé€ zg = oc.

Pro 0 < R < oo polozme P (29, R) = { P (20,0, ) 1 pro 2 € €
{z€C||z| > 5} proz =0

K(00,R) ={2€C||z| > &}

prstencové okoli bodu zp.

Def: Bod zg € C se nazyva izolovana singularita funkce f, jestlize funkce f neni holomorfni v bodé
2z avsak je holomorfni v jistém prstencovém okoli P(zy, R) bodu z.
o0
Je-li 2o izolovand singularita funkce f, 1ze f v P(2¢, R) rozvinout do Laurentovy fady Y. a, (z — 20)".

n=—oo
Izolovanou singularitu zp funkce f nazveme odstranitelnou singularitou, jestlize vSechny koefici-

enty hlavni ¢4sti Laurentova rozvoje jsou rovny O.

Izolovanou singularitou zy funkce f nazveme pélem radu k, £ € N, jestlize a_ # 0aa_, =0
pron > k. V piipadé £ = 1 hovoiime o jednoduchém pélu.

Izolovanou singularitu zy funkce f nazveme podstatnou singularitou, jestlize a_,, # 0 pro co
mnoho indexti n € N.



Véta: Necht’ zg € C je izolovana singularita funcke f. Pak nésledujici podminky jsou ekvivalentni:
1. zg je odstranitelna singularita funkce f
2. funkce f lze v bodé zg definovat tak, Ze f je v bod¢ zy holomorfni

3. existuje vlastni limita lim f (2)
Z—r20

4. funkce f je v jistém prstencovém okoli P(zy, p) ohrani¢end

Dikaz: -
1=2:f(2) = > an(z—20)" v P (20, R). Definujeme-li f (z9) = ao, plati:
z=0
o0
F(z)= > an(z—20)" v K (20, R) = f je holomorfni v K (29, R).
n=0

2 = 3 ziejmé
3 = 4 zfejmé
4 = 1 Necht m > 0 je konstanta takov, Ze | f (z) | < m v P (29, p). BUNO O < p < R.
Pak |a,| < p_"l ma|x If(2)| < p‘”mpﬂ+0 pron € —N.
z—zol=p
Disledek 1: Bud’ f holomorfni v P (zp, R). Mé-li f v bod¢ z; odstranitelnou singularitu, poloZime
f(20) = Zli_)n;g f (2) je f holomorfni v K (29, R).

Disledek 2: Necht' f je spojitd a kone¢né v bod& zy € C. JestliZe existuje prstencové okoli P (20, R)
takovd, Ze f je holomorfni v P (29, R), je f holomorfni v bodé¢ zy.

Priklad: _
Fy=t, g(t)=tes
lim f,(t) =0 limg(t)=0
liny iy = Jim -y = Jim oy =0
t
f(0) 1

i
lim 22 = lime ¢ = lim (cos £ —isin (1)) ... neexistuje
t—0 9() 50 t—0 ( t (t)) !

Véta: L’Hospitalovo pravidlo N
Necht' f (z) a g (z) jsou holomorfni v P (zp, R), kde zp € C,0 < R < o0.
Necht' lim f(z) = lim ¢ (z) = 0 pfi¢emzZ ¢ nen{ identicky nulova.
220 220
f(2) f(2) f'(2)

Pak existuje Zlg];lo ) @ plati: Zlgrzlo 9 = ZILIEIO 702




