
Cauchyho vzorec

Necht’ γ je kladně orientovaná Jordanova cesta v C. Necht’ f je holomorfní funkce v Int γ a je spojitá
a konečná na Int γ. Pak platí:
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2πi

∫
γ

f (ζ)

ζ − z
dζ =

{
f (z) pro z ∈ Int γ
0 pro z ∈ Ext γ

Tedy: ∫
γ

f (z)

z − z0
dz =

{
2πif (z0) z0 ∈ Int γ
0 z0 ∈ Ext γ

Příklad

∞∫
0

cosx

x2 + a2
dx

Budeme řešit křivkový integrál:
∫
γ

eiz

z2+a2
dz =

∫
γ1

eiz

z2+a2
dz +

∫
γ2

eiz

z2+a2
dz

γ = γ1 +̇ γ2
γ1 : z = t, pro t ∈ [−R,R]
γ2 : z = Reit, pro t ∈ [0, π]

S využitím Cauchyho vzorce:∫
γ

eiz

z2+a2
dz =

∫
γ

eiz

z+ia

z−iadz = 2iπf (ia), kde f (z) = eiz

z+ia∫
γ

eiz

z2+a2
dz =

∫
γ

eiz

z+ia

z−iadz = 2iπ e−a

ia+ia = π
ae
−a

Nyní stejný integrál spočteme jako součet dvou integrálů:∫
γ1

eiz

z2+a2
dz =

R∫
−R

eit

t2+a2
dt =

R∫
−R

cos t
t2+a2

dt+ i
R∫
−R

sin t
t2+a2

dt = 2
R∫
0

cos t
t2+a2

dt

Druhý integrál budeme chtít pro R→∞ odhadnout shora jako nulu:∣∣∣∣∣∫γ2 eiz

z2+a2
dz

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ π∫
0

eiReit

R2e2it+a2
Rieit dt

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣i π∫
0

ReiR(cos t+i sin t)

R2e2it+a2
eit dt

∣∣∣∣ ≤ π∫
0

∣∣∣ReiR cos te−R sin t

R2e2it+a2
eit
∣∣∣ dt =

=
π∫
0

R|eiR cos t|e−R sin t

|R2e2it+a2|
∣∣eit∣∣ dt =

π∫
0

1

eR sin t
∣∣∣Re2it+a2

R

∣∣∣ dtR→∞−→
π∫
0

0 dt = 0

Celkem tedy:

π
ae
−a = 2

R∫
0

cos t
t2+a2

dt+
∫
γ2

eiz

z2+a2
dz

R→∞
=⇒

∞∫
0

cosx

x2 + a2
dx =

πe−a

2a



Příklad

∞∫
0

x sinx

x2 + a2
dx

Budeme řešit křivkový integrál:
∫
γ

zeiz

z2+a2
dz =

∫
γ1

zeiz

z2+a2
dz +

∫
γ2

zeiz

z2+a2
dz

γ = γ1 +̇ γ2
γ1 : z = t, pro t ∈ [−R,R]
γ2 : z = Reit, pro t ∈ [0, π]

S využitím Cauchyho vzorce:∫
γ

zeiz

z2+a2
dz =

∫
γ

zeiz

z−ia

z+ia = 2iπ iae
−a

2ia = iπe−a

Pomocí součtu příslušných dvou křivkových integrálů:∫
γ1

zeiz

z2+a2
dz =

R∫
−R

teit

t2+a2
dt =

R∫
−R

t cos t
t2+a2

dt+ i
R∫
−R

t sin t
t2+a2

dt = 2i
R∫
0

t sin t
t2+a2

Druhý integrál budeme chtít pro R→∞ odhadnout jako 0:∣∣∣∣∣∫γ2 zeiz

z2+a2
dz

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ π∫
0

ReiteiReit

R2e2it+a2
Rieit dt

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣i π∫
0

eiReit

R2e2it+a2

∣∣∣∣ dt ≤
π∫
0

|eiR cos t|e−R sin t

|R2e2it+a2| dt =
π∫
0

e−R sin t

|R2e2it+a2| dt

R→∞
−→

π∫
0

0 dz = 0

Celkem tedy:

iπe−a = 2i
R∫
0

t sin t
t2+a2

dt+
∫
γ2

zeit

z2+a2
dt

R→∞
=⇒

∞∫
0

x sinx

x2 + a2
dx =

πe−a
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