Binomické kongruence

Primitivni koreny

Priklad 1. Uréete vSechny primitivni kofeny modulo 11.

Lemma. Je-li dd a roven r, pak ¥dd a" je roven ﬁ

Dusledek. Primitivni kofen g je Fddu @ (m), proto g" je primitivni kofen, pravé kdyz (n,@ (m)) = 1.

Reseni. Z rozkladu ¢ (11) = 2-5 dostdvdme, Ze g je primitivni kofen modulo 11 pravé tehdy, kdyz
g>#1#g° (mod 11). Kazdy dalsf primitivni kofen je pak tvaru g", kde (n,¢ (11)) = 1.

k (2|3 |4]5]6[7]8]9]10

2" (mod 11) |4 [8[5[10|9|7[3]6] 1

Nesoudélné s 10 jsou 1,3,7,9. Primitivni kofeny jsou tedy 2,8,7,6.

Priklad 2. Urcete vSechny primitivni kofeny modulo 23 a naleznéte n¢jaky primitivni kofen modulo
529 =23% 21058 =2-232

Véta. Je-li g primitivni koven modulo p # 2 s viastnosti g~' #1 (mod p?), pak je g primitivni koien
modulo p' pro kazdé | € N.

Reseni. Protoze ¢ (23) = 2- 11, staf ovéfit, ze g # 1 #Z g'' (mod 23).

k 2134 ]5]6]11
2k (mod23) [4| 8 |16]9 [-5]1
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Primitivni kofeny jsou tedy 5% pro k € {1,3,5,7,9,13,15,17,19,21}.
Hleddme-li primitivni kofeny modulo 232, pak staéf uvdZit primitivni kofen modulo 23 a pak ovéfit,
zda

g>#1 (mod 23%).

Pokud je tato podminka spInéna, pak dle predchozi véty bude g primitivni kofen modulo 23%. V opa¢-
ném piipadé jim bude g + 23.

52 = (7)) = (2342)1 =211 42101123 =422 +2°(23-1)- 23 =
=4.(=17)+(=17)(-23)=23-17—4-17=323#1 (mod 23%)

Primitivnim kofenem modulo 529 je 5. Promitivnim kofenem modulo 1058 je téZ 5.



Binomické kongruence - teorie

Lemma. Necht' g je primitivni koren modulo m. Pak
. go, g1 ey g"’(’")*1 Jje redukovand soustava zbytkii modulo m,
o ¢"=g' (mod m) & r=s (mod ¢ (m)).

Véta (O fesitelnosti binomickych kongruenci). Bud’ m € N pro né? existuji primitivni koreny, a € Z,
(a,m) =1, n € N. Oznacme d = (n, ¢ (m)).

RV P o(m)
e Kongruence x" = a (mod m) je FeSitelnd < a ¢« =1 (mod m).

o Pokud je tato kongruence reSitelnd, pak md prdavé d resent.

Mpyslenka ditkazu. Ozname g primitivni kofen modulo m. Nezndmou x nahradime nezndmou y pro
néz plati vztah
g (mod m).

=
Il

Podobné existuje, a to jediné, b € {0,1,... ¢ (m) — 1} takové, ze

a=g’ (modm).

Dostavame

(8)"'=g" (modm),

coz dava linearni kongruenci
ny=>b (mod ¢ (m)).

Dusledek. Za predpokladii véty pokud navic (n,@ (m)) = 1, pak md kongruence x" = a (mod m)
vZdy jediné reSeni.
Véta. Bud’ p prvocislo a € Z, a, n € N takové, Ze p t an. Je-li kongruence X" = a (mod p) Fesitelnd,

Jje Fesitelnd i kongruence x" = a (mod p%) a md stejny pocet Feseni.

Binomické kongruence - priklady

Piiklad 3. Restd
=1 (mod 23).

Reseni. Piimou aplikaci diisledku véty o fesitelnosti binomickych kongruenci dostdvame, Ze kongru-
ence md pravé jedno feSeni. Tim je x =1 (mod 23).

Piiklad 4. Restd
x*=5 (mod 23).



Reseni. Opét aplikaci disledku véty o feSitelnosti binomickych kongruenci dostavame, Ze kongruene
ma praveé jedno feSeni. Z dikazu véty plyne i metoda, jak tento kofen ziskat. Vyjadiime pravou i levou
stranu jako mocninu primitivniho kofene. Diky tomu, Ze 5 je primitivni kofen, dostdvadme substituc{
x=5

5% =5"  (mod 23).

Odtud
3y=1 (mod 22),

Vyndsobenim —7 dostdvame
y=-7=15 (mod 22).
To dava feSeni
x=59=5.25"=5.2"=5.4.9=-27=-4 (mod 23).

Skutecné
(=4’ =—64=5 (mod 23).

Piiklad 5. Reste
=8 (mod 23)

Reseni. Protoze (8,22) # 1, nelze aplikovat jen diisledek. Musime tedy pouZit vétu o fefitelnosti
binomickych kongruenci. Mdme

a=8, m=23, n=8, d=2.
Protoze (a,m) = 1, lze vétu aplikovat. Ovéfme, zda ma kongruence feSeni:
gl =23 =211=2.92=162=1+23-7=1 (mod 23).

Kongruence ma tedy 2 fefeni. Opét x = 5¥. Nyni musime nalézt takové k, aby 5% = 8 (mod 23).
Z druhého ptikladu mame
56=8 (mod 23).

To dava
58 =5%  (mod 23).

Odtud

8y=6 (mod 22),
4y=3 (mod 11),
y=9 (mod 11).

Dostavame, ze y = 9,20 (mod 22). To dava dvé feseni
x=5%50=+12 (mod 23).

Skutecné
(£12)* =6*=132=8 (mod 23).



Dophiujici priklad. Reste
=5 (mod 23).

Reseni. Protoze (5,23) = 1, miizeme pouZit vétu o feitelnosti binomickych kongruenci. Médme d =
(8,22) =2 a 5 je primitivni kofen modulo 23, je

5'=_1 (mod 23)
a kongruence tedy nema feSeni. Vzdyt' kdybychom polozili x = 5%, dostdvame
5% =5"  (mod 23),
8y=1 (mod 22).
Tj. chceme, aby 22 | (8y — 1), coz vzhledem k parité€ 8y — 1 neni mozZné.

Priklad 6. Reste
T+x4+ 224+ 8 +x* +° +x°=0  (mod 29)
Reseni. Vynasobenim x — 1 dostdvame binomickou rovnici
x’=1 (mod 29).

Protoze d = (79 (29)) = 7, existuje dle véty o feSitelnosti kongruenci pravé 7 feSeni. Naleznéme
nejprve primitivni kofen. Protoze ¢ (29) = 227, musime ovéfit g'* # 1 # g*. Pfes LegendrGv symbol

mame ihned 5
w_ [ =<\_,/ —292;*1 _
27 = <29> =(-1) =—1 (mod 29),

bez néj musime uvéZzit
k | 47|14
2% (mod 29) [ 16 | 12 | -1

Mime primitivni kofen g = 2. Zjevné 228 = 1. Dostdvame
27 =22 (mod 29)
7y=28=0 (mod 28)
y=0 (mod 4)
Dostdvame feseni x = 1,2%4,28 212 216 220 224 Protoze piivodni kongruence byla stupné 6, miiZe mit

nejvyse 6 feSeni - vZzdyt' jsme pri tvorbé binomické kongruence pridali feSeni x = 1. Celkem tedy

x=16¢ ke {1,2,3,4,56}.

Véta (Hanselovo lemma). Bud’ p prvocislo, f € Z|x], a € Z takové, Ze p | f(a) a pt f' (a) (4. a je
koFenem polynomu f modulo p, ale uZ neni korenem f'), pak pro kazdé n € N md soustava

f(x)=0(mod p"),
x=a (mod p)

pravé jedno reseni modulo p".



Priklad 7. Urcete pocCet feSeni kongruence
503 =37 (mod 41?%).

Reseni. VyuZijeme Hanselova lemmatu: vyfes$ime tedy kongruenci modulo 41 a pak se podivdme,
zda jsou splnény predpoklady.
5620 =37 (mod 41)
x0=_-8.(—4)=32 (mod 41)

Jisté (32,41) = 1. Nejprve uréime, ze d = (30, ¢ (41)) = 10. Nyni musime o véfit, Ze
324 =(—9)*=812=(-1>=1 (mod 41).

Kongruence mé tedy d = 10 feSeni, kaZdé nenulové. Hanselovo lemma bychom aplikovali na trochu
jiny polynom (nebot” inverzi k 5 bychom museli po¢itat modulo 412 a ne jen 41) ten ma vsak stejné
kotfeny modulo p a lis{ se jen v absolutnim ¢lenu (ten bude jisté i naddle nedélitelny 41). ProtoZe
' =30x% a jeho kofeny jsou jen 0, mame pro kazdy kofen modulo p pravé jeden kofen modulo p?.
Dostdvame tedy 10 feSeni.

Priklad 8. Urcete pocet feSeni kongruence
x’ =12 (mod 29%).

Reseni. Resme nejprve modulo 29. ProtoZe d = (7, ¢ (29)) = 7, ovéiujeme

9(29)

1277 =12=(-1)’=1 (mod 29).

Z véty o feSeni binomickych kongruenci dostdvdme, Ze existuje pravé 7 feSeni modulo 29, kazdé
ziejmé nenulové. ProtoZe derivace polynomu x’ — 12 m4 jen nulové kofeny, existuje pro kazdé fesen{
modulo 29 dle Hanselova lemmatu pravé jedno feSeni modulo 292. Dostdvame tedy, Ze existuje pravé
7 feseni.



